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T WISKUNDIGE ACHTERGROND VAN L,P,

1ot Inleiding

In vele situaties moet worden gekozen uit een veelheid van moge-
lijkheden. Bovendien kan het van belang zijn de keuze zo te doen uitvallen
dat een bepaald doel het beste wordt benaderd. Deze keuze-vraagstukken doen
zich voor bij transporten van goederen van haven naar haven, bij de samen-
stelling van cen veevoeder, bij het bepalen van een produktie-schema enz.
Het oplossen van deze vraagstukken wordt o.a., verricht met behulp van de
lineaire programmeringstechnick. Achtereenvolgens wordt nu behandeld:

a) een deel van de wiskundige achtergrond,
b) de praktische interpretatie van een landbouwkundig voorbeeld,

c) de mogelijkheden van een computerprogramma.
Literatuur:
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biz., fgn.,tbn,

2) I.B.lM. General Information Manual. An Introduction to Linear Programming,
White Pleins, 1964, B4 blz., fgn., tbn,
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tot de kwantitaticeve economie en operationele research.Marka-pocket no.
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7) Zijpp, I. van der,Lincaire programmering in het bedrijf. Kwantitatieve

bedrijfseconomie dl 2, Leiden, 1964, X + 176 blz.,fgn., tbn., lt.



1.2 Het vraagstuk

De behandeling wordt voornamelijk gericht op maximeringsproblemen.,
Voor minimeringsproblemen zijn de oplossingen niet wezenliijk anders.

Stel dat er een aental produkten wordt geproduceerd en wel de pro-
dukten Dys Ppo o > Dos die bij verkoop een saldo opleveren van Cis Cos
................. » C per verkochte eenheid. Het aantal eenheden is nog onbekend: Xis
Ky s > X Deze aantallen moeten, als het doel bekend is, zo worden be-
paald, dat het doel het dichtst wordt benaderd. Als doel wordt gesteld het

maximeren van de rendements— of resultaten-functie:

o
R (X) - C1 X_] + C2 X2 B S TPTITII + Cm xm :iz_] Ci Xi (1)

Deze functie heeft bekende co&fficidnten (ci) voor nog onbekende aantallen
(Xi)° De aantallen komen slechts in de lineaire vorm voor en niet in kwa-
draten of hogere machten; vandzar ook de naam: "lineaire programmering',

Het maximum van R is oneindig ware het niet dat er beperkingen moeten worden
gesteld bijv. wat &&n verkoper prestcert, wat de fabriek kan leveren, de
voorraad aan grondstoffen, cpname vermogen van de markt, enz,

Zo'n voorwaarde luidt bijv.:
m rd
Sf ) a. %, = a (2)

Dat wil zeggen ay maal het nog onbekende aantal X, T cnz. cnz. mag nooit
groter worden dan ae Zo'n coéfficilnt =N (voor 1 = 1, 2, ,M) kan alle
waarden aanncmen (neg., o, pos.)., Do colfficidnt a, is nict negatief. Stcl

nu dat er k van dezc voorwaarden zijn dan is (2) te schrijven als

o
Fad
HA
o
&
[0}
O
3]

Je
1
-3

.................. oK (3)

X; 2 0 voor 1= 1 s , T ()

omdat dc mogeliikheden ziin beperkt tot het preduccren van niets of van icts.
Voor het stelscl (1), (3) en (4) moct nu de oplossing worden gezochts
Daartoc wordt aon de voorwasrden (3) cen werschilvariabele tj toegevoegd,

zodat cr scelijkhcden ontstaan.



1.3

A9 %y + a4 5 Ry Fo + &y R + t1 =249

. + A, R A e \ . = .
a]1 x1 ajz x2 + + a]m xm + tj ajo (5)
2 ® + a e L SR ITIRTITITSOn + a + t = a

em *m k

De voorwaarden (4) worden nu aangevuld met voorwaarden voor t

3
xi ; c voor 1 = T, ... s M
ty 2 0 voor § F Ty , k ©)

Ecn beginoplossing

In de eerste plaats wordt het streven gericht op &&n van de vele
bruikbare 3f toelaatbarc oplossingen om daarna van daeruit de oplossing
stap voor stap te verbctercn,

Een beginoplossing bestaat hierin dat de aantallen X, =0 worden
gekozen (wvoldoet aen de voorwaarden (4)), zodat automatisch de verschil
variabele t. de waarde ajo moet aannemen. Dazr a. > o is ook tj > o en

jo
n aan (6), Do waarde van R = o cmdat X, = ocn tj in (1) niet

oo

wordt volda
voor komt,
Veronderstcl dat daarna aan % een waarde wordt gegeven omdat dit
produkt ecn goed rendement oplevert. Ongetwijfeld moet er naar worden ge-
streefd xg Z0 groot mogelijk te maken, Stel dat dit wordt beperkt door de

8-ste voorwaarde van (5)

381X1+a82x2+ ................ +C‘85X5+ ................ +:"8mxm+ ............. +-t8:
%8 0 (7)
De aantallen Xy Rgs Kgs Xy Xpgon s Ko zijn nog steeds nul dus blijft
over
2g o ¢ Tty T oag (8)

Het is nu duidelijk dat t, nul gemaakt moet worden om X 20 groot mogelijk

3
te maken.
_ 8¢

5 a8 5

tisch worden verricht opdat de optimale cplossing (rendementsfunctie maxi-

X » Hicrecoor is t, vervingen door xX.. Doz procodure meet systema-
[$ 2

maal) werdt bereikt.,
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Een criterium cm uit de nog niet oppenomen produkten die te kiezen die het
meest bijdraacgt tot verhoging van het receds verkregen, maar nog niet maxi-
male rendement is ulteraard het eigen rendement ¢ vermindert met het rende-
ment van dc rceds opgencmen produkten dice gedeeltelijk prijsgegeven moeten
worden, Nocm het tegengestelde van dit criterium 61 Een overzichtelijk
schema is het volgende:

Co8fficilnten van de niet opgenomen produkten X

Opgenomen aantal %, xzv“mmmHuw Xi ....................... X
't,] r:l_[ 0 a,] ,18,.,12 ............. (_11i ................ af’]rn
t. é. é. i. ...................... é, ...................... . é,
| jo 31 732 i m (9)
tk ako Y ak? .................. aki ....................... akm
= I N e G
R ( O) J1 \52 61 (Sm

Dit schema geeft in de ecrste kolom de opgenomen produkten en in de tweede
kolem de daarbij behorendc geprcduceerde aantallen., Dit is voor tj op te
vatten als cen nog niet ultgeputte beperking met het nog beschikbare aantal.
De laatste regel vermeldt het totale rendement en de Si (voor 1 = 1, ST) o

Zolang C8n van de laztsten negaticf ig, is nop verbctering mogelijk.

De volgende cplossing

Het bepalen van de velgende oplossing bepint met het vinden van de
kolem met Sq dic de grootste negaticve waarde heeft. De x_ zal nu worden op-
gencmen (deze verhocgt het rendement). Dacrtoc moet een tét nog tce opgeno-
men produkt (= rij) verdwijnen ¢n wel datgene waarvoor

a

ro de kleinste nict negatieve waarde heeft (voor v = 1, ... , KX)o Kelom g

a
rq

wordt nu verwisseld met rij v. De colfficisnten in het scheme wijzigen nu

cveneens en wel volgens het volgende rekenvoorschrift:

Hoem: a de spil
rq
kolem g de spilkclom
rij r de spilrij
3;1 = er/awq (voor 1 = 0, 1, s ™) . (10)
T spliri]
i#taq
1)
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’19 = :
2 1/arq spil (11)
a'jl = aji - aj xa' (voor § = 1y ky kK + 1 elementen buiten
jFr . f .
en 1 = 0y Ty , M) spilrij en spilkolom
1 a
met inbegrip van R en 61 (12)

T - 7
a. =a. /(- a, ) —a. = (- a )

19 J4 q 19 rq spilkolom (13)
j#Er ( voor § = 1, . ky K + 1)

Nadat het gehele schema zo opnieuw is vastgesteld begint opnieuw de bepaling
van een volgende oplossing, totdat geen enkele 6i negatief meer is. Dan
heeft R het maximum bereikt en wordt in de beide ccrste kolommen afgelezen

welk produkt en hoeveel van elk is opgenomen,

De Simplex methode

De in het voorgaande tocgepaste techniek wordt wel aangeduid met de
naam: "Simplex-methode', Hee is nu in te zien dat deze methode ecn verant-
voorde procedure vormt ? Om de procedurc aannemelijk te maken wordt het
schema beschouwd als cen verzameling petallen afpeleid uit vergelijkingen,
Deze vergelijkingen zijn zo opgesteld dat de produkten(in de beginoplessing
tj)mct bekende hoeveclheden (ajo) zijn uitgedrukt in de bekende hoeveelheid
(ajo) en in de niet cpgenomen produkten (in de beginoplossing Xi)°

De vergelijking wordt dan gelezen als volgt:
- QT UPIURURR - 7 X (‘“-l-)

Hieruit blijkt, dat het gewoontec is om in schema (9) het teken van de co&ffi-
ciénten aji te veranderen in het torengestelde ten opzichte van het tecken

in de vergelijkingen (1%) met ultzondering van het teken ajo 3f (9) is af-

geleid uit:

beglnoplossing do boschijwaarnecar; later cen nwevecelineld produxt k), want

O

in de vergolijking zidn nasst A, clochts oL, (4 F o) aanwezlg van nict op-
J= JL
genonen produlkien m.a.i. M, T O cen verpelijking (14) wordt nu tﬁ = ajo of
ale t. wvervangen werdt door cen x Jdan is % = 1, .
j w2 Tt )



Het gehele schema (9) is nu te lezen als

b ,/“ N / - \\\ P S

Y oy I L

: P ! R i : 1

: U T e _ . |
IR SRR a0 Yn | (1%)

% ! o j L j v '

\\ tk ,f \,akc N i_ak1z/ | akm :

MedaWa tj is een lineaire combinatie van de co8fficidnten aji (voor i =
0, 1, » ). Do "volgende-oplossing' is beschreven als het cpnemen van

X ten koste van t .
q r

Het nieuwe scheme is dan !

PN AR PN PN P
FhY o {291 i‘?m 7
P B f P P D
ot = ia . - At e -t la. b -x ia'. | (16)
] : Jo LR R r o7 3q m:osoJmy
: bl ‘ : i } : { ! : i
: HE | ] I | [
RS | a a 1 b a pa '
Poiq L rOo P2 1; LT rq Piorm
e a ‘ . i L a
Wk . ko & k1 / kq " xmy
Hoe zien nu deze coZfficiénten a'ji eruit ?
Uit schema (15) volgt dat veor de spilrij geldt:
m
- P O T D = - = —_ ®. a .
te T 80 T % 9 ®q ®rq *n %rm = “ro iZT i “ri 17)

Het nieuwe schema (16) heeft Xpg uitgedrukt in onder andere t 5 met behulp

van (17) wordt dit nu ultgerckend:

“ro  .b.71 Tpi T
:.L#' (18)
5 = ——ifd
q rq
_rc u pi 1 (19)
X T om—— - R, o, —— - .« =
q a AT a r ° a
rg 1=1 rq rq
itg

T
[ N

er staat dat allc codfficiénten van de spilrij worden gedeeld door de spil
8. behalve dan de co€fficilnt behorend bij t,, waar het omgekeerde van de

. - 1

STaan. netaclfde stant ook I ot rekonvoorschrift onder (10)

v
“
i
0
=
+
-
i

;

en is hicrmede dus percchtvaardigd.

)

Ultocdrukt in do oicuve colfficidnten wordt (19):

=
B

4
A
'3
Ne!



De overige

m
- Z ¥, o &a _. — 1t . a
o L& 1 1 r rq
iz=1 =

rijen in schema (15) luiden:

vervang 2 docr (20)

v y

i#q

m P P

Z X, o8 . o 8. +T . a
P! ri jq r rq
i=1
i#g

' g
a . ea., )+t (-a . a.

i iq r rq 3

el
t. = a. - Z X. a..
3 R = B b
j#r
Hieruit moet X, nu worden verwidjderd
i
m
tj = a.o - z xi a.i - X
) j i:" ] q
j#£r i#q
m
?
Ta. - Z X 8. = A a .,
] =21 3 Jq
i#q L~
m
za, - ) %.a., —a., a'
jo .2, 71 i jg = ro
i#q
"o
=a., -a, a_ -7} =da,.
jo jg = ro e

(21)

Buiten de spilrij worden de ccéfficiénten verminderd met het produkt van de

coéfficiént in de spilkolom(ajq) en de codfficidnt in dec nieuwe spilrij;

behalve dan de coéfficiénten in de spilkeclom (dat zijn de coéfficiénten van

tr)’ waar de coé€fficiént wordt vermenigvuldigd met het tegengestelde van de

nieuwe co€fficiént op de plaats van de spil, Hetzelfde is in het reken-

voorschrift onder (12) en (13) vermeld en is hiermede gercchtvaardigd.

Uitgedrukt in de nieuwe co€fficiénten wordt (22):

1.6 De keuze van de spilrij

Vervolpans kan nu aandacht worden bestecd aan de keuze van de spil-

rij, Daarvan is nl. cesteld dat het dic rij iz waarvoor geldt dat het

guctient van a_
. ry

het kleinste niet nepaticeve

getal is.,



Dit wordt ge€ist in verband met de a'. die niet negatief mogen worden.

0 . . . - . o
Stel dat Ef"het kleinste niet ncgatieve quotiént is van alle quotiénten

rq
a.
A
a. *
Jjq P
Vs
fa
' - [ Tro .
al, = o voor J = ¢
70 j &
// rg
\ a. —-a., at Voor J = Ty 2, r =1, 2+ Tgn k
\ %o iq ro J s <» s s )
“ro )
a' = —— is als nieuwc hoeveelheid >o daar dit het kleinste niet negatie-

ro a
rq
ve quotiént is,

a. a
Stel ajq >0 dan is :12 > 729 (als kleinste)
Cen - a
i#r 39 rq
a.
L2, at
a, = ro
Jq
a. > af . a.
io = ro iq
a, = a, ., al >0
jo iq ro =
a'jo >0 > voldoet aan de voorwaarde
0 “ro
Stel ajq <¢ dan is 31— < ;2— = a'ro
Lo <
j#r jq rq
o 7 A, e al o (nl. vermenigvuldigd met een
J 14 r neg. getal: a. )
19
a, =~ a, . al >0
jo 1q ro

at, > o - voldoet aan de voorwaarde

Hiermede is aangctoond dat iederc a'ioz Ooen is de els dat de spilrij het

het kleinste niet negatieve quotiént\aro moet bevatten aannemelijk ge-

maakt. a
rq
Bevat de kolom ¢ ultsluitend niet nositieve getallen (nul en negatief) dan
& a
“Ho Co S . 4 A Ce . ¢ . ro
15 ==~ neziticy on zal de nivuwe hoeveclheld in de spilkolom o o T T
g rqg
negoticd zijn, actreen niet veldoet aon de voorwaarde (zie tevens onder

"Ontasrdinst),
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De keuze van de spilkolom

De rendementsfunctie luidt volgens (1) R (x) =
i

ne~—g

c. X., In verband
1 171

met de toevoeging van k nicuwce variabelen tj is deze aan te vullen tot:
k

m
R=) c.x, +) &, t. (21)
3 B =5 I

waarin dj voorstelt het saldo behorende bij t.. Veelal zal dj = o worden
gckozen zodat het nog beschikbaar blijven van produktiemiddelen geen in-
vloed heeft op het rendement. Het is echter ook mogeliik er een zeer groot
negatief saldo dj azn toe te voegen, waardoor or terwille van cen rende-
mentsverbetering zcer veel aan is gelegen dit produktiemiddel volledig te
benutten nl, niet beschikbaar te houden.

Het nicuwe rendement is nu

k

m
R' = ] c. x', +) d, t,f (25)
=1 1 = j:'f J J

Hiervan doen slechts k produkten mec (xi of tj); de overigen zijn niet op-
genomen en doen dus nict mee in de rendementsfunctie,

1) 2) .
Worden X, en tj nu varvangen door mj en c; cn dj decor Yj dan luidt (2u)

mt+k

R=) vy, o, (28)
s 13

m+k
Op dezelfde wijze wordt (25) RY = Z ¥ a'j (27)
jz1 ]

De k hoeveelheden aj en a'j worden weergegeven in het schema door ajo resp.
a'jo althans vocorzover z=c¢ zijn opgenomen, anders is ajo = 0.

Uitwerken van (27) levert

mt
RY = z \F af
j=1 - J (beperking tot Jco k opgenomen produkten)
k
= z y. a'. + vy al (v komt er niet meer in voor)
52 373 ey r
i#r .
(a?, = at, = o2, -a, a' =a.,-a, _r voor j£r)
2 Je R 4 re 119
- a
rq
a oo
(0f = at = L2 - I )
o ro a a
rg rq

;g o = letter: alphs

y = letter: gamma



§ o o ar
= y.(o, ~—a. —)+ vy — + (y -y, =2 )
521 30 jaq rq q arq r r 'p arq rq
j#r
E ar k
= Y. G, +=— (y -y a - Z Y. @, )
5=1 J 3 g q r rq 521 3 Tiq
j#Er
ar k
= R + = (y - Z Y. a. ) (28)
T !

Hiermede is R' volledig uitgedrukt in de co8fficiénten van het oude schema

en kan een verhoging van het rendement worden afgelezen uit

a”()f )
—_ (y_ - . a.
arq Yq 321 Y] 14
Hierin is e de hoeveclheid a g behorend bij produkt r cn dus zeker niet -
negatief. Onder "Dc keuze van de spilrii” is vermcld dat arq alleen maar
positief mag zijn om te zorgen dat de nieuwe hoeveelheden a'jo 2 © worden.
Moet nu het rendement worden verbeterd dan is noodzakelijk dat

Dit nu is bij de beginoplossing éq genocmd en hiermede is aannemelijk ge-

maakt dat er wordt gezocht naar 6i <0 (voor 1 = g, s M)

k
§, = Z Yioass Ty (voor i = T, , M) (29)

Is geen cnkele 5{ < o dan is het rendement niet meer te verbeteren en is
het optimum bereikt cn tevens de cindoplossing.

Komt er in de eindoplossing een Si = ¢ voor dan blijkt dat het optimum
door opname van produkt i niet verandert, m.a.w. hetzelfde optimum is be-

dcze plannen P, en P,

reikbaar met verschillende produktieplannen. licom P,

Elk produkticplan dat voldoet aan Hy 91 P, T

2

mat U1 +HQ = 1

levert hwet optinum resultaat.



1.8

_']'l_

De nieuwe R en &, rij

Voor RY is reeds bewczen (28) en (29) dat

8 (30)

hetgeen dezelfde procedurc is als tot nog toe is toegepast buiten de spil-
rij cen spilkolom nl, het element R vermindercn met het quotiént van het
produkt van element in spilrij met element in spilkolom en spil (zie c.a.

(12)).

Voor de elementen 6'i

3=1
j#r
i#r en Yq omdat Yq de Y, vervangt in de nieuwe oplossing

i#q (buiten de spilkolom)

K » »
6“i = 2 Y. (a.i - a.. :Ei) + oy :ﬁi - Y.
j=1 3 1% %pq o )
j#r
k i k
:2ya + (y_a. ~-v_a ar)—Zye aI’:'L-I-\{a]:‘i~Y.
321 j ad r i r Spi =X = 3 9z — i
J#r w4 j#r rd w4
k 2.1 k
=y Y. a -y - Zy a + Y. a - Y
L 39 o
s2¢ 33 T e ity T e e e g \
Jfr
l/‘ \
: K
ri
= S, - F Y. &. ~ Y K
* “rg =1 134 af
R ),
=8, - == (3M)
fale] 1

0
[l
¢}

Mmea.W. dezelfde prccedure als in (12)
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i = q (spilkolom)
k a. 1
a'q = Z Yj :E;ﬂ + Yq — " YL (Yr en niet Yq omdat deze in de nieuwe
j=1 rq rq . . ]
St oplessing is vervangen door Yr)
k )
1 .a.  + a_ -
SR P O TR Y
a_ |i=t i
rq Y |
e J
[k 8
1 q
Bl R CTE T P = (52)
rq {j=1 “J rq
m.a.w. dezelfde procedure als in (13).

Hiermede is aangetcond dat de nieuwe R cn Si rij op dezelfde wijze wordt
gevonden als icdere andere rij buiten de spilrij en derhalve is het te-

recht dat in (12) en (13) de index j door lcopt tot k + 1.

Ontaarding

.. . . ro
Bij het zocken van een spilrij is het minimum van e gehanteerd,
rq
Tot nog toe is stilzwijgend verondersteld dat hicerdoor spilrij r &énduidig
is bepaald. Dit is echter uitsluitend het geval als dit minimum zich voor-
doet voor slechts &&n rij, Wordt hetzelfde minimum gevonden in meer dan &én
Stel dat er wordt gekczen voor rij

rij dan moet cr worden gekozen., r en

niet voor rij s. De bepaling van de nieuwe oplossing levert dan een hoeveel-
heid = o voor produkt s.

Blijkt dc eindoplossing bercikt te zijn dan is er niets ernstigs gebeurd.
Is de eindoplossing nog niet bereikt en blijkt produkt (kolom) v nog te

moecten worden opgenomen dan zijn er twee megelijkheden:

1) a < o d.ez, rij s komt niet in aanmerking om te worden verwijderd

sv
ten gunste van v. Een andere rij t wordt verwijderd, waarbij
. a
tevens a__ = o verandert in al =a_ - toa__ =
SO so so o= sV
a tv
to
- —— a > o want a >0, @, >o0en a__ < o.
a sv to tv sv
tv
a
R R N 5 i . . - . e
2) a > o dan lovert —— = - = o stecd. het nleinste niet negatieve
sV a a
3V sV
quotiént en dus wordt produkt 8 vervangen door produkt v
en blijft de hoeveclheld = o, nu vocr produkt v. Het rende-

=

-—-—J-QS:R-

ment verbeterd niet want RY = ] 3 -
sv
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Nu begint cen en ander weer opnieuw, zoals boven is beschreven voor produkt
s met hoeveeclheid = c. Omdat het rendement niet verandert in toestand 2)
bestaat tevens het gevaar dat als produkt v i1s opgenomen ten koste van pro-
dukt s dat de daarcpvolgende meest gewenste wijziging is vervang produkt v
dcor produkt s, waarmee cen reeds ccrder bercikte oplossing nogmaals ver-
schijnt., M.a.w. cr wordt in con kringetje rondgedraald. Deze situatie doet
zich zelden voor cn deor kunstrrepen is cr cvencenc @an te ontkomen mocht

het zich voordocn.,

Een ander problcem is gelegen in de mogelijkheid dat in de spilko-
lom geen positieve cc&fficiénten voorkomen. Dit houdt in dat dit produkt g
onbeperkt kan worden opgenomen, wazardcor tevens de mogelijkheden van sommi-
ge reeds opgenomen produkten worden verruimd en wel cveneens onbeperkt. Het

rendement zal cdan ook onbeperkt tocnemen .

Het construcren van eecn beginoplossing

Het schema (9) onder "Een bepginoplossing’ is er vanuit gegaan dat er
& o N o -

ongelijkheden (3) bestaan met ajo >0 {(voor J = Ty ,» k). In de prak-
tijk komen echter bij het maximeringsvraagstuk eveneens voor: a) gelijkhe~
m m
, - b) .. . ¢)
den 21 dji X, = ajo H ongelijkheden .Z aji X: 2 ajo H ajo <0

i=]

De vraag luildt nu hoc deze situaties tc herlciden tot de situatic van (5) ?

Situatic Beginoplossing
m m
. a.. X. < a. a.. X + t. = a. met . = o en t.= a.

20 2 0 L %51 % 2y, Loegn 37 e i T %o
1=1 1=1
m

= a, z d.. %o + t. = a. met X, = ¢ en t.= a,

Jc 121 BRI J Jo 1 B Jjo

en de rendementsfunctie aanvullen tot

heid van tj cen zeer nade-
lige invleed hecft op het rendement (M is
zeer groot pesitici getal) en cr Jus naar
wordt cesivectd 1, = o toe maken. Bij vols

1 Jit stceds herecikt,



m
> a. a.. X. — X, = a._ en
= Tjo i§1 Ji i 1+1 jo
m
R = c. X. +t o X-
121 I T it

en daarna de gelijkheid behand@len als boven
of vermenigvuldig de gelijkheid of ongelijk-
heid met - 1 on zorg dat de nu negatieve ajo

verdwiijnt door hier bij een gelijkheid op te

tellen,
m
ajo <o .Z aji X, 2 ajo Vermenigvuldig de vergelijking of ongelijk-
=1 heid met ~ 1. Bij cen ongelijkheid moet dan
tevens het symbool worden omgedraaid:
> wordt < en omgekeerd,
Vervolgens begincoplossing vervaardigen als
boven onder ajo > o vermeld,
< 4a. . .. .
= o Laat de negatieve ajo verdwijnen door bij de

vergelijking een gelijkheid op te tellen,

1.11 Het minimeringsprobleem

Dit komt voor bij het minimeren van kosten. Het oplossen van het
vraagstuk is gelijk aan dat bij het maximeren met uitzondering van het be-
palen van de spilkolom. Nu wordt nl. afgegaan op de grcotste positieve éi,
daar deze de srootste bijdrage levert om de kosten te verkleinen.

Het samenstellen van een begintableau bij een minimeringsvraagstuk
is evenecens ilets anders. De vergelijkingen zullen in het algemeen cen mini-
malc hoeveclheid eisen, zodat cr in leder geval kosten gemackt moeten wor-—
den m.a.w, aji X: 2 ajo° Hiervan worden eerst gelijkheden gemaakt door er
per ongelijkheid een variabele ¥, van af tec trekken. Dit levert op:

%51 %1 T % T %o
van de beginoplossing daar dan x =< as (nl, X, = ¢) een negatieve begin-

jo
hoeveclheid oplevert. Dit is niet tocgestaan., Derhalve moet de gelijkheid

. Deze xk kunnen helaas niet worden benut voor het kiezen

worden aangepakt op dezelfde wijzc als boven omschreven nl. het toevoegen
van een tj’ die door het cpnemen in de kestenfunctic van + I . tj naar nul
wordt vcdfevon.

Deor de uitbrelding ven het tableau met k nieuwe kolommen kan de op-

lessing sons met veordeel worden verkrcepen uit het duale  probleem.



Tocgepast op voren vaermeld kostenvreaapstuk stelt het ocorspronkelijk
precbleem de vrzag naar de hoeveelheden produkt onder minimum voorwaarden van
dc samenstellende delen en minimale kosten; het duale probleem stelt de
vraag welke waarde heeft clk samenstellend clement onder maximum voorwaarden
van de prijzen van de produkten en maximale waarde van het totaal.

Bij de tcepassing zal blijken dat de eindeplossingen van beide pro-
blemen hetzelfde rcsultaat oplaveren cn dat de colfficiénten dezelfde inter-
pretaties toe laten. Hiermede is het oplossen van het oorspronkclijke 3f
van het duale probleem teruggebracht tot cen kwestie van voorkeur in ver-

band met de beschikbare ruimtec in de computer en van de rekentijd.
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2. EEN LANDBOUWKUNDIG VOORBEELD VAN LINEAIRE PROGRAMMERING

De gegevens

Als voorbecld is gekczen cen theoretische situatie, waarbij niet de
arbeid cen beperkende factcr vormt maar de beschikbare maacidorstijd., 0ok is
de planning niet betrokken op het rehele bedriijf macr slechts becdoeld om
de verhcuding tussen de verschillende graansoorten vast te stellen, met als
doel een zo hcog mogelijke geldelijke opbrengste.

De gezevens zijn als volat:

Bedrijf 60,-- ha.

Hiervan is 380,-- ha vasteelegd voor hakvruchten, waarvoor geen programmering
ncodzakelijk is,

De cverige 30,-- ha moet worden verdeceld over 3 graanscortci,

TeWe: ze gerst, w. tarve en X, tarve.

Veor de oogst zijn 3 pericden belansrijk, waarin het velgende aantal maai-
doruren beschikbaar is:

augs 1, 42 uur.

auss 2, 42 uur,

septs 1, 36 uur,

De verderc gegevens t.a.ve de gewassen zijn de velgende:

Aantal bencdisde maaidcrsuren/ha:

e

Gewas Saldo/ha aug. 1 aug. 2 sept. 1
ZOomerscrst f 1.200,-- 3 0 0
wintertarve £ 1.800,-~ 0 3 0
zomertapric F 1.500,~- ) 1 2

Het opstcllen van de beginceplessing

Stcl d¢ opps. 2z2. ferst = X,
My, torue = X,
oorU oz, torwe = Xy

Ten aanzien von i beschikbare opperviakte rrend ccldt dan de vol-

Voor net moold rsen in cus, 1 celdt Jot hZovur niet noas worden over-

schredeli.



Dus: Xy e 3+ Xy o 0 + Ry o 0 <42
Analoog voor:

aug. 2. Xy e 0+ Xy 3+ Xy 1542
sept. 1. Xy 0+ X, 0+ Xy 2 <36

Ten aanzien van het rendement is het volpende gegeven:

X, o 1200 + Ky o 1800 + %, , 1500 = R maximeal.

1 3

In al deze vergelijkingen komen steeds dezelfde cnbekenden voor
zodat het vraagstuk in de zgn, vectorvorm kan worden beschreven, Hierbij is
de betekenis van de rijen en kolommen cangegeven, Do rendementscijfers

zijn voor het gemak gedecld door 100,

/ \ /’I ™~ e ~ N
Rendement 12 / 18 \ /‘15 . = R/maximaal,
grend 1 : T P % 30
, ! : l
mnd. aug. 1 3 Xyt 0 1%, + 0 ix3 < 42
md. aug. 2 0 K 3 K 1 42
/ | ]
1. o 1 0 . \ 0 ~ 36 /
md. sept N \\2 / \\ J

Men mcet zich voorstcllen dat aan bovenstaande ongelijkheden nog
enkele vectoren worden toegevoegd om de ongelijkheden over te doen gaan in
gelijkheden. Deze vectoren hebben de waarde 1 (88n) voor de rij waarbij ze
horen en de waarde 0 voor alle cverige rijen. De betekenis van deze vecto-
ren is dat ze aangeven welk deel van de restricties niet is benut. In de
beginoplossing nemen zc Cus automatisch dc waarde aan van de getallen aan
de andere zijde van het = teken. Voor de oplessing van het probleem is het
niet necdig deze kolommen toe te voegen.,

Het probleem werdt nu reschreven in de vorm van een matrix, waarbi]
de wiskundige tckens tussen de kolommen worden weggcelaten.

Verder treedt er nog cen verandering op ten nanzien van de rende-
mentscijfers, Om een uniforme berckeningswijze voor de getallen van de ma-
trix buiten de spilrij <n de spilkolom mogelijk te maken dicnen de getallen
dic het rendement aangeven te worden voorzien van cen tegengesteld teken,
dus: + wordt - , en - wordt + . Dit pgeldt uitsluitend vocr de rij die het

rendement aangecft.,



2.3

e et

1 . i

? ;zomer— i winter- ' zomer- | omvang V(d %
i rgerst tarve . tarwe © restricties
i_”‘"'” e ,,,,“Nw_M_fﬁ_W~J~*_~‘_.nT~Hﬂ“h-N& S
| U A S SR
ichdement !1? =12 jfi%ij ? -15 ; -
;‘mnd 2 1 ' 1 " 30
imd. aug. 1) 3: 3 0 0 I u2
gm aug. 2 %u' 0 3> 1 ; uo
Im « Sept., 1 5 0 f O' 2 36 |

D¢ interpretatie van deze matrix is vrij eenvoudig. Dc kolommen ge-
ven dc alternatieve mogelijkheden weer, die verondersteld worden en de rijen
hebben betrekking cp de beperkingen of restricties die in acht moeten worden
gCenenen .

De getallen in de matrix geven het verband weer cdat er bestaat tusscn
de betreffende rij (restrictie) en de betreffende kolom (activiteit). Zo be-
tekent het cijfer in rij 1, kolom 1 dat zomergerst een bijdrage geeft aan
het doel, de maximalisering van het rendement, van 12 geldeenheden (din dit

goeval 12 x £ 100,--), Het getal op de 2® rij in de 1¢ kolom (a lees a

21?
twee 88n) geeft aan dat cen cenheid zomergerst asnspraak maakt op een een-

heild grond, a1 geeft aan dat zomergerst 3 maaidorsurcen vraagt in aug. 1.
<
Zowel Ay, als ac ziin gelijk nul, d.w.z. dat zomergerst geen aanspraak

maakt cp maaidorsuren in aug. 2 en in sept. 1, althans in ons prcblcem niet.

De berckening door middel van maximeren

Dc matrix mcet nu zodanig bewerkt worden dat de oplossing van het
probleem, de samenstelling van een pewassenassortiment waarbij het rende-
ment maximaal is, wordt verkrecen.

De ccrste bewerking hierbij, is de keuze van de spilkolom. Dat is de
kolom met het laagste getal in de rij die het rendement aansecft., De acti-
viteit in deze kolom geeft nl. per cenheid de hoogste pesitieve bijdrage
aan hct doel wat gesteld is. In de matrix wordt dit getal omgeven door een
reenthook. Do cwuzs alt dn dit ool op Wlom 2 dic e activitedt wintoo-
tarwe vocrstelt.

Nu do keuze van de spilkeolom vaststaat moet de spilrij woerden opge-
3poord. Hicrvcer worden de getullen van de L* kolom (restricties) gecdeeld
docr de setallen vao de 27 color © (spilkalonm) met een gemecnschappelijk rij-

nummei .



- 19 -

Voert men deze bewerking ult dan werden de volgende getallen ver-

kregen:

a

;—%:—3%:30
22

“ay 42

—— D e = ®
a32 0

5&:%:14
L2

®su 36

- - % = °
%50

De spilrij wordt bepaald dcor het laagste positieve quotiént. Dit
quotiént geeft nl. het maximum aan toct waar ncg geen cverschrijding van cni-
ge restrictie optreedt.

Rij 4 is dus de spilrij. Het getal dat zowel in de spilkolom als in
de spilrij voorkomt heet dec spil. In de matrix is de spil met een cirkel om-
Feven .

Nu zowel de spilrij als de spilkolom zijn bepaald kan begomnen worden
met de cmwerking van dc matrix nazar de cerste verbeterde oplossing.

Hierbij kunnen 4 groepen getallen worden onderscheiden nl,

2 De spil.
b Dec cverige getallen van de spilriij.
¢ De overige getallen van de spilkclom.

De overige getallon van de matrix,

¥g"

De berckeningswijze vocr dezc 4 groepen loopt iets uitcen.

. o . e .. e
ad. a, In de onderhavige matrix is de spil het getal op de 4 rij in de 2

——————

{ s . 9” i - .
kolom (‘i 2) a 2 1is ITIU. he 1t Omgekee! de van a 2
T ) = s SOTAN Y O f S vamas T e
We kunnen du Zegren a 1o Py ; 3

ad. b, De overige getallen van de spilrij worden alle gedeeld door de spil,

dus: a
avuw = az; - % =0
:"43 = -a-t_j’. = _;. = 1/3
ST %ﬁi ; i% =
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ad. c. De overige getallen van de spilkolom worden berekend door het oor-
spronkelijke getal tc delen door de spil en vervolgens met (-1) te

vermenigvuldigen.

=
alyy, = Tgoc - e
32
a
alyy - a22 = -3 = -
42
a
at :-—2:—2 - 0
32 aUr2 3
a
al :—._5_2.:-..0. = 0
52 a5 3

ad. d. De overige elementen van de matrix worden berekend volgens formule
12 uit het eerste deel van de cursus of in woorden: nieuw getal =

getal in zelfde kolom op spilri]

oude getal - % getal op dezelfde

spil

rij in spilkolom,

Dus:

a'11 S ;ﬁi s 245 F -12 -~ % . =18 = =12
algy 7 Ay T Zﬁi sy T 17 % o = 1
a'gy 7 gy ” Zii 93y T3 % - 0 =3
a"51 = agy T zi; . 8g, = 0 - % . 0 = 0
alyy = a2y - ;Ef e P % v “18 = -3
ﬂ'zs = ay, - ;ﬁg Ay, = 1 - % o 1 = 2/3
qu3 T Zﬁi gy T 0 - % ¢ = ¢
a’bd T gy T ;ﬂé s Qgo T 2 - % . 0 = 2



a
1 42
at = a, —— ,a,.=0-—= , =18 = 252
i a
14 14 a5 12 3
“uy 42
af = a - — A =30 -— ., 1 = 16
o 2u " . " 22 3
a
n 12
al = a - — . a 42 - — ., 0 = L2
34 34 a42 32 3
a
Ly 2
7 = - —_— = — m— =
a o asu aug R a52 36 3 ° 0 36

Door bovenstaande bewerkingen zijn alle getallen van de ocrspronke-
lijke matrix omgezet in getallen die samen een nieuwe matrix vormen, In de
betekenisaanduiding kan men zien dat rij 4 dezeclfde benaming heeft als oor-

spronkelijk kolom 2 en dat kolom 2 dezelfde naam draagt als oorspronkelijk

vij 4,
zZ. gerst md. aug., 2 f z. tarwe
O S S
i 1 : 2 ; 3 T
S S ..M,,W_w;‘,f_,ww“r___...__ﬂ.._._.,-‘ R _-i_._-, S NS A -
Rendement P11 -12 ! 6 } -9 252
: ! T | ]
grond L2 1 ! -1/3 | 2/3 16
: { s j !
md. aug. 1 fa (E;) f 0 | 0 ; 42
: ; S | { ‘
W, tarwe Pl 0 j 1/3 ; 1/3 T4
i ! ; I '
md. sept. 1 |5 0 % 0 F 2 L 36
. i i

Deze uit de voorgeande berekende matrix vormt nu weer het uitgangs-
punt voor de verdere berckeningen,
Achtereenvolgens worden opnieuw de voleende bewerkingen uitgevoerd:
1 De keuze van de spilkolom
2 De keuze van de spilrid
3  De omzetting van de matrix in een nieuwe matrix, waarbij achter-
cenvolgens nicuwe getallen worden berekend volgens de gegeven
methode voor:
a., de spil
B Ao overise getallen van do splirid
c. dec overire getallun van de spilkcleonm

1. de overblijvende elementen van de matrix.
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Voor ons voorbecld betekent dit dat kolom 1 spilkolom is en rij 3

de spilrij. De nieuwe matrix ziet cr als volgt uit:

P o o ﬂ j
i md. aug. 1 i md. aug. 2 z. tarve

| ; 1 I 2 3 4
iRendement 1 % I ) 6 ‘tE—W i 420
| ‘ | ; oy

| grond 2 b =173 » -1/3 (2/3) 2
: : : | e

%z. gerst 3 1/3 | 0 0 ! L
lw. tarwe b 0 | 1/3 1/3 T
!

} md. sept. 1 5 { 0 ; 0 2 b 36

Ook deze matrix is weer uitgangspunt voor verdere berekeningen tot-

dat op de eerste rij geen negatieve getallen mcar voorkomen enz. cnz.

X
3
5
.

; md. aug, 1 é mc. aug, 2 !
e s T
N , |
‘Rendement i , ‘ 3/2 ; 27/2 Pobk7
'z. tarwe 2 -1/2 % ~1/2 s 3
z. gerst 3 1/3 : 0 : 0 Co1y
w. tarwe 4 1/6 ? 1/2 ; -1/2 13
md.  sept. 1 5 ({\* 1 -3 " 30
e T —
| - md. sept. 1 | md.aug. 2 | grond f |
- . Em 1 2 ? 3 AT 4 1
ERendement 1 ? 1/2 i 2 ; 12 E 462
fz. tarwe 2 1/2 | 0 : 0 ! 18
!z, gerst 3 i -1/3 f -1/3 : 1 g Y
éw, tarwe Y ~-1/6 % 1/3 ; 0 ; 8
md. =zu~. T & 1 1 -3 130
e e e U . - e e A

In tabel 5 is d¢ zindoplossing weerrescven., Geen doer getallen die het ren-

dement acngevan Lo negatiel, Tit iz het kenmerk dat de eindoplossing is be-~

..
reikt,



Interpretatie van de eindoplossing

De belangrijkste gegevens verschaft kolom 4. Het getal op de eer-
ste rij geeft aan het totale rendement wat verkregen is, nl. cen “saldo"
van U462 x 100 = f 46.200,——.

De rijnummers 2, 3 en % worden ingenomen door in de eindoplossing
opgenomen activiteiten., In kolom 4 staat vermeld tot welke oppervliakte de
verschillende graansoorten zijn opgenomen.

Dus: z. tarwe 18,-- ha saldo 18 x 15 = 270

Z. gerst 4,~- ha " 4 x 12 = 48
w. tarwe 8,~—- ha " 8 x 18 = 144
samen 30,-- ha totale saldo 462

Door scmmering leveren de oppervlakten van de verschillende gewas-
sen de totale oppervlakte op waarvan is ultgegaan.

Dezelfde beschouwing kunnen we toepassen op de maaidorstijd in de
perioden aug., 2 en sept. 1. Deze restricties zijn ook volledig benut.

18 ha z. tarwe houdt in 18 = 2 = 36 maaidorsuren in sept. 1

18 ha z. tarve houdt in 18 x 1 = 18 maaidorsuren in aug. 2
8 ha w, tarwe houdt in 8 x 3= 24 " ) ) 2
Totaal 42 " " " 2

Tevens staat in kolom 4 t¢ lezen det nog 30 maaidorsuren over zijn
in aug. 1 (rij 5). De¢ verklaring is als volgt:

Er is 4 ha z. gorst opgenomen. BElke ha z. scrst vraagt 3 maaidors-
uren in aug. 1. De andere granen vreagen gecn maaidorsuren in aug. 1. Het
aantal meaidorsuren in aug. 1 wacrvan is ultpegaon bedraagt 42,

Hu is 42 - 4 x 3 = 30 = de nict benutte macidorstiid in aug. 1.

De beschouwingen rond de cindoplossing zijn hicrmce cechter nog niet
bedindigd,

Op de cerstc rij dic het rendement van de activiteiten aangaf in de
ocorspronkelijke probleemstelling stact nu in icdere kolom cen positief ge-
tal, Dit getal geeft aen do grenswaarde van &8n eenheld van de volledig be-
nutte restricties. Ock kan het zijn dat hiermee de grenswaarde van cen niet
opreronen notivitelt vordt nanrercven,

Het is zonder meer duldelijk dat uitbreiding van het a2antal maai-

dorsuren in aug., 1 yeen zin heeft. De hierveor beschikbare tijd is nog niet

&}

vollediy benut an uitbreiding van nog niet volledig benutte produktiefacto-

©
o
[an
[
b
6]
3
+

ren ceerft yeen hoger e kunnen <an zergen dnt de morginale waar-

ceter = 0,

~

de van dle produktie!
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Anders is het voor de wel volledig benutte produktiefactoren. Uit-
breiding van de capaciteit zcu hier bepealde gevolgen hebben voor de uit-
komst van de berekeningen. Bij deze produktiefactoren is dus wel sprake van
een marginale waarde. De hocgte hiervan is afhankelijk van de veranderingen
die zouden moeten worden doorgevoerd in het geval de omvang van de restric-
tie zou veranderen, Deze veranderingcn worden per kolom aangegeven en gel-
den uitsluitend t.a.v. de restrictic dic in die kolem wordt genoemd. De ver-—
anderingen kunnen in twee richtinpgen plaats vinden nl.

+ eecn verruiming van de restrictie of

a
b, ecn verscherping van de eisen die de restrictie stelt.

a. Nemen we als voorbeeld kolom 1 dan moct deze als volgt gelezen wor-
den:
rij 1 Uitbreiding van het aantal maaildorsuren in sept. 1 met y uur doet
het totalc rendement toencmen tot
462 +y . 1/2 = 462 + 1/2 v
rij 2  De oppervlektc zomertarwe wordt uitgebreid tot

1+y . 1/2= 18+ 1/2 y

rij 3 De oppervlekte zomergcerst wordt ingekrompen tot
b+y . -1/3= 4 - 1/3y
rij 4  De oppervlakte wintertarwe wordt ingekrompen tot
8+y .=1/6= 8-1/6y
rij 5 Het overschot aan maaidorsuren in augustus wordt uitgebreid tot

30 + %, 1 = 30 +y

b, Nu het geval waarbij de cisen van de restrictie worden verscherpt.
Stel, het aantal maaidorsuren in sept. 1 daalt met y uur.
Het totale rendement neemt af tot

462 — v . 1/2 = 462 - 1/2 ¥y

18-y .1/2= 18- 1/2y

rij 1

rij 2 De oppervlakte zcmertarwe ncemt af tot

rij 3 De oppcrvlakte zomergerst neemt toc tot
J pPp £

Y-y «=1/3= 4+ 1/3y

rij 4 De oppervlakte wintertarwe necemt toe tot
8-y .-1/6= 8+ 1/6y

rij 5 Het oversenot aan aaclocesuren in aug. boncemt af ot
3 -y .1 = 3¢ - vy

Het traject waarbinncen het aantal meaidcrsuren in scpt. 1 kan ver-
anderen, torwiil het correctiepatroon van kolom 1 geldig blijft, wordt aan-
regeven door de verzameling van waerden dic y kan aannemen, onder voorwaar-

de dat de wazrde van gecn der bevenstaande vergelijkingen kan dalen bencden
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Bij de toename onder a. wordt de hoogst mogelijke waarde van y be-
paald door de vorm 4 - 1/3 y in rij 3,
Deze vorm kan slechts dalen tot de waarde 0 dus:
4 -1/3y >0
12

Hv

y

Ha

Bij de afname van het zantal maeidorsuren onder b. wordt de hoogst
mogelijke waarde van y gevonden in de vorm 30 -~ y in rij 5:
30 -y >0
30

nv

y

A

Het aantal maaidorsuren in september 1 bedrceg in de uitgangssitua-
tie 36, Dit aantal is volledig benut.

Nu kan uit kolom 1 in de eindoplossing worden afgelezen dat het tra-
ject waarover de gegevens in kolom 1 geldig blijven lcoopt van (36 — 30) uur
tot (36 + 12) uur. Dus van 6 tot 48 maaidorsuren in september 1. Dit houdt
in dat zonder een nieuwe programmering uit te voercn het aantal maaidors-
uren in sept. 1 willekcurig tussen 6 en 48 uur kan worden vastgesteld en dat
dan op eenvoudige wijze de consequenties van deze beslissing kunnen worden
doorberekend in het eindresultaat. De overipe omstandigheden gelijkblijvend
verondersteld. Het is wel duldelijk dat voor de cehelc kolom dezelfde y

moet worden gehantecerd.

In de diverse kolommen bestaat ook cen verticaal verband tussen de
gegevens,

We lezen in kolom 1 dat bij uitbreiding van het aantal maaidorsuren,
de oppervlakte z. tarwe dient te worden uitsebreid en de oppervlakte z. gerst
en w. tarwe wordt ingckrompen., Over mecr of minder benutte grond wordt niet
gesproken. De uitbreiding en de inkrimping hebben nl. betrekking op dezelf-
de oppervlakte,

Dus: /2 - 1/3 - 1/6 = 3/6 - 2/6 - 1/6 = 0

Echter niet alleen voor de grond, maar ook voor de overige benutte
produkticfactoren kan deze beschouwing worden tocgepast. Het aantal maai-
dorsuren in aug. 2 dat vrijkomt is geliijk azon het aantal maaidorsuren dat
gevraagd wordt.

De correctics beStaan ult:

+ 1/2 2, tavwe - /3 z. gerst - /6 w, larve,
Ve vuller veor z, terie onz. bet amntal maaidorsuren in uit de be-
ginoplossing.
/2 .1 - 1/3 .0 = 1/6 . 3 = 1/2 - 1/2 =0

Mo
tr

Do maaildorsuren in aur, lijven dus velledig benut,
5 ] &



Vervolgens het ontstaan van de marginale waarde, bijv. van &2n maai-
dorsuur in sept. 1. Laten we veronderstellen dat dit aantal met &3n uur
wordt ultgebreid,

De gevolgen zijn den financicel:

1/2 ha z. tarwe mecr »  rendementsverbetering 7,5 geldeenheden

1/3 ha z. gerst ninder - recndementsdaling 4,0 geldeenheden
1/6 ha w, tarwe minder » rendementsdaling 3,0 geldeenheden
per saldo ecen rendementsverbetering van 0,5 geldcenheid.,
Dit laatste wordt asngegeven in rij 1, eerste getal in kolom 1,

Uit de eindoplossing kan ook worden berekend tusscn welke grenzen
de saldo's zich kunnen wijzigen zonder de uitkomst van de programmering aan
te tasten. Deze grenzen gelden allecn wanneer alle overige omstandigheden
geliijk blijven.

In dc gevonden cindoplossing zijn alle waarden in de rendementsfunc-
tic groter of gelijk nul. Dit is een eis voor de optimale oplossing. De sal-
do's kunnen nu verandercn, zonder dat niecuwe berckeningen nodig zijn totdat
88n van de functiewasrden in de rendementsrij  nul wordt. Nu kan per kolom

worden bepaald onder welke voorwaarden dit het geval is.

Kolom 1

Hierin staat:

1/2 (zt) - 1/3 (zg) - 1/6 (wt) = 1/2 geldeenheid.,

fle stellen het rochterlid nul, stellen &&n van de salde's onbekend en bere-
kenen met behulp van de bekende colfficiénten de maximum- of minimumgrens

van het als onbekend verconderstelde saldo.

1/2 (zt) - 1/2 (12) - 1/6 (18) = 0 » minimum saldo zt. = 14
1/2 (15) - 1/3 (zg) - 1/6 (18) = 0 - maximum saldo zz., = 13 1/2
1/2 (15) = 1/8 (12) - 1/6 (wt) = 0 - maximum saldo wt., = 21
Kolom 2
0 (zt) - 1/3 ({zg) + 1/3 (wt) = 2
stel rechterlid nul,

- 1/ Lz /3 {18 = 0 -~ mardmun salde zp o= &

- /3 (12y + /2 (wt) = 0 - minimum zaldo wt = 12
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Kolom 3
0 (zt) + 1 (zg) + 0 (wt) = 12
stel rechterlid nul,
1 (zg) = 0 » minimum saldo zg = O

Dc meest beperkende grenzen geven tenslotte de marge aan die het

saldo heeft. Deze kunnen in cen schema als volgt worden weergegeven,

i { minimum : maximum

. ... fewas | kelem  salde olom saldo
iWintertarwe . 2 12 ! 1 21
;Zomertarwe : 1 Th f - o

| Zomergerst | 3 0 g 1 18 1/2

2,5 Een duale oplossing

Teder l.p. vraagstuk kan omgezet worden in een zgn. duzal vraagstuk.
Dit betekent dat ieder maximumproblecem omgezet kan worden in een minimum-
probleem en ieder minimumprcbleem in een maximumprobleem,
Als voorbeeld ncemen we een bemestingsvraagstuk.
De uitgangspunten voor de opdracht luiden als volgt:
Benodigd: 105 kg M.
45 kg Pp0s
80 kg K90

Beschikbare kunstmeststoffen met gehalten N, PpOg en KpO,

Mengmest 15 - 15 -~ 15 & £ 30,-- per 100 kg

" 10 - 5 - 10 & f 20,-- per 100 kg
Kalksalpeter 15 - 0 - 0 & f 18,-~ per 100 kg
Kali 40 0~ 0 - 40 3 F 12,-- per 100 kg

Het oorspronkeliike prableem luidt nu:

Welke hoeveelheden van de 4 kunstmestsoorten moeten er worden gebruikt om

de kosten te minimaliseren ?

15 Xl + 10 X, + 15 X 2 105 ko N

15 Xy T 5 X, Z2 H5 Xz Pyl (A)
15 X + 10 %, + 40 X, 2 8L i R0

onder de voorwaarde Xqs Koy g 0¥, 2 0

en 30 x, + 20 %, + 18 x_ 4+ 12 x = B mininacl

1
i

N

oW



In de kostenfunctie komen nu voor x, t/m %

- 28 -

Dit oplossen betekent cerst gelijkheden maken door cr een aantal variabelen

vanaf te trekken:

[ g - =
15 X_‘ + 10 x2 + 15 X3 x5 105

- = B
15 xy ¥ 5 X, X 45 (B)
15 %, + 10 x2 + 40 Xq - x7 = 80

4]

o ] ..
30 x1 + 20 x2 + 18 x3 + 12 X, + 0 . x5 + 0 . Xe + 0 . Xy R minimaal

De variabele x_. hieruit opgelost ten behocve van cen beginoplossing levert

5

x. = - 105 (x1 = x, = x,=x = 0). Dit nu mag niet voorkomen; de beginop-

5 2 3 4

lossing moet starten met positicve waarden. Derhalve zit er niets anders op
dan het laatste stelscl gelijkheden op tc lossen, Dit proces wordt begon-

nen door X, = X, = X, = X, T X_ = X. = X, = 0 tc kiczen en de beginhoevecl-

1 2 3 4 5 6 7

heden 105, 45 en 80.

5 on bovendien nog

+ M.t + M.t =M, ta, waarbij ¥ cen groot positief getal is dat de

1 2

kosten zeer ongunstig beinvlcedt, zodat t1, t2 en t, niet opgenomen zullen

worden en dus dc gelijkheden (B) ontstaan.,

In schema luidt het problccm:

waarde - 30 20 18 12 0 0 0
! % méngmegf iﬁengmcst kalk ;o kali ovegaaat aan Vhi
l : \ ! p : .
! i 15-15-15  10-5-10 salpeter | 40 PN ! P50g i KQOf
i B ;‘""" SSTLmmTTL ot ”"’L e !‘ - f m———— ! ‘g’-“—“"-—'* ""‘{_" -y
f | 45 MI P25 M 15 Cono Moy : ; i
f : P : s ! |
{ Kosten 5 -3 = =20 [ - 18 o= 12 - H i -M ! -M,23
| i i i ; |
wowo 15 0 15 A g | 105
i | - : ! : f ! !
M; PQOS é <ié) : 5 ! g -1 : ; 45
M{ K,0 | 15 oo : ! ;-1 80

Nu het kiezen van de¢ hoogstc kosteni dezc zullen doe beginkosten van 230 M
zoveel mogelijk verlagen. De hoogste kosten zijn bij 45 M - 30

Dit levert het volgende schemas

i
. ! i
1

‘ i mengmest Ks f Kyg | overmcat aan )
oo e | S .
| e ol TN SN R U N L
Kosten - 34 10k . 15 H | Lo M -1 2% - L5
. : ! , !
+ 2 - 1C - 18, =12 L= 2 |40
| : | E E |
i o= 5 15 P 1 % 60
. rengnest } E 3 E i
' 15-15-15 /15 . /3 ; Lo=1/15) ¢ 3
» | N s |
K.,0 -1 5 Coomo) 1 i-1 35

2 ' .
N




EA | ; overmaat “K
! Py0g 10-5-10 |  Ks | K40 | N  PpOg ; Kp0
] . : { : ] : .
TTTT T T T rm e e “‘K““—‘_"‘ - ; AR : * B R }
Kosten; - 2 M |  5u | 157 -, -M| W 0 60 M
! | | it !
CF 1,7 0 -8,5 | -8, +0,3 - 1,7 1 - 0,3 1 + 100,5
v o } 5 | @§> ; SR T ' 60
i 1 i .. | ‘ i
15-15-15 . 1/15 | 1/3 : : -1/15 3
Km0 -1/u0 178 /40 /80 | -1/80 | 7/8
T I T T S
i : i 3 | | _....overmaat L
| | PO | 10-5-10 N K LN PO | Ko0
S S 1 - I
. Kosten: - M ol -u | -u 0 I~> o, o 0
! ! } ! . R ! 5
; 0,5 = 2,5 P+ 1,2 140,38 1 -1,2!/-0,5]-0,3+ 172,5
1 ; I . | ﬁ
i Ks P=1/15 | /3 | 1/15 ' =1/15] 1/15 4
15-15-151 /15 | 1/3 L =115 ) 3
: : ‘ ! ! :
LKHO L -1/m0 /s 1/u0 | /0 i -1/%0 /8

De kolommen in deze eindoplossing waarin geen M voorkomt zijn op het teken

na gelijk
bleem zal

Het duale

aan de rijen van de eindoplossing die in het volgende duale pro-

worden zevonden,

ety i phadytnfpumpis )

eventucel

sneller worden bereikt &f zoals hier het geval is kan het aantal

rijen of kolommen geringer zijn, hetgeen ruimte spzart in het geheugen van
de computcr en tevens minder berekeningen nodig maakt.
Bij de duale oplossing moet de opdracht zo worden opgevat dat de kosten van

resp. M, PpOg en K,0 zo laag megelijk zijn.

Stel de kosten van 1 kg I = Wy
LU e, -

i .1\L~ P205 1]2
"1k = 1

i ]\V, K2O \73

Uit de prijs van kalksalpeter iz memakkeliik af te leciden dat 1 kg N hoog-
stens 7 1,20 mag kosten. Evenzc uit kali 40 dat voor 1 kg K0 hoogstens
f 0,30 mag worden ultgegeven,

Uit de prijzen en de gehalten aan N, P,05 en K,0 kan nu het volgen-

de stelsel van ongelijkheden worden afgeleid.

19 w, + 15 w, + 15 w, € 30
i 2 3 =
10 ¥ + 5 o F Ta LR 20
15 w, <18
1 =
0 w, = 12
Verder feladt: Wis Vos g 2 0
en 105 w, + 45 w4 80 = R maximaal.

N

)
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Uit deze opstelling kan op de bekende wijze een matrix worden afge-

leid, deze matrix wordt met behulp van de simplex-methode bewerkt totdat de

optimale oplossing is bereikt.

Llj %_;_ PN " Py0g ; K0
S S B J R S R
Kosten Qf%lggj § ~45 i ~80 max .
lMengm° 15—15-15§ 15 15 ’ 15 30 |
' Mengm. 10- 5-10 1 10 | 5 | 10 20 :
Ks § (E?) f 0 { 0 18 '
' Kali 40 0 0 | 40 12
j%} | Ks ""“E;bg"“(“”‘ K0 |
Kosten 7 s | -80 126 ;
' Mengm. 15-15-15] -1 15 { 15 g 12 ]
Mengm. 10- 5-10 | ~2/3 5 | 10 | 8
N /15 o | 0 1,2
e e Lol @
(a1 | ks 1 PO, | Kali B0 | -
Kestem | 7 | l-usi] > | 150
Mengm. 15-15-15, -1 | Gsy,  -a/8 ‘ 7 1/2
Mengm. 10- 5-101 -2/3 | A R VIS -
N | 1/15 E o | 0 } 1,2
K,0 | § o i w103
[Ef C T * mengmest T
L | Ks [15-15-15 | Xali 40 |
Kosten ! 4 : 3 f 7/8 ﬁ 172,450
P,0, -1/1s % 1715 | -1/m0 0,5
Mengm, 10- 5-10 -1/3 -1/3 i =1/8 . 2,5
N VAN 0 | o 1,2
0 j 0 1750 0,3
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Interpretatie van de duale oplossing

Bij de interpretatie van de eindoplessing moeten we er rekening
mee houden dat het hier een duale oplossing betreft,

Op de eerste rij die de vereiste samenstelling aangaf staan nu de
hoeveelheden meststof die in de eindoplcssing zijn opgenomen., Dus het be-

mestingsplan bestaat uit:

400 kg kalksalpeter fo72,--
300 kg mengmest 15~15-15 f 90,--
873 kg kali 40 f 10,50

De totale kosten bedragen f 172,50

In de laatste kolom staan de informaties omtrent de grenswaarden
per eenheid van de gestelde cisen cn de niet opgenomen grondstoffen,

1 kg PoOg kost f 0,50

1 kg N kost £ 1,20

1 kg Ko0 kost £ 0,30

Mengmest 10-5-10 is, in vergelijking met de andere kunstmeststoffen
f 2,50 duurder dan op grond van het gehalte aan N, P05 en Kp0 zou mogen
worden verwacht.

Als mengmest 10-5-10 meer dan 7 2,50 per 100 kg goedkoper werdt kan
zij in het bemestingsplan worden opgencmen., Zij vervangt dan per 100 kg een
combinatie van:

N P,05 K,0

2

1/3 + 100 kg kalksalpeter 5 0 0
1/3 . 100 kg mengmest 15-15-15 5 5 5
1/8 . 100 kg kali 40 0 0 5
10 5 10

Er wordt dan weer precies voldaan aan de eisen van de semenstelling
omdat de bijgekomer hoeveclheden N, PpOg5 cn Ky0 gelijk zijn aan de vervan-
gen hoeveelheden. Deze vervanging kan worden herhaald totdat &@n van de op-
genomen kunstmeststoffen geheel is vervangen. Het maximum wordt dus aange-
geven door het kleinste qoutiént van de getallen cp de cerste rij gedeeld
door de getallen op de 3¢ ri} met hetzelfde kolomummer., (Hierbi§j moeten
de - tekens in rij 3 worden ompekecrd).

Ve kpijeen dan Je voleend: ultkomst:

i

kolc 1 - = 1%
xolom 1 ,]/3 12
kolom 2 g = 9
T 173 7
kolonm 3 /8 = 7

78
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Hieruit kunnen we afleiden dat de vervanging maximaal tot de vol-
gende omvang kan worden ultgevoerd:

700 kg mengmest 10-5-10 in de plaats van:

7 x 1/3 . 100 kg = 233 1/3 kg kalksalpeter

7 x 1/3 . 100 kg = 233 1/3 kg mengmest 15-15-15

7 % 1/8 . 100 kg 87 1/2 kg kali 40

il

i

il

Dit zouden dus de gevolgen zijn wanncer mengmest 10-5-10 met meer

dan F 2,50 /100 kg in prijs daalde.

De eindoplussing kan ock verandering ondergaan cdoor prijsstijging
van de opgenomen kunstmeststoffen. Als deze prijsstijgins een bepaald ni-
veau te boven gaat zal vervancing door ecen goedkopere combinatie plaats moe-—
ten vinden,

Deze grens kan uit de cindoplossing worden berekend. Resel 3 in de
eindoplossing moet dan als volst worden relezen:

De waarde van 100 ke mengmest 10-5-10, minus de waarde van 1/3 . 100
k7 Ks, minus de waarde van 1/3 , 100 ke menrmest 15-15-15, minus de waarde
van 1/8 . 100 k¢ kali 40 = # 2,50, Verandering treedt op als het rechterlid
wordt < o. In deze vergeliiking kan ieder der termen cm beurten als onbckend

worden verondersteld zodat de waarde wordt gevonden waarbij verandering op-

treedt.
Voor kalksalpeter is dit:
mengm. 10-5-10 1/3 mengm., 15-15-15 1/8 X 40
f 20,00 - £ 10,00 - 1/3 . 100 kg Ks = F# 1,50 < ¢ » 100 kg

Ks > # 25,50
Vecor mengmest 15-15-15 geldt:
f 20,00 - 1/3 + 100 kg mengm. - f 6,00 ~ £ 1,50 < o » 100 kg mengm. > F 37,50
Voor kali 40 geldt:
£ 20,00 - 10,00 - # 6,00 - 1/8 . 100 kg kali 40 < o = 100 kg kali 40
> f 32,00

Achteraf kan worden bepaald dat in het bemestinpgsplan meer of minder
N, PQO5 of K,0 moet vocrkomen dan aanvankeliik was bepaald. De gevolgen van
een dergelijke vercnderstelling kunnen eveneens uit de eindeplossing worden
relczen,

De bemestin-seisen wcerden bijv. achtecraf bepaald op:

90 kg zuiver X

5C kg zuiver P,o0g

7C kg zuiver Kp0
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Dit betckent t.o.v. de oude situatie:
90 - 105 = 15 kg N minder.
50 = 45 = 5 kg Py0Og meer.

70 - 80

1

10 kg K0 minder,

De hceveelheden meststoffen in de nicuwe situatie ziin dan:

(zie bovenstaande correctie en het betreffende element in de eindoplossing)
kalksalpecters

4+ (-15) . 1/15 + (5) ., (=1/15) + (-10) . 0 + (0) . (-1/3) = 2 2/3
mengmest- - 15-15-15;

3+ (5) . (1/15) = 3 1/3

kali 403

7/8 + (=10) . 1/40 + (5) . (=1/40) = 1/2

Ter controle het velgende:

2 2/3 , 100 kg Ks geeft: . 40 kg N, 0 kg P05, Q kg K,0.
3 1/3 . 100 kg mengmest 15-15-15 geeft: 50 kg N, 50 kg Py0g, 50 kg K,O0.
1/2 « 100 ke kall 40 geeft: 0 kg N, 0 kg Py0g, 20 kg K0,

Totaal 90 kg I, 50 ke PpOg, 70 kg KyO.

—
—

De nieuwe samenstelling kost f 154,-- nl,
172,5 + 1,2 . (-15) + 0,5 . (5) + 0,3 . (-10) + 2,5 ., (0) = 154,--

Ock deze afgeleide oplossing is optimaal, d.w.z. er is bij de gege-
ven keuze-mogelijkheid geen voordeliger oplossing. Dit blijkt uit het feit
dat geen enkele nieuwe co&€fficiént in rij R negatief wordt nl. 2 2/3, 3 1/3
en 1/2, Zou dit wel het geval zijn geweest, dan is deze oplossing niet meer

ontimaal.



3.1

"DE MOGELIJKHEDEN VAN

EEN COMPUTER-PROGRALHMAY

VOOR LINEAIRE PROGRAMMERING

Inleiding

Uit hetgeen u door de beil
duidelijk zijn dat juist de compu

drage heeft geseven in de ontwikk

de andere inleiders is verteld, zal het u
ter met zijn rekensnelheid een enorme bij-

e2ling van diverse planningstechnieken. Om

te kunnen "plannen" moet immers veel cerekend worden en lineaire programme-

ring is €&n van Je hierbii toegep
is L.P, cen schijnbaar ecindeloze
regels en dus daardoor uitermats
nische rekenmachine.

In Yhandwerk' uiterevoerd

15 regels en 20 kolommen al gauw

aste rekentechnieken. Rekentechnisch gezien
herhaling van een paar “eenvcudige" reken-

geschikt voor uitvoering op een elektro-

betekent een eenvoudig tableau van bijv.

cen dag of vier cijferen, cok al maken we

gebruik van cen tafelrekenmachine. Als we bedenken dat grote problemen een
pnar honderd regels en cen paar Julzend koleommen kunnen omvatten, dan zult

u inzien dat de optimalisering van cen derpelijk stelsel van vergelijkingen
in hendwerk volslagen oncdoenlijk is en meanden rekenwerk vergt !

(Bij olie-raffinaderijen - of in het algemcen bij chemische processen -

kemt men inderdaad problemen van deze omvang tegen. Er moet dan bijv, uit

een zeer pgroot asntal grondstoffen met verschillende prijzen, en/of mogelijk-
heden ven bereiding, de goedkoopste wijze een bepaald cindprodukt gepro-
duceerd werden, dat aan ncuwkeurie omschreven eigenschappen voldoet).

Een computer zal dikwijls binnen enige minuten of hoogstens na enige
uren ecn optimale oplossing bereiken. Een en ander hangt af van de grootte
van het probleem, de gebruikte computer cn het gebruikte computer-programma.
Door de rekensnelheid van de: computer krijst lineaire programmering dan ock
veel meer betekenis als hulpmiddel bij de bedrijfsvoering. Het kost nl.

weinig tijd om een aantal alternaticve bedrijfsplannen te berekenen, zodat

de bedrijfsleiding mogelijkheden tot kiezen heeft en niet allesn genoegen

hoeft te nemen met &8n "optimale™ oplossing.

Het computer-programms vecr L, P,

M

2t onderstarade vordt u dote naders vertcls over de be- en ver—

door een computer. Voor de cenvoud en de duideliikhedd
computer-prorramma u uitgelesd worden can de hand
van een van de voorbeclden die in het vorige cursusgedeclte behandeld zijn,

(ziec Dlz.21 @.vse)



Op sommige punten zult u dus derhalve herhalingen aantreffen, maar
dat is onvermijdelijk en hopclijk nict hinderlijk. In ccrste instantie
echter dient u te bedenken, dat er twec faccetten van de lineaire-programme-
ring bestaan, waarbij dc¢ computer u beslist niet behulpzaam is nl.:
1®  het samenstellen van het begintableau, of m.2.w. het in getallen formu-
leren van de activiteiten en de restricties.
2® het interpreteren van de door de computer geleverde resultaten - d.w.z.

het kennen van de juiste "gewichten" die de uiteindeclijke resultaten
bezitten.

Ten behoeve van deze inleiding wordt hier, ter illustratie, terug-
gegrepen op een bestaand computer-programma dat geschreven is voor de (hier
ook in Wageningen aanwezige) I.B.M. 1620, uitgebrcid met ecen schijvengeheu-~

gen,

De opbouw en de werking van het programma

Zcnder al te zecer in te paan op details, volgt hier allereerst een
globale beschrijving van het programma, dat geregistreerd staat onder
I.B.Ms no. 1620~-CO-04X,

Opbouw: Het totale rekenprogramma is opgebouwd uit een 30 stukken, de zgn.

subroutines, die clk een eigen "naam" hebben (en ook elk een bepaald ge-
deelte van het rekenprogramma uitvoeren) en die door middel van zgn. agen-—
da-kaarten als het ware opgeroepen kunnen worden uit het schijvengeheugen,
waar de stukken eerder opgeborgen ziin., Bijv, de agenda-kaart INPUT: deze

kaart brengt de invoersubroutine van het schijvengeheugen naar de "werkruim-

te" van de computer., De INPUTKAART zal dan ook gevolgd moeten worden door

invoergegevens (d.w.z. matrix-clementen die op ponskaarten gebracht zijn).

De cpgercepen subroutine zal dan deze gepevens gaan inlezen en opbergen op
een bepaalde scrie plaatsen in het peheugen van de computer., Na afloop van
dit deel kunt u zich voorstellen dat cr opniecuw cen agenda-kaart wordt ge-
lezen bijv., met de naam: L.F. 1620. Deze kaart zal de feitelijke lineaire

programmerings rekensubroutine oprocpen, waardoor de zojulst ingelezen ma-

trix wordt gecptimaliseerd - hetgeen tenclotte het doel is ! Evenzo zijn er

agenda-kaarten die de uitvoersubroutines oproenen en uitveoeren, waardoor de

gevonden cpleossing wordt geponst of getypt op de schrijfmachine van de

I.B.M. 1620 computer.



Dit is in zeer grove lijnen dec werkwijze van het programma, dat ove-
rigens nog veel andere ingebouwde mogelijkheden heeft met betrekking tot het
aanbrengen van wijzigingen in een bestaand probleem, dat reeds in een vroe-
ger stadium op het schijvengeheugen is ingelezen.

Bijvoorbeeld:

1) Een kolom kan vervangen worden dcor cen andere;

2) 1idem een rij;

3) bepaalde rijen en/of kolommen kunnen voor de berekening van een
alternatief plan worden uitgesloten (er wordt dus niet mee ge-
rekend)

4) willekeurige elementwaarden uit de matrix kunnen vervangen wor—
den door andere,

Hiermede eindigt de globale beschrijving van de opbouw van het pro-

gramma en wordt in het onderstaande een voorbeeld ultgewerkt, te beginnen

met het begintableau:

3.4 Het opzettcen van een voorbeeld:

i é i + Kolomnamen -+ RHS
[ o memdmemm e A S S (S
e\ Rijnamen _  ZOGE WITA "{“ngA PLAN 1 | -
object ) — i —T :
. > ' REND. : -12 P =18 © =15
functie ) . M .
ECC R R
g M. AUG, 1 ; R 0 i o g <
- - - . - ————— e - e e ————— r.-v'_"..
i?Per’ W.AUG. 21 0 4 3 1 < 42
ingen T S =T SR
4 M.,SEP, 1 i 0 : 0 2 <36 |
! | -
i |
bovengrens | Lo RN [P | R —
| PP PR
benedengrens ; ........................... 1‘ ................. i ................... ol
! | i | T

In dit begintableau herkent u het behandelde voorbeeld van pagina
« Ten behoeve van de verderc verwerking met de computer zijn de rijen en
de kolommen voorzien van enige zinvolle afkortingen, zodat we in de uitvoer
zonder moeite kunnen herkennen wat er staat.
Enige zeer belangwekkende facetten van dit rekenprogramma worden

aangegeven door de woorden bovenpgrens, benedengrens en beperkingen (zie be-

L2 T ey foa e - R R B T ia: NP AUURPURRS R S 2 - 7 v o
cintablcau) . neT L9 LLTV. T Aa i 1 U R LI e Lo LLomzererEty Lag OV
T

<

grens” cn "beredoncrens" o schrijven: 10 respocticvelijk 5 on het cindpro-

gramma zal te zien ~even dat ¢r minctens 5 ha serst in het plan verschijnen

L
en maximaal 10 ha §  Evenze kan bij de "beperkingen' bijv. aonpopeven wor-

den dat het asntal Vaaidopsurcrn in 2w, 1 {MAUC 1) moct li~r-en tussen 42 en
50, Ock dan zal het rekenprosramma hier op lotten on cen 2indoplossing met

minstens 42 maaidorsuren on hooestens 50 produceren.
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3.5 Opstellen der ponskaarten

Als de probleemformulering tot en met het opstellen van het begin-
tableau gereed is vclet de fose van het aenmaken der benodigde ponskaarten,
die in hoofdzask bestaan uit 3 socrten nl.:

3! .
17) Een paar programma-besturincskaarten;

27) een aantal van de gencemde apenda-kaartens

e . - .
37) de feitelijke datakaarten, wazrop dus de matrixelementwaarden
(al of niet voorzien van boven- of benedengrens of beperking)

genoteerd zijn,.

De datakaarten zijn in feite nog onder te verdelen in:

17) Rij-indicatorkaart, gevoled door kaarten met de namen der rijen;

2%) kolom-indicatorkoart, gevolgd decr kaarten met de namen der ko-

lommen;
fe)

37) metrix-indicatorkaart, gevolgd door kaarten met rij- en kolom~

namen alsmede de elementwaarden ;

4%)  RHS-indicatorkaert (ock wel FIRST.B-kaart genoemd), gevolgd

door kaarten met rij-namen en de omvang van de beperkingen,

Overigens is de kaartindcling gebonden aan nauwkeurig bepaalde "grenzen®,
zodat de computer een bepaald soort gegeven steeds in dezelfde kaartkolom-—

men vindt,

3.6 Indeling (""FORMAT") der ponskaarten:

T 7 13 19 31 43 55 > 80
' | : !

INDI~ | KOLOM-  'RIJ- }WAARDE BOVEN-  |BENEDEN- | COBMENTAAR

CATOR %NAAN ;NAAM ; V/4 GRENS GRENS

, 3 i !

| : | ! !

Hierboven is schematisch de lkaartindeling weerpegeven, die bestaat uit 3
kaartvelden van & kolommen Erecd, gevolpd deor 3 kaartvelden van 12 kolom-
men brecd. De overipce kaarticlommen mogen sebrulikt worden om (ter eilgen ver-
duldeiijking Lijv.) verkliarincen mob.te de wotallen te ploatsen in de pone-—

kaart,
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Keren we nu terug naar het begintableau van het voorbeecld, dan zal

in geponste verm (en vervolgens afpedrukt) ons probleem er als volgt uit-

zien:
| TESTVOORBEELD VOOR DE LINEAIRE PROGRAMMERING: | (zie bijlage 1)
géigg iipwszo % { { BESTURINGSKAARTEN
INPUT. [C02000.| PLANA | AGENDAKAART
ROW.ID | ; RIJ-IDENTIFICATOR
| | REND, .| GEVOLGD DOOR
§ +§GROND.§ RIJ-NAMEN
| +| MAUGT, 0 BETEKENT =
. +) MAUG2., - " 2
| +’MSEP1,' + i <
COL.ID | | KOLOM-IDENTIFICATOR
| | ZOGE, !
: ' WITA. .
| | Z0Ta. .|
MATRIX | ! i MATRIX-IDENTIFICATOR
|ZOGE.. | REND,.- 12, GEVOLGD DOOR ELEMENTEN
{ZOGE.. | GROND.| 1,
ZOGE. . kMAUG1,§ 3.
WITi.. | REND,.~ 18,
HITA.. | GROND. 1,
I WITA.. | MAUG2. 3.
| ZOTA.. : REND..- 15, |
ZOThA.. | GROND, 1, !
ZOTA.. | MAUG2,| 1,
| ZOTh. . | MSEPT. 2,
FIRST. |BPLANT 5 ’
GROND. 30,
MAUGTS B2,
MAUG2. b2,
! MSEP1)  36.
ENDATA |
ASSICN | 1
MAX.... PLAN1 | REND., AGENDA-KAARTEN
OUTPUT | ! TEN BEHOEVE ViN
CHECK. ‘ UITVOERING REKEN-
COSTR., ~ 7 PROGRAMMA LN
| DO.D/J | 3 { ULTVOER VAN DE
| ENDJOB | i | J RESULTATEN
L ! ! i e : .
1 7 13 19 31 43 55

Deze invoerkaarten ziin ni dus ecerced voor bewerking door de com-
puter. We plaatsen ze don ook in e ponskaartenlezer ven de computer, {(waar-

2ij ik u ¢r nosmeals ann hoevimner, det het volledipe verwarkingsprogramma

ceds in een cerder stadium "permenent™ i¢ cpechborren op het schijvengehous-

)

gen von de cemputer) dic vervoleens kaart voor kzart leest en naar gelang
de inhoud van de koart ootzid benoalds procramma-conderdelen naar e Mwerk-

ruirnte™ honlt, dan wel motrix-elermentwaarden tiddeliik ophergt.



308

_39..

Via de schrijfmachine op de computer-console, blijven we op de
hoogte van datgenc waar de computer mee bezig is, doordat regelmatig "bood-
schappen™ ultgetypt worden. (Ook eventuele fouten die door de computer ont-
dekt worden in het tec lezen kaartenbestand worden via de schrijfmachine
gemeld, Het inlezen stopt dan en dikwijls is het moscliik om onmiddellijk
de fout op te sporen, te verbeteren en het programma tc vervolgen).

Na het lezen van ce kaart "ENDATA" zijn de matrix-elementen alle-
maal opgenomen in het computergeheugen en kan de afwerking van de laatste
agenda-kaarten beginnen, waarvan de voornaamste is de kaart:

MAX 4o .. PLANTREND,

Deze kaart start het feitelijke optimaliseringsproces, waar alles om begon-

nen is en dearma resteren alleen ncg de agenda-kaarten: OUTPUT, CHECK,

COST.R en DO.D/J, die ieder een bepacld soort uitvoertabel verzorgen, waar-

van hierna voorbeelden volgen, Het allerlaatste volgt de kaart “ENDJOBM,
die voor zichzelf spreekt on alleen dient om de besturing weer naar het be-
min van het programma te diriscren, zodat een volgend probleem ingelezen

kan worden.

De uitvoertabellen van de¢ computer en hun betekenis

Onderstaand volgen voorbeclden van uitvoertabellen, die allen ge-
baseerd zijn op hetzelfde rekenvoorbeeld (zie hoofdstuk 2, pag.22 )

Dit vergemakkelijkt de leesbaarheid en de vergelijkbaarheid,

a) Eerstc indicatic via schrijfmachine: (zic bijlage 2)

ITER  VAREL, EIXIT VARRL, ENTR CNT OBJ . FUNCTION
FEASIBLE zie OOk;
ggz1  MAUG2. UITA. 293 251,999-(tableau 2)
ggg2  MAUCT. Z0GE . gag2 419,999~( " 3)
ggg3  CROND. ZOTA. . ol uL7 ggg-( " 4)
@@L MSEP1. MAUGT, o 461,999-( " 5)
OPTIMUM

Als eerste geseven verschijnt via de schrijfmochine een regel met
ecn "tabalkon', Do comnuter test nu cerst of de set vergelijkingen inder-—
daad oplosbaar is en geeft dan, als dat zo is, het woord ""feasible®™ op de
schrijfmachine en pas daorna bezint het "socken™ naar de optimale oplos-—

sing,
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Per iteratie wordt de stand bijgehouden en in de bovenstaande vijf kolommen
verschijnt respectievelijk: een getal dat het nummer van de iteratie weer-
geeft, een codewoord voor de beperking die uit de basis verdwijnt (v.g.l.
spilpij) en een codewoord voor de activiteit die opgenomen wordt (v.g.l.
spilkolom). Dezarna volgen nog twee getallen, waarvan het eerste getal aan-
geeft hoeveel niet-positieve getallen er bij het begin van de iteratie in

de rendementsrij voorkomen en het laatste getal is de functie-&aarde aan het
eind van de eerste iteratic., Na 4 itcraties blijkt het optimum (F 461,.999)
te zijn bercikt (v.g.l, de getallen in het voorbeeld van de vorige inlei-
der !!) en door de computer wordt dit kenbaar gemaakt door het uittypen

v/h woord: optimum. Hierna verschijnen (afhankelijk van dec gebruikte agenda-

kaarten) de feitelijke uitvoertabellen:

b) De cutput-tabel: (zie bijlage 3)
QUTPUT
BASIS. MANTISSA @7 TOLERANCES @5 @3 @3 @3 gu
VARBLS TYPE NAME ACTIVITY LEVEL
FZOGE. . b, 0089
FWITA. . 8.00¢
FZOTA. . 18.00¢
SLACKS TYPE NAME ACTIVITY LEVEL  SIMPLEX MULT.
FREND. . us2.p@p~
+VIGROND . 12.000
+FMAUGT, 30.0¢8
+ITMAUGS . 2.090
+1IMSEP1, 507

Deze tabel (die dcor de computer getypt en/of geponst kan worden)
levert de gezochtc eindoplossing in twee delen: onder het kopje basisvari-
abclen volgen de namen van de opgenomen activiteiten 4 eenheden zomergerst,
8 eenheden wintertarwe cn 18 eenhoden zomertarwe. Onder het kopje "slacks™
staat op de eerste regel de optimale "winst" en vervolgens de volledige
lijst van oorspronkelijke beperkingen (zic begintableau) met hetzij onder
de kop "activity level™ een getal dat aangecft de hoogte van de nict benutte
hoeveelheid van d¢ betreffende beperking, hetzij onder de kop "simplex mul-
tiplier' cen getal dat de waarde aangeeft van de winstfunctiestijging in-
dien de Letroffend:s boperkin- met cen cenheid nitscbreis zou worden (verge-
1ijk hoofdstuk 2.4: Internretatie van de cindoplessing).

Ten overvlcedc dus:

etaiien van de cutputtabel onder de kop simplex mults 12, 2 en

€13

[58]

0,5 vindon we dus torupg in <le rendementsrij van do eindoplossing van het

cerder gopoeven veovrbeceld. Ock de betekenis ervan is hetzelfde,



c¢) De check-tabel: (zie bijlage 4)

CHECK. ROW NAME UPPER LIMIT  SOL.VALUE LOWER LIMIT ROW ERROR

REND., u62.008- 200 Lol Ll

GROND, 3¢ .80¢ 39 .09¢ ool ioloin b i)

MAUGT, 42.00¢ 12.000 JE0820800

MAUG2, 42.009 42,098 N LRl

MSEP1, 36.00¢ 36.09¢ 1ok g
% MAX ERROR = GO3PuBeY

Deze tabel is alleen vcor nadere contreole op de elders verstrekte

gegevens cn als voornaamste aandulding wordt de "row crror® pgegeven. De
maximale fout mag niet boven bepaalde grenzen uitkomen (hierop wordt door
het computer-programma getest, dus overschrijdinsg van de foutgrens zal niet
voorkomen). Als we kijken naar de regel maug 1, dan is de bovengrens ig;
(= het oorspronkelijke aantal beschikbarc urcen volgens begintableau) de op—
lossingswaarde = 12, Van clkaar afgetrokken is éit 42 - 12 = 30, De waarde
30 is dus dec niet benutte hoeveelheid uren, dic ook voorkomt bij de slacks
;gn de outputtabel (zie aldaar), cvencens op de regel maug 1.

Het zal lang niet altijd noodzakelijk zijn om de check-tabel te be-
zitten en dit kan eenvoudig bercikt worden door de betreffende agenda-kaart

niet te gebruiken,

d) De DO.D/J -tabel: (zie bijlage 5)

D0.D/J

NOISE DIGIT ¢

MANTISSA LENGTH ¢7

SUBR SET @2
VBLS TYPE NAME CURRENT COST REDUCED COST BASIS VALUE
ROWS TYPFE NAME INCR B VALUE DECR B VALUE

+GROND. 12.008 snee
+MAUGT, N caon
+MAUG2. 2.00¢ P
+MSEP1. 508 cecs

Deze tabel bestaat in feite ook ult twee delen (ziec ook de output-

tabel). Onder het kopje"VBLS" "TYPE" WNAME' cnz. staan normaliter de namen

van niet in de cindopicssing opgouomen activiteliten (in ons voerbecld zijn
de activiteiten zomergerst, zomertarw: on wintortarwe echter allemaal in de
eindoplossing opgenomen, dus komt in de tabel DO.D/J cop deze plaats niets

voor) .
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Indien er wel cen activiteit gestaan zou hebben, dan verschijnt er onder

het woord CURRENT COST een waarde, die gelijk is aan de waarde van die acti-

viteit in het begintableau (rendementsrij). REDUCED COST geeft een getal dat

weergeeft hoeveel de activiteit in waarde moet'stijgen" (dalen) om wel in de
eindoplossing te¢ worden opgenomen. Tot welke waarde de "stijging"” (daling)
dan moet plaatsvinden wordt weergcgeven onder BASIS VALUE, m.a.w.:
current cost - reduced cost = basis value.

Het tweede tabclgedeclte vinden we onder het kopje: "ROWS" "TYPE"
"NAME" enz. Onder het woord NAME verschijnt de volledige lijst met RIJNAMEN
(zoals die voorkomen in het begintableau). Daarachter verschijnen twee ko-
lommen met gegevens respercticvelijk aangevende de grootte v/d stijging of
daling van de functiewaarde bij uitbreiding van de genoemde beperking met
1 eenheid., In ons voorbeeld stean onder "INCR B-VALUE" de getallen 12.0,

2.0 en 0.5 en we herkennen hierin dezelifde gegevens als onder het hoofd

"simplex multiplier™ van de cutputtabel (zie aldaar). De feitelijke beteke-
nis is dan ook dezelfde. De regel M aus 1 vertoont geen waardedaling of -stij-
ging: dat klopt immers want er waren maaidorsuren over en de grond volledig
benut: dus stijging cf daling met cen maaidorsuur in aug 1 heeft geen enkel

effect,

e) De cost-range tabel (zie bijlage 6)

COST.R
NOISE DIGIT ¢
MANTISSA LENGTH ¢#7

SUBR SET ¢2

COST.R NAME  CURRENT COST  HIGHEST COST HI-VAR LO-VAR  LOWEST COST
ZOGE, » 12,003 JA37%  GROND,  MSEPI1, 13.50%
WITA,, 18 3¢ 12,884  MAUGR MSEP1. 21.9%9
ZOTA, 15284 4. 948 INFINITY

ENDJOB

END OF JOB

Als laatste tabel de COST.R-TABEL, die achter de namen van de acti-
viteiten (in ons voorbeeld, zomergerst, wintergerst en zomertarwe) aller-

cerst in de kclom current cost een opsomming ceeft van de waarde zoals we

dic 7inden in do vordomentorit von het bogint-hleru (zie aldaar). De kolom-

men highest ceost en lowest cost geven, na optimaliscring, aan wat de hoogste

respectievellji leagctu waesrde is dic de activitcit mag asnnemen om toch rnog

tot het nuldipe niveauw in de cindoplussing opsencuen te blijven,
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Dit gegeven verteld ons dus in de cerstc nlaats hoc geveelig de gevonden
cplossing is voor veranderingen, (Stel nl. dat de opbrengst van 1 ha bieten
1800 gulden zou zijn en cen programmering geeft aan: 20 ha bieten telen.
Een tweede plan stelt 1805 rulden opbrengst per ha en we vinden dan: 40 ha
bieten telen. Een dersclijke labicle situatic zou de waarde van een oplos-
sing sterk nadelig beInvlceden !) De kolommen HI-VAR on LO-VAR ceven ten-
slotte nog aan welke variabele of activiteit (althans gedeeltelijk) in de
plaats zal treden van de activiteit die de gencemde beven- of benedengrens
overschrijdt,

Tot slot zij opgemerkt, dat de bovengencemde tabellen dus voor zo-
ver nodis opgeleverd kunnen worden. Is de betreffende apgenda-kaart niet
aanwezig, dan wordt ook de tabel niet gegeven. Men is dus vrij in de keuze

van wat nedig reacht wordt,

Bijlagen 1 %/m 6

Totaal overzicht van rebruikte invoerkaarten en docr computer op-

zaleverde tabellen.



INPUT<C02000 4PLANA

ROWeID
RENDe o
+GROND .
+MAUG1.,
+MAUG2,
+MSEP1.

COL.1ID
20GE..
WITAe.
ZO0TAee

MATRIX
20GE ¢ sRENDe o
Z0OGE « « GROND,
Z0OGE « ¢« MAUG1,
WITAeeRENDs
WITAe«GROND
WITA. e MAUG2,.
20TAeeREND. .
20TA.+GROND,
Z0TA+«MAUG2,
20TA«MSEP1,

FIRST+RPLAN1

GROND,
MAUG1l.
MAUG2,
MSEP1,.

ENDATA

12.
1.
3e

18,
1,
3.

15.
1.

2

30.
424
424
36.

INVOERGEGEVENS

(BIJLAGE 1)

TESTVOORBEELD LP 1620



UITVOERGEGEVENS

$$+J0B

$tXEQ LP162y
EXECUTINON

W3

NOISE DIGIT o ‘
MANT ISSA LENGTH 46
SUBR SET w2

UPPER LIMIT DIM =
LP162,-1621

INPUT .C 24 - PLANA
I NPUT .

ROW. (D

COL.1ID

MATR | X

FIRSTS

ASS IGN 1
MAX ..« PLANTREND ..
LP1621 TO INVERT

v7799

NOISE DIGIT w

MANT ISSA LENGTH w7
SUBR SET w2

LP1621 TO DUAL
NOISE DIGIT

MANT ISSA LENGTH w7
SUBR SET w2

ITER VARBL. EXIT VARBL. ENTR CNT 0BJ.
FEASIBLE

Jowul  MAUG2. WITA. . JUu3

WJap2 MAUGT. Z0GE.. Wiy 2

Jww3 GROND. ZOTA.. Wiy 1

wwwl MSEP1. MAUGT . Yl

TESTVOORBEELD LP 162y

FUNCT ION

251.999
419.999
Li47 hww
461.999

(BIJLAGE 2)



OPT IMUM

OUTPUT

NOISE DIGIT v

MANT ISSA LENGTH ¥7

TOLERANCES w5 w3 w3 w3 wh

1200wy

20y

SUBR SET w2
OUTPUT
BASIS. MANT ISSA w7
VARBLS TYPE NAME ACTIVITY LEVEL
FZOGEo- h.uuu
FWITA.. S.uwy
FZOTA.. 16.0pp
SLACKS TYPE NAME ACTIVITY LEVEL SIMPLEX MULT.
FREND.. Lé62.upw
+WGROND .
+FMAUGT . 3u.Yuy
+WMAUG2.
+WMSEPT.

CHECK.

NOISE DIGIT w

MANT ISSA LENGTH w7
SUBR SET w2

CHECK. ROW NAME
REND..
GROND .
MAUGT .
MAUG 2.
MSEPT.
* MAX ERROR =
bo.D/J

NOISE DIGIT p
MANT ISSA LENGTH w7

SUBR SET 2
VBLS TYPE NAME
ROWS TYPE NAME
+GROND .
+MAUGT .
+MAUG2.
+MSEP1.
COST .R

NOISE DIGIT v
MANT ISSA LENGTH w7

UPPER LIMIT

3w eduy
L2.uww
42w
30.www
cWuw by

CURRENT COST
12.Www

Z-QQH
DWW

«5WY

SOL. VALU
AbZOﬂWU
Wy
12.0ww
L2.uuy
36.Wuy

REDUCED COS

SUBR SET w2

COST.R NAME CURRENT COST HIGHEST COST
ZOGEOO IZ'HUU 371717,
WITA.. 16wy 1200wy
ZOTA.. 15wy 1h.ywy

ENDJOUS

END OF JOB

E LOWER LIiMIT

eyl

T BASIS VALUE
INCR & VALUE .DECR B VALUE

HIl=VAR
GROHD .
MAUGZ.
MSEPT.

LO-VAR
MSEPT.
MSEPT.

(BIJLAGE 3)

(BIJLAGE 4)

ROW EZRKOR
ovivy Wy
s Wi Wy
s W 2UYY
e lwpy=—-
L

(BIJLAGE 5)

(BIJLAGE 6)

LOVEST COST
13¢50y

21 ey
INFINITY



