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0 VOORWOORD

Dit dictaat bevat de leerstof voor het vak Grondwaterstroming en -kwaliteit (K150-311).

Het is in de eerste plaats bedoeld voor studenten van de Wageningse studierichtingen Milieuhy-
giéne en Bodem, W ater en Atmosfeer. Het dictaat is geschreven voor zelfstudie en kan daarom ook
worden gebruikt door studenten (en afgestudeerden) van andere studierichtingen, zowel van de
Wageningse universiteit als van andere universiteiten en hogescholen.

De eerste twee uitgaven van dit dictaat werden verzorgd door prof. W.H. van der Molen (thans
emeritus) hoogleraar in de Agrohydrologie. Aan de tweede uitgave heeft ook dr.ir. H.C. van
Ommen meegewerkt. Het dictaat behandelt een inleiding in de grondwaterstroming en het transport
van opgeloste stoffen in grondwater. In de loop der jaren heeft de inhoud veel veranderingen
ondergaan. Bij de derde uitgave werden de hoofdstukken over de kwaliteit van het grondwater in
Nederland en over numerieke modellering toegevoegd. In de latere uitgaven is de hoofdstuk-
indeling gewijzigd en zijn nieuwe paragrafen toegevoegd, met als doel de fundamentele onder-
bouwing te versterken. Het aantal opgaven, bedoeld om kennis en begrip van de bestudeerde stof
te toetsen, is in de loop der tijd sterk uitgebreid.

In hoofdstuk 1 worden de grondslagen van grondwaterstroming besproken. Hier worden de
begrippen potentiaal, stijghoogte, gradiént, continuum benadering en representatief elementair
volume geintroduceerd. Ook de empirische bewegingswet van grondwater (Darcy) en de doorla-
tendheid worden besproken. In hoofdstuk 2 wordt de algemene differentiaalvergelijking afgeleid
door uit te gaan van het continuiteitsbeginsel. Na bespreking van het bergend vermogen worden
met behulp van de Dupuit-aanname enkele eenvoudige stromingsvraagstukken berekend. In
hoofdstuk 3 wordt de convectievergelijking en de berekening van reistijden in eenvoudige
systemen behandeld. De eerste drie hoofdstukken zijn vooral van belang voor studenten van de
studierichting Milieuhygi&ne, die in hun verplichte programma een college over fysische transport-
verschijnselen moeten ontberen. In het volgende hoofdstuk worden mengingsmechanismen, die de
beweging van opgeloste stoffen beinvioeden, besproken en wordt de transportvergelijking toegepast
op een aantal simpele, meest eendimensionale stromingen. In hoofdstuk 5 wordt een inleiding tot
de numerieke oplossing van stromings-en transportproblemen behandeld, die zich beperkt tot de
eindige differentie-methode. Na een korte beschouwing over zoet-zout stroming in hoofdstuk 6,
wordt in hoofdstuk 7 tenslotte een overzichtgegeven van de verontreinigingstoestand van het
grondwater in Nederland. Dit hoofdstuk is deels gebaseerd op een in 1989 door het Rijks Instituut
voor Volksgezondheid en Milieuhygiéne uitgebracht rapport, getiteld: "De kwaliteit van het
grondwater in Nederland".

In deze zesde, herziene uitgave worden de spellingregels van de Nederlandse taal (1995)
gebruikt. Een uitzondering vormt het gebruik van een punt voor de decimalen.

Om het examen met succes te kunnen afleggen, is het gewenst vraagstukken te oefenen. Extra
vragen over hoofdstuk 1 en 2 zijn te vinden in de bundel met uvitgewerkte 'sommen’, die behoort
bij het college Inleiding Hydrologie (Centraal Magazijn nr 06140108).

Voor een meer diepgaande behandeling van grondwaterstroming wordt verwezen naar het
collegedictaat Vioeistofmechanica en Grondwaterstroming (K150-306). Numerieke methoden en
grondwatermodellen (computermodellen) worden in de examenvakken K150-230 en K150-232
behandeld. Studenten die geinteresseerd zijn in het programmeren van numerieke oplossingen,
worden verwezen naar het dictaat Numerieke oplossingen van grondwaterstromingen (Centraal
Magazijn nr 06140810)

Met nadruk wordt er op gewezen, dat grondwaterstroming in dit dictaat wordt beschouwd als
een deterministisch proces, dat gebaseerd is op natuurkundige beginselen. Het stochastische
karakter van transportprocessen in de bodem, voornamelijk veroorzaakt door de ruimtelijke variatie
van hydraulische eigenschappen, komt hier slechts zijdelings aan de orde.

In de tweede druk van deze uitgave zijn kleine wijzigingen aangebracht in de tekst en in enkele
figuren.

Wageningen, september 2000 R.W.R.Koopmans






1 GRONDWATER

Grondwater is de belangrijkste zoetwatervoorraad op aarde. Niet verwonderlijk daarom dat de mens probeert
die voofraad te beheersen. Daarvoor is echter nodig dat men begrijpt hoe de processen verlopen die de
kwantiteit, de kwaliteit en de veranderingen daarvan bepalen. Voor het beschrijven van dergelijke
dynamische processen is wiskunde onontbeerlijk. In paragraaf 1.3 wordt daarom eerst een aantal begrippen
besproken uit de vectoralgebra, een wiskundige techniek die veel toepassing vindt bij de beschrijving van
transportprocessen. In de volgende twee paragrafen wordt uitvoerig aandacht besteed aan de factoren die de
energietoestand van het water bepalen. Dit is noodzakelijk om de bewegingsvergelijking, die in paragraaf 1.6
wordt besproken, te kunnen doorgronden. In de laatste paragraaf komen methoden ter sprake waarmee de
doorlatendheid van gronden kan worden bepaald.

1.1 Water in de bodem
1.1.1 Inleiding

In de hydrologie is er sprake van de kringloop van het water". Het is gebleken dat het water op
aarde door middel van verdamping, neerslag en stroming in een voortdurende circulatie verkeert,
waarbij het water via de atmosfeer en door stroming over en in de aardkorst wordt verplaatst. De
energie die daarvoor nodig is wordt geleverd door de zon.

‘97% van al het zoete water op aarde bevindt zich in de grond. Grond kan worden beschouwd als
een poreus materiaal. Kenmerkend voor een poreus materiaal is, dat in een willekeurig
controlevolume een vaste fase aanwezig is, de zogenaamde matrix, die slechts een deel van het
volume in beslag neemt. Kiest men het controlevolume niet te klein, dan is de ruimtelijke
verdeling van de vaste fase min of meer gelijkmatig. Het overige deel wordt de poriénruimte
genoemd. Deze wordt 6f door vloeistof (water, aardolie) 6f door vloeistof en gas (lucht, aardgas) in
beslag genomen. In het eerste geval spreken we van de verzadigde toestand in het tweede geval
van de onverzadigde toestand. De verhouding van het poriénvolume V7, tot het totale
controlevolume ¥ noemt men de porositeit of poriénfractie n®.

In de hydrologische kringloop blijkt de stroming van water door de grond een belangrijke plaats in
te nemen. Om de stroming door een poreus materiaal mogelijk te maken, is het nodig dat de porién
met elkaar in verbinding staan. De vloeistof fase wordt dus als een samenhangend geheel
beschouwd dat grensvlakken heeft met de gas fase en de vaste fase. Het transport van water en

opgeloste stoffen in de bodem vindt plaats door de gehele poriénruimte en wordt beinvloed, zowel

D)
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Zie collegedictaat Inleiding Hydrologie, Universiteit Wageningen.
Zie collegedictaat Inleiding Bodemkunde, Universiteit Wageningen.
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door de eigenschappen van de vloeistof als door de eigenschappen van de bodemmatrix.

Als er een open boorgat wordt gemaakt of een put wordt gegraven, zal daarin bij het bereiken van
een bepaalde diepte spontaan grondwater stromen. Het niveau van de waterspiegel is de
grondwaterstand, ook wel het freatisch niveau genoemd. Onder elk terreinpunt komt een grond-
waterstand voor. Al deze standen tezamen vormen de grondwaterspiegel, ook wel het freatisch
opperviak genoemd.

We kunnen onderscheid maken tussen het water in de onverzadigde zone en in de verzadigde zone.
De grens tussen beide zones wordt gevormd door het freatisch oppervlak. Het water in de
verzadigde zone wordt gronmdwater genoemd. In de onverzadigde zone spreken we van
bodemvocht. Beneden de waterspiegel zijn alle porién gevuld met water. De druk van het water p,
(ten opzichte van de atmosferische druk) is er positief. In de onverzadigde zone is slechts een deel
van de porién gevuld met water (het andere deel is gevuld met lucht) en overheersen in het
algemeen de matrixkrachten. Dat zijn de krachten die op de waterdeeltjes worden uitgeoefend door
de vaste fase". Deze krachten binden het water aan de vaste fase. Om het daarvan los te maken
moet een externe kracht worden uitgeoefend. De binding van water aan de bodemdeeltjes kan

worden gemeten als een (negatieve) druk.

Grondwater dat aan de bovenzijde begrensd wordt door een freatisch oppervlak, wordt freatisch
water genoemd. Als aan de onder- én bovengrens van een watervoerende laag ondoorlatende lagen
voorkomen, spreken we van afgesloten grondwater. Bevinden zich aan de onder- en bovenzijde van
een watervoerende laag slecht doorlatende lagen, of één ondoorlatende en één slecht doorlatende
laag, dan spreken we van gedeeltelijk afgesloten grondwater.

We kunhen de druk in een punt van het grondwater meten met een zogenaamde stijgbuis of
pi€zometer. Dat is een buis (meestal van plastic en met een doorsnede van circa 5 cm), die alleen
aan de uiteinden open is. De onderkant van de buis, meestal voorzien van een filter, bevindt zich
op de plaats waar we de druk willen meten. De bovenkant steekt boven het maaiveld uit en
verschaft toegang voor de meting. Door de positieve druk vult de buis zich met water. De lengte
van de waterkolom in de buis wordt de drukhoogte genoemd en is een directe maat voor de
waterdruk. Plaatsen we een stijgbuis in (gedeeltelijk) afgesloten grondwater (zie ﬁgixur 1.1-1) dan
zal het water in de buis hoger stijgen dan de bovenzijde van de watervoerende laag. We noemen
zulk grondwater daarom ook wel spanningswater. Het niveau in een diepe stijgbuis zal meestal

afwijken van de hoogte van de grondwaterspiegel in het bovenliggende freatisch water. In een buis

D Zie collegedictaat Inleiding Bodemkunde, Universiteit Wageningen
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die in (gedeeltelijk) afgesloten grondwater is geplaatst, kan het water zelfs boven het maaiveld
komen. We spreken dan van artesisch grondwater, zo genoemd naar de regio Artois in Noordwest-
Frankrijk waar dit verschijnsel voor het eerst werd beschreven. Een stijgbuis met een filter in
dergelijk water levert dus spontaan water tot boven het maaiveld. In de Gelderse Vallei worden

dergelijke putten gebruikt voor het drenken van vee.

GESCHEMATISEERD DWARSPROFIEL GELDERSE VALLEI W.ZW. - O.N.O.
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Figuur 1.1-1  Stijghoogten in verschillende typen grondwater.

In de Haarlemmermeerpolder bijvoorbeeld komt op ongeveer 1 m beneden het maaiveld freatisch
grondwater voor. Dit freatisch water is van groot Belang voor de landbouw. Het wordt op peil
gehouden door een uitgebreid systeem van landbouwdrainages, sloten en poldervaarten, waarin
door bemaling een vast polderpeil wordt gehandhaafd. Het freatisch water bevindt iich in het
doorlatende bovenste gedeelte van een dikke holocene kleilaag. Het diepere gedeelte van de
holocene klei is een moeilijk doorlatende, semi-permeabele laag. Daaronder komt een zeer dik en
goed doorlatend pakket pleistocene zanden voor. Het grondwater in dit pakket is gedeeltelijk
afgesloten grondwater. De stijghoogte ervan ligt boven het polderpeil. Via de semi-permeabele
lagen treedt daarom in deze polder een opwaartse waterstroming (kwel) op.

De voorraad zoet grondwater is heel groot, in Nederland is de exacte hoeveelheid niet bekend,
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waarschijnlijk meer dan 750 x 10° m®. Dat is ruim tienmaal de jaarlijkse Rijn-afvoer of 75 maal de
jaarlijkse nuttige neerslag. De gemiddelde verblijftijd is dus 75 jaar. Een groot deel verblijft veel
korter in de bodem. Diep grondwater heeft vaak zeer lange verblijftijden. Zo wint het pompstation
Pey (Limburg) op 120 m diepte water van 5000 jaar oud. Ouderdomsbepaling kan onder andere
geschieden met '“C (natuurlijke radio-actieve koolstofisotoop). Een verhoogd tritiumgehalte (H,
halfwaardetijd is 12,5 jaar), ontstaan door atoombom-proeven in 1963-'64, is in het verleden
gebruikt als aanwijzing voor betrekkelijk jong grondwater.

Elders in de wereld komen zeer grote ¥oorraden zoet water voor. Deze zijn gevormd in vroegere,
regenrijkere tijden. Als dit water wordt opgepompt voor drinkwater en bevloeiing, kan worden
gesproken van 'mijnbouw', omdat de aanvulling nu zeer gering is. Naar schatting bedraagt de
voorraad bruikbaar water onder de Sahara 600 x 10'> m>. Bij het huidige verbruik is dit voldoende
voor 40.000 jaar. Overigens is niet al dit water winbaar.

In Nederland bestaat een uitgebreid net van grondwaterstandbuizen. Dat zijn geperforeerde buizen
(meestal 2 3 4 m lang) die reiken tot beneden de laagste te verwachten grondwaterstand. De
waterstand in de buizen wordt gewoonlijk tweemaal per maand (op de 14e en de 28e) gemeten; de
meeste gegevens zijn opgeslagen in het archief van het Nederlands Instituut voor Toegepaste
Geowetenschappen TNO te Delft. |

Om snel een indruk te krijgen van de grondwaterstand in een gebied, zijn open boorgaten
bruikbaar. Zij blijven in klei en veen goed in stand, maar lopen in zand dicht, ongeveer tot aan het
freatisch niveau. Boorgaten en geperforeerde buizen zijn niet bruikbaar in slecht doorlatende
gronden vanwege de lange insteltijd en de mogelijkheid van relatief grote stijghoogteverschillen
over kleine afstand. Daardoor zijn zij weinig geschikt op plaatsen met een gestoorde
waterhuishouding zoals plekken met zichtbare wateroverlast, die dikwijls veroorzaakt wordt door

'dichte' bodemlagen, zoals leemlagen en inspoelingslagen.
1.1.2 De betekenis van grondwater voor de mens

Zoet grondwater wordt in Nederland gebruikt in het huishouden, de industrie en de landbouw. De
totale hoeveelheid grondwater die in Nederland op duurzame wijze kan worden gewonnen, wordt
geschat op ruim 1900 miljoen m® per jaar. Grondwater vormt in Nederland de voornaamste bron
voor de drinkwatervoorziening. De voorkeur voor grondwater vindt zijn oorzaak in de goede
kwaliteit. Pathogene bacteri¢n en virussen komen in grondwater van nature niet voor. Ook in
fysisch en chemisch opzicht is de samenstelling van grondwater meestal van dien aard dat
zuivering nauwelijks nodig is. Sinds kort echter wordt de kwaliteit van het drinkwater op
verscheidene plaatsen in Nederland ernstig bedreigd door de toenemende bodemverontreiniging

(Duijvenbooden, 1989).
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Waterleidingbedrijven zijn in West-Europa ontstaan omstreeks het midden van de negentiende
eeuw. Medici hadden ontdekt dat epidemieén van cholera, tyfus, dysenterie en dergelijke in de
dichtbevolkte stadswijken werden veroorzaakt door (bacterién in) het drinkwater. Hiervoor werd
dikwijls vrijwel ongezuiverd rivierwater gebruikt of werd water uit opeﬁ putten getapt, zodat
besmetting door fecalién gemakkelijk kon optreden. De openbare waterleidingbedrijven hebben,
omdat het geleverde>water aan bepaalde bacteriologische en chemische normen moet voldoen, een
* grote bijdrage geleverd aan de volksgezondheid.

De industrie gebruikt grondwater als proces- en koelwater. Voor het proceswater is een goede
kwaliteit van belang. In de papierindustrie bijvoorbeeld is de beschikbaarheid van zuiver water
bepalend geweest voor de locatiekeuze van papierfabrieken. In Nederland zijn 'papiermolens’ vooral
ontstaan langs de relatief steile randen van de Veluwe en nog steeds bevinden zich daar belangrijke
papierindustrieén. Vanaf de vroege Middeleeuwen werd het water voor de molens voornamelijk
verkregen door de aanleg van kunstmatige bronnen of sprengen, die een gestage en betrouwbare
aanvoer verzekerden. Het water werd vervolgens in gegraven beken met weinig hoogteverval naar
de watermolens geleid, waar het werd gebruikt om energie op te wekken én als proceswater dienst
deed. Op de Veluwe zijn zo in de loop der eeuwen honderden sprengen gegraven, die een groot
aantal molens van waterkracht hebben voorzien. Veel molens hebben een lange staat van dienst
gehad en zijn voor verscheidene industriéle activiteiten gebruikt.”

Met de groei van de industriéle bedrijvigheid is ook de behoefte aan grondwater sterk gestegen.
Veel bedrijven zijn ertoe overgegaan eigen putten te slaan. Behalve het door de openbare
waterleidingbedrijven onttrokken grondwater, dat in de industrie vooral als proceswater wordt
gebruikt, worden er ook grote hoeveelheden water opgepompt door eigen waterwinningen van
bedrijven. Het grootste deel hiervan wordt als koelwater gebruikt. Voor zulke onttrekkingen zijn
vergunningen nodig die door de provinciale overheden worden verstrekt.

Als derde grote gebruiker staat in Nederland de landbouw te boek. Bij een ondiepe grondwater-
spiegel (tot circa 1.5 m) kan water in het groeiseizoen langs natuurlijke weg capillair opstijgen naar
de wortelzone. Ligt de waterspiegel dieper, dan wordt het kunstmatig onttrokken en voornamelijk
voor beregening aangewend. In perioden van neerslagtekort (R - ET,, < 0) kan die hoeveelheid
aanzienlijk oplopen; in droge jaren tot 25 & 30% van het waterleidingverbruik.

In 1995 werd door de openbare waterleidingbedrijven in Nederland 1290 miljoen m® water
afgeleverd voor huishoudens en industrie (Dufour, 1998). Ongeveer tweederde deel daarvan werd
gewonnen uit grondwater, de rest kwam uit oppervlaktewater waarvan een belangrijk deel eerst (in

de duinen) werd geinfiltreerd. Door besparingscampagnes is het huishoudelijk verbruik in

Y Het gemiddelde vermogen van een watermolen met bovenslagrad komt overeen met dat van een stofzuiger.
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Nederland de laatste jaren ongeveer gelijk gebleven (per hoofd van de beVolking circa 130 liter per
dag). De verwachtingen zijn dat de totale levering door de waterleidingbedrijven, als gevolg van
bevolkingsgroei en economische groei, zal toenemen tot 1400 miljoen m® in 2005, terwijl de
hoeveelheid grondwater weinig zal veranderen. De totale hoeveelheid grondwater die in Nederland
jaarlijks wordt opgepompt voor huishoudens, industrie en agrarische sector, bedraagt nu ongeveer
1550 miljoen m* (Dufour, 1998).

In het zuidwestén van de Verenigde Staten (woestijnklimaat) worden grote hoeveelheden diep
grondwater opgepompt, onder andere voor de bevloeiing van citrusboomgaarden. Deze vorm van
mijnbouw heeft tot gevolg dat het freatisch vlak ter plaatse in enkele decennia meer dan 100 m is
gedaald. Ook op andere plaatsen in de wereld (Midden-Oosten, Afrika, Azi&é en Australi&) neemt
door de foenemende vraag de beschikbare voorraad grondwater af. De toenemende vraag wordt
voornamelijk veroorzaakt door de bevolkingsgroei en het streven naar meer welvaart. Daardoor
stijgt de vraag naar water voor irrigatie, de industrie en het huishouden. In een aantal landen heeft
dit al geleid tot een acute watercrisis. In 1994 werd op de aarde ruim 6.1 10" m* grondwater
gewonnen uit watervoerende lagen die niet of nauwelijks worden aangevuld. Dit heeft tot gevolg

dat de zeespiegel met 0.2 mm per jaar stijgt.
1.2 Bodemkundige en landschappelijke indicaties

1.2.1 Algemeen

Hoge grondwaterstanden, dat wil zeggen: grondwaterstanden op geringe diepte onder het maaiveld,
zijn in het landschap zichtbaar door de aanwezigheid van veel beekjes, sloten en greppels. Ook de
vegetatie geeft aanwijzingen. De zogenaamde blauwgraslanden bijvoorbeeld zijn vochtige
graslanden (natte hooilanden) met ondiepe grondwaterstanden, terwijl veengebieden zijn ontstaan
onder zeer natte omstandigheden. De afwezigheid van natuurlijke of kunstmatige ontwaterings-
middelen (bijvoorbeeld in grote delen van de Veluwe) duidt op een diepe grondwaterstand.

In het bodemprofiel kunnen we de laagste grondwaterstand aflezen aan de aanwezigheid van totale
reductie. De niet-geaéreerde horizont is meestal herkenbaar aan de kleur. Bij mineraal materiaal
donkergrijs of blauwzwart (klei) of grijs (zand); bij moerig materiaal, dat veen bevat, is de kleur
bruin tot donkerbruin. Vaak zijn de kenmerken moeilijk te zien en zijn er overgangszones waar
afwisselend reductie en oxidatie plaatsvindt. Hierdoor worden ijzer- en mangaanvlekken gevormd
en verandert de kleur van moerig materiaal in grijs tot donkergrijs. De kleurkenmerken kunnen
bovendien overblijfselen zijn van toestanden uit het verleden. Daarom is controle via grondwater-

standmetingen steeds noodzakelijk.



1.2.2 Grondwatertrappen

De grondwaterstand vertoont gedurende het jaar op een bepaalde plaats meestal een fluctuatie: in
de winter stijgt de waterspiegel als gevolg van het neerslagoverschot en in de zomer daalt hij als
gevolg van een neerslag-'tekort'. De jaarlijkse verschillen in neerslag en verdamping, waarvan
vooral het neerslagpatroon in de tijd aanmerkelijk kan afwijken van het gemiddelde, veroorzaken
jaarlijkse verschillen in het verloop van de grondwaterstand. Behalve door de weersomstandigheden
wordt de grootte van de fluctuatie ook beinvloed door bodemeigenschappen en hydrologische
veldkenmerken zoals de ontwateringstoestand.

De diepte van de grondwaterspiegel beneden maaiveld wordt op de bodemkaarten van Nederland
aangegeven met behulp van het systeem van grondwatertrappen, de zogenaamde Gt's (Cultuurtech-
nisch Vademecum, 1988), zie tabel 6.2-1. Men maakt daarbij gebruik van de gemiddeld hoogste
(GHG) en gemiddeld laagste grondwaterstand (GLG). Deze worden berekend als het gemiddelde

over tenminste 8 jaren, van de 3 hoogste respectievelijk 3 laagste gemeten grondwaterstanden per

jaar.
Tabel 1.2-1 Grondwatertrappen, onderscheiden door de Stichting voor Bodemkartering (thans
DLO-Staring Centrum, Instituut voor onderzoek van het landelijk gebied).
GT I II I v \Y% VI VII
GHG (<20) (<40) <40 >40 <40 40-80 > 80
GLG <50 50-80 80-120 80-120 >120 >120 >160

Toelichting - GT:  grondwatertrap van nat (I) naar droog (VII)
GHG: gemiddeld hoogste grondwaterstand cm beneden maaiveld
GLG: gemiddeld laagste grondwaterstand cm - maaiveld

Voorbeelden I zeer nat veengrasland; natte natuurgebieden
II: veengrasland, natte zandgronden, slecht ontwaterde polders
III: lage zandgronden
IV: kwelgebieden (geringe fluctuatie)
V: goed ontwaterde polders op zeeklei
VI: middelhoge zandgronden
VII:  hoge zandgronden

Varianten: natte varianten I, II, GHG < 15
droge varianten II,, III;, V;, GHG 25-40
VII, GHG > 140

De natte varianten I en II, zijn vooral te vinden bij natte natuurterreinen. Bij de droge varianten
is in de regel de ontwatering door recent menselijk ingrijpen gewijzigd. ‘




1.3 Vectoren en scalaire grootheden
1.3.1 Inleiding

Om de stroming van grondwater te beschrijveﬁ, wordt gebruik gemaakt van onderdelen uit de
natuurkunde. Zoals de klassieke mechanica het evenwicht en de beweging van vaste lichamen
beschrijft, zo behandelt het onderdeel vioeistofmechanica het evenwicht en de beweging van
vloeistoffen. Is de vloeistof water het onderwerp van studie, dan spreken we van hydrostatica en
hydrodynamica. Wiskunde is in de vloeistofmechanica een belangrijk huplmiddel en in het
bijzonder wordt daarbij gebruik gemaakt van de vectoranalyse.

De positieverandering van een deeltje noemen we de verplaatsing. Als een deeltje beweegt van
punt B (begin) naar punt A, kunnen we de verplaatsing weergeven met een pijl van B naar A. De
werkelijk afgelegde weg van het deeltje behoeft niet per se langs de pijl te zijn, het gaat om het
netto effect van de verplaatsing gedurende een tijdstap Ar. Een verplaatsing B’A’ in dezelfde
richting en van dezelfde lengte, maar niet langs hetzelfde pad, wordt gelijk gesteld aan de
verplaatsing BA (zie figuur 1.3-1a). Een vérplaatsing wordt dus gekenmerkt door een lengte en een
richting.

De achtereenvolgende verplaatsingen BC en CA (zie figuur 1.3-1b) hebben hetzelfde netto effect
als de verplaatsing van B naar A. We zeggen, dat de som van beide verplaatsingen gelijk is aan
BA.

B B

® ®
Figuur 1.3-1  Verplaatsingsvectoren (naar Resnick, Halliday en Krane, 1992).

Groothedeh die zich gedragen als verplaatsingen noemen we vectoren. (In het latijn betekent het
woord vector 'drager'). Andere natuurkundige grootheden zoals kracht, snelheid en versnelling zijn
ook een vector. Kenmerk van een vector is dat hij wordt gedefinieerd door een getalwaarde (de

lengte van de vector) en een richting. Grootheden die alleen door een getal (en de bijbehorende
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eenheden) worden gekarakteriseerd noemen we een scalaire grootheid. Voorbeelden zijn:
temperatuur, druk, energie, dichtheid en concentratie.

Voor het rekenen met vectoren gelden bijzondere regels, die het mogelijk maken veel
natuurkundige wetten en -principes op een eenvoudige en korte manier te noteren. Ook in dit
dictaat wordt daarvan veelvuldig gebruik gemaakt. In de volgende paragrafen wordt een Korte

samenvatting gegeven van de basisregels van de vectoralgebra.
1.3.2 Vectoralgebra

Een vector is gedefinieerd als een pijl met een gegeven lengte en richting. Twee vectoren zijn
gelijk als ze dezelfde lengte hebben en in dezelfde richting wijzen. In een codrdinatenstelsel zijn
we gewend de richting langs een codrdinaat-as aan te geven met een plus- of minteken. Op
dezelfde wijze is de vector -v gelijk, maar tegengesteld van richting, aan de vector v". De
eenheidsvector in een bepaalde richting heeft de lengte 1. Eenheidsvectoren worden in dit boek
geschreven als e; , waarbij het subscript i de codrdinaatrichting aangeeft. In een cartesiaans
coordinatenstelsel met x-, y- en z- richtingen, worden de eenheidsvectoren ook wel i, j en k

- genoemd. Voor de eenheidsvector loodrecht op een lijn of een vlak is het symbool n gebruikelijk.

Uit het voorbeeld van figuur 1.3-1 volgt, dat voor het optellen (en aftrekken) van vectoren andere
regels gelden dan voor scalaire grootheden. Omdat een vector wordt gekarakteriseerd door grootte
(lengte van de pijl) en richting, wordt bij optellen en aftrekken de "staart-aan-kopmethode” of de
parallellogrammethode gebruikt, zie figuur 1.3-2.

Figuur 1.3-2  Constructiemethoden voor optellen en aftrekken van twee vectoren.

D Vectoren worden met vet gedrukte symbolen aangegeven.
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Vectorsommatie is dus een meetkundige operatie, die gehoorzaamt aan de volgende regels:
VEW=W+Y (1.3-1)

VW =y W w (1.3-2)

De eerste regel is een zogenaamde commutatieve eigenschap, de tweede een associatieve
eigenschap. w aftrekken van v gebeurt door het teken van w te veranderen en op te tellen:

v-w= v+ (-w).

Controleer de bovenstaande regels door toepassing van de parallellogrammethode.

Bij het vermenigvuldigen van een vector met een scalaire grootheid blijft de richting gelijk maar

verandert de grootte. Er gelden de volgende regels:

av = va (1.3-3)
a(bv) = (ab)v ' (1.3-4)
@+b+c)v=av+bv+cy (1.3-5)

In bovenstaande vergelijkingen zijn g, b en c scalairen, dat wil zeggen een getal of een scalaire
functie. Vermenigvuldiging van een vector met een scalair heeft dus commutatieve, associatieve en
distributieve eigenschappen.

Vectoren kunnen op twee manieren met elkaar worden vermenigvuldigd: het inwendig en het
uitwendig product.

Het in(wendig) product is gedefinieerd als:
v'w = |[v||w|cos¢ (1.3-6)

waarin |v| en |w | de lengte zijn van v en w en cos ¢ de cosinus van de kleinste hoek tussen de
twee vectoren. De uitkomst van het inproduct is een scalair, het staat daarom ook wel bekend als
het scalairproduct. Een voorbeeld van het gebruik van een scalairproduct, is de berekening van de

arbeid W die door een kracht F wordt verricht bij de verplaatsing van een voorwerp over een
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afstand d: W = F e d (zie bijlage 1). Het inwendig product is commutatief en distributief, zie
opgave 1.3.1.

Het uitwendig product is gedefinieerd als:
vxw = (|v||w|sing) n _ (1.3-7)

waarin n de eenheidsvector is, loodrecht op het vlak dat door de vectoren v en w wordt
opgespannen. De positieve richting van n volgt uit de 'rechterhandregel' als v over de kleinste hoek
naar w wordt gedraaid. De uitkomst van het uitwendig product is een vector, daarom staat het
uitwendig product ook wel bekend als het vectorproduct. Een voorbeeld van het vectorproduct is
het draaimoment van een kracht rond een as: T=r x F.

Het uitwendig product is een belangrijk hulpmiddel bij de beschrijving van relaties in de (vloeistof)
mechanica, electriciteit en magnetisme. In dit dictaat wordt het uitwendig product verder niet
gebruikt. In het onderstaande wordt daarom geen aandacht besteed aan de berekening van vector-
producten.

Figuur 1.3-3 geeft de meetkundige betekenis van de beide producten.

Ay

de grootte van deze vector is gelijk
aan de getalwaarde van het
/ opperviak van dit parallellogram
Ovw
) w

opperviak (v-w) \v<

Figuur 1.3-3  Meetkundige betekenis van het inwendig- en uitwendig product (naar Bird, Stewart
en Lightfoot, 1960).

1.3.2.1 Vectoroperaties in termen van de componenten

Hoewel de definitie van een vector oorspronkelijk een meetkundige grondslag heeft, is het
uitvoeren van vectorberekeningen meestal eenvoudiger met behulp van algebra in termen van de
componenten. Een vector kan de resultante zijn van een aantal andere. Omgekeerd kan elke vector

worden ontbonden in basisvectoren langs (projecties op) de orthogonale codrdinaatassen. Een
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vector v, die in de oorsprong begint en in de drie coérdinaatrichtingen eindigt in v, v, en v, kan
worden ontbonden in: v, = e, v,, v, = e, Vv, en v;='e; v, zie figuur 1.3-4. Het is voor de
beschrijving van een vector echter niet nodig dat het aangrijpingspunt in de oorsprong ligt. De

vector v is ondubbelzinnig gedefinieerd door zijn componenten (v,,v,,v;):

3
V=€V tev, eV =) eV, (1.3-8)
T

Figuur 1.3-4  Projectie van een vector v op de codrdinaatassen x, y en z.

De schrijfwijze met het sommatieteken kan nog verder worden vereenvoudigd door het gebruik van
de zogenoemde Einstein-notatie of sommatieconventie. Deze houdt in dat wanneer dezelfde index
tweemaal voorkomt in één tehn, er voor die index gesommeerd moet worden van 1 tot 3:

v = e, (1.3-9)

Bij het toepassen van de sommatieconventie is het handig om gebruik te maken van de 'kronecker

delta' die gedefinieerd is door:

1 als i=j ~ (1.3-10)
=0 als i#j
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Uit de gegeyen definities volgt:

e-e = 0, ' ' (1.3-11)
Vermenigvuldiging van een vector met een scalair wordt nu:

av = aev, = ¢;(av;) (1.3-12)

Omdat het inwendig product distributieve eigenschappen heeft, kan het inproduct van v en w

worden geschreven als:

vew = () (W) =€ ¢ vw, = Evw, = VW, (1.3-13)

Het inwendig product van een vector v met een eenheidsvector e, is de grootte van de component

van v in de richting i.
1.3.3 Variatie van een scalaire functie in de ruimte”

In het voorgaande werd het onderscheid vermeld tussen scalaire grootheden en vectoren. De
variatie van een scalaire functie in een driedimensionale ruimte hangt af van de richting waarin de
verandering wordt gemeten. Stel, dat de temperatuur T, in een vast lichaam varieert met de
codrdinaten x, y en z. De grootte van verandering van T per lengte-eenheid in de x- richting,

terwijl y en z constant blijven, duiden we in de wiskunde aan met de parti€le afgeleide 9T om
: ox

de variatie van T te beschrijven, is het nodig richting en grootte op te geven. Met andere woorden
aan de variatie kunnen we dezelfde eigenschappen toekennen als aan een vector.

Omdat de onderstaande beschouwing geldt voor een willekeurige scalaire grootheid, maken we
gebruik van een scalaire functie g(x,y,z) (dit is niet de versnelling van de zwaartekracht) die
gedefinieerd is in een gebied G. De verandering van g in een punt P,(x,, y,, z;) kunnen we vinden
door behalve naar de functiewaarde in P, ook naar de functiewaarde in een naburig punt

P,(x,.V2,2,) te kijken. De positie van een willekeurig punt P(x,y,z) kan worden weergegeven met de

Y Bij de samenstelling van deze paragraaf werd gebruik gemaakt van de collegehandleiding Vloeistofmechanica van prof.

].A Battjes, 1990, vakgroep Waterbouwkunde, TUD.
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plaatsvector: r=e, x + e,y + e, z. Voor de punten P, en P, hebben we dus de positievectoren n

en r, en de verplaatsingsvector r, - r;= Ar, zie figuur 1.3-5.

() S Zei(r)

R 2

V*

Figuur 1.3-5  Functiewaarden in naburige punten P, en P, op afstand As van elkaar gelegen.

De verplaatsingsvector Ar kunnen we schrijven als:
Ar = e, Ax + e, Ay + e,Az (1.3-14)

De verplaatsingsvector kan evenwel ook geschreven worden als e, As, met e, de eenheidsvector in
de richting s vanuit P, naar P, en As de afstand tussen beide punten.

Het verschil tussen de functiewaarden g(P,) en g(P,) berekenen we met behulp van de
Middelwaarde Stelling van de differentiaalrekening. '

Volgens deze stelling geldt voor een willekeurige, continu differentieerbare functie g(x) :

gy +h) - gix) = Ag = (2) h . (1.3-15)

waarbij de parti€le afgeleide is genomen in een punt x*, dat ligt in het interval (x, - x,+h) (zie
figuur 1.3-5). Een functie is continu differenticerbaar in een interval, als de functie en alle
afgeleiden bestaan. Voor een driedimensionale functie wordt vergelijking (1.3-15) uitgebreid met

analoge termen in y en z.
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9(x) A g(x)
h

="
F\A 9x)

f(x)

—_— X

Xo x* Xo+h
Figuur 1.3-6  Illustratie van de Middelwaarde stelling voor een functie g(x).

Het verschil tussen de functiewaarden g(P,) en g(P,) is dus gelijk aan:

Ag - (%x&) Ax + (%) Ay + (%ﬁ) Az (1.3-16)

*

waarbij de partiéle afgeleiden gelden in een punt (x*,y*,z*) tussen P, en P, en voor de intervallen
h op de x-, y- en z- as, de componenten van de verplaatsingsvector zijn genomen.

In de vectoranalyse definieert men de gradiéntvector als volgt:

Het V teken staat voor de zogenaamde nabla- of del-operator:

V- e"a_i . e’aiy " e‘Eaz' (1.3-18)

De rechterzijde van vergelijking (1.3-16) kan nu worden beschouwd als het inwendig product van

de gradiéntvector in het punt (x*y*z*) en de verplaatsingsvector Ar:
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Ag = grad g-Ar = Vg- e, As : (1.3-19)

De verandering van g per eenheid van lengte in de richting s, is gedefinieerd door de richtings-

afgeleide van g in de richting s:

% _ jim A8 (1.3-20)
0s  as-0 As

In de limiet als As — 0, valt (x*,y*,z*) samen met (x,,y,z, ) en zijn de partiéle afgeleiden van

(1.3-16) de waarden in P,. Met behulp van (1.3-19) kunnen we dus schrijven:

3
Eg -Vg-e, (1.3-21)

De verandering van g in de richting s is dus gelijk aan de component van de gradiéntvector Vg in
de richting s. De verandering is het grootst, wanneer beide vectoren in dezelfde richting wijzen

(dan is de cosinus van de ingesloten hoek maximaal en dus ook het inproduct).

De gradiént van de scalaire functie g(x,y,z) vertegenwoordigt in richting en grootte de grootste ver-

andering van g. Men kan eenvoudig aantonen dat de gradiént van<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>