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I. INLEIDING

1. Doelstelling van de nomografie

Het woord nomografie duidt aan het beschrijven van wiskun-
dige wetten. Men zou het kunnen noemende wetenschap die zich
bezig houdt met het mogeliik maken van een snel en eenvoudig
gebruik van deze wiskundige wetten; het weergeven op eenwij-
ze, die een voldoende nauwkeurigheid van aflezen toestaat en
het maken van fouten voorkomt.

De nomografie ontstond in militaire kringem. Hier spelen
in sterke mate factoren als eenvoud, grote snelheid. nitscha-
kelen van vergissingen, bediening door weinig vakbekwame ge-
bruikers en opoffering van alle misbare nauwkeurigheid een
uiterst belangrijke rol. In andere vakgebieden - ook de cul-
tuurtechniek - liggende vraagstukken niet geheel gelik, maar
- shelheid. eenvoud en weloverwogen grenZen voor de nauwkeurig-
heid zijn ook daar van belang.

De vraagstukken worden geleidelijk ingewikkelder, omdat
men de invloed van steeds toenemende aantallen eigenschappen
op een resultaat in zijn beschouwingen wil betrekken. En ook
wanneer de invloed van elke factor afzonderlijk eenvoudig zou
Zjin, dan zal het samenspel van vele factoren ingewikkeld wor-
den. Het streven om steeds meer de eenvoudige. ongeschoolde
werker taken van de geschoolde krachten te laten overnemen,
maakt het noodzakeliik, de bestaande kennis in de meest over-
zichtelijké varm te gevén. Werkt men in eigen land dannog met
ongeschoolden, die door het leven in een moderne staat veel
op grond van hun gezond verstand kunnen doen, in de onderont-
wikkelde gebieden staan de uitvoerders van voorlichtingsplan-
nen of technische ontwerpen voor veel moeilijker problemen.
Onder deze omstandigheden zal men voor de keuze staan, de
kwantitatieve relaties in een optimaal hanteerbare vorm te
geven, zodat Ze ook onbegrepen nog goed gebruikt kumnen wor-
den, dan wel ze maar weg te laten. De nomografie heeftde taak
de grens tussen het wel en niet meer kunnen gebruiken van
kwantitatieve relaties zo ver mogelik in de richting van het
wel-gebruiken te verschuiven.

2. Nomografische technieken

De nomografie beschikt over drie systemen van vereenvoudi-
ging van de kwantitatieve relatie. Men gebruikt het rekenvlak,



de rekenschuif en de rekenmachine. Het rekenvlak treft men
in elke grafiek aan, waarin de waarde van een veranderlijke
kan worden afgelezen als resultaat vande invloed van een of
meer factoren. De rekenschuif is als rekenlineaal voldoende
hekend, naar hehalve de mogelijkheid van opstellen van loga-
rithmische schalen, die men steeds aantreft, zijn er tevens
rekenlinealen in gebruik voor allerlei gespecialiseerde be-
rekeningen die veel minder algemeen bekend Zijn.

De rekenmachine tenslotte behoefi evenmin alleen maar te
kunnen optellen of vermenigvuldigen, Zoals bij de bekende
machines de enige mogelijjkheid is, maar deze Kumnen eveheens
voor geheel andere bewerkingen worden geconstrueerd.

Wanneer de betekenis van de formule het nodig maakt, zal
men Zich niet tot een enkel principe mogen beperken maar in
een combinatie van principes dienen te zoeken naar de meest
vergaande vereenvoudiging van de rekentechniek. Ook in dit
opzZicht is men met militair belangrijke formules ons voor-
gegaan. Voor cultuurtechnische behoeften heeft men in de
Verenigde Staten zich met succes op dit gebied van combina-
tie van rekentechnieken bewogen. Hiermag ook Nederland niet
achter blijven.

3. Indeling van de nomogrammen

Wanneer men een grafiek maakt,
dan werkt men vrijwel steeds met
rechthoekige coordinaten vol=
gens het Cartesiaanse stelsel
{figuur 1). Voor het maken van
grafieken is ditwel handig. Voor
het aflezen staat het echter

} . minder vast, of dit het best
! bruikbare systeem is. Men moet
! van de x-as loodrecht omhoog tot

* Fig.1 aan een of andere kromme lijn,
en dan horizontaal naar de y-as. De bezwaren zjjn hierbjj, dat
men voor het nauwkeurig loodrecht en horizontaal wuitmeten
zich wel even goed moet outilleren, dat bij een dichte bundel
z-lijnen zorgvuldig moet worden nagegaan welke men moet heb-
ben, en tenslotte zal men tussen de z-lijnen nog moeten in-
terpoleren Het aflezen van een dergelijk Cartesmans— of

L1 jnennomogram vraagt enige aandacht.

Een minder bekend cobrdinatenstelsel is dat van de paral-
lel cotrdinaten volgens UNVERZAGT. Een samenhang als in fi-



guur 1 gegeven, zou kunnen wor-
den weergegeven door drie lij-
nen, in principe van een wille-
- keurige vorm maar veelalin de
- vorm van drie rechte lijnen,
. welke alle drie ¥am een conti-
- nu verlopende schaal zijn voor-~
Zien. Over deze drielijnen legt
men een rechte afleeslijn (zie
figuur 2}, die de =z -waarde
geeft, die bij de combinatie
van x en ¥ hoort. Een dergelijk
nomogram noemt men een puntennomogram. Hier is de aflezing
met een rechte 1lijn heel wat eenvoudiger, terwijl ook het no-
mogram veel simpeler en opener van constructie is. De nomo-
grafie gebruikt met voorliefde dit type van coordinaten. Hier
is het voordeel echter niet zonder nadeel. Niet alle formu-
les zijn zo in beeld te brengen, 2ij het ook dat men zo een
heel eind kan komen.

Fig.2

Nog minder bekend =zijn de
raaklijn-cofirdinaten, waarbij
de band tussen x en y voor een
bepaalde waarde van =z gevonden
wordt door een rechte aflees-
lijn als rmaklijn te trekken
langs de kromme vooreen bepaal-
de te kiezen waarde vanm 2. Ook

z hier (figuur 3) zijn de lood-
- recht op elkander staande af-

Fig.? Jleeslijnen ven figuur 1 vervan-
gen door één rechte afleeslijn. Het voordeel van dit nomogram
is, dat in theorie elke functie kan worden weergegeven. Na-
deel is, dat de grafiek weer voller en onoverzichtelijker is,
terwijl de raaklijnkrommen soms wel eens wat buiten de teke-
ning vallen.

Onder bepaalde omstandigheden zal de ene, onder andere om-
standigheden de andere weergave voordelen opleveren. Het ge-
bruikelijke Cartesiaanse systeem staat echter bij het maken
van nomogrammen niet hoog aangeschreven wanneer het om het
aflezen van een nomogram gaat. Voor wetenschappelijk onder-
zoek dmarentegen heeft het Cartesiaanse nomogram (de stippen-
kaart) vrijwel een monopoliepositie, vooral waar het gaat om
het op zodanige wijze omzetten van deZe nomogrammen, dat er
rechte lijnen, additieve relatiesen hoeken van 45° optreden.



In de volgende beschouwing zal niethet onderzoek maar het
gebruik voorop staan, doch zal aan de nomografische weergave

alle aandacht worden gegeven.

4, Indeling van de behandelde stof

In dit rapport zijn hoofdzakelijk de puntennomogrammen bhe--
sproken. Teneinde minder getrainde gebruikers in staat te
stellen eenvoudige nomogrammen op te stellen, is eerst een
behandeling gegeven van enkele meetkundige betrekkingen die
voor dit soort nomogrammen gelden.

Voor ingewikkelder vergelijkingen zal men veelal gebruik
maken van determinanten. De eigenschappen van deze determi-
nanten werden daarom in het kort besproken. De grondslag van
het gebruik van determinanten in de nomografie is aan de hand
van enhkele eenvoudige voorbeelden uiteengezet. Verder is aan-
gegeven op welke wijze vergelijkingen in determinantvorm kun-
nen worden geschreven.

Voor de vergroting van de afleesnauwkeurigheid is wveak
vervorming van het corspronkelijk opgezette nomogram noodza-
kelijk. De grondslagen van deze transformatie worden dan ook
besproken.

Tot slot is een algemeen overzicht van de normaalvormen
opgesteld en de wijze waarop deze in determinantvorm kunnen
worden geschreven.
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II.” EENYOUDIGE MEETKUNDIGE GRONDSLAGEN
VAN HET PUNTENNOMOGRAM

1.Drie evenwijdig gelijk gerichte schaaldragers (H-nomogram)

1.1 Assen op onderling gelijke afstanden

u

4 i 3 De verdeling van de drie even-

3

/ wijdige assen begint bij de ho-
////// rizontale lijn. Deze lijn noe-
/////’ men wij de nullijn van de scha-
v len (figuur 4).

Uit de congruentie van de ge-
arceerde driehoeken blijkt nu,
dat

.

Wtz V-
Fig.4 of
w= %u+ ) (2.1)
Meet men nu de afstanden op de drie assen vanaf de nullijn
als resp. @, ¢ en b cm dan is
c= %@+ b) (2.2)
Stel dat de schalen alle drie 100 mm lang zijn. Worden nu
hierop de waarden 0 tot 10 uitgezet, dan is de schaaleen—
heid of modulus 100 : 10 = 10 mm. De waarden 0, 1, 2, 3enz.
komen dus op afstfanden 0, 10, 20, 30 enz. mm vanaf de nul-
lijn te staan. Verbinden we nu het punt ¢ = 2 met het punt
b= 4, dan is de afstand die de verbindingslijn tussen deze
punten van de w-as afsnijdt gelijk san %(20+ 40) = 30 mm.
Hier wordt dus de waarde %(z + b) afgelezen.
Willen we nu op dit punt de waarde (a+ b) aflezen, dan moet
op 30 mm van de nullijn op de w-as het getal 6 staan. Met
andere woorden: de schaaleenheid van de w-schaal moet dan
30 : 6=5mm of 2 x Z6 klein zijn als die van de - en de
v-schasal.

Door verandering van de schalen kummen dus blijkbaar an-
dere functies dan 2.2 worden berekend. Veelal zal de functie
gegeven zijn en moeten de schalen daarnaar bepaald worden.

Stellen wede lengte vande schaaleenheden voor door |4 (uit-
gedrukt in mm) dan geldt in het algemeen

me=lhi@rb
of
he=kipae +ud (2.3)

11



De eenheden voor de verschillende schalen worden veelal
door indices aangeduid. dus
Mac = %{uo + gb) (2.4)

Wie zullen nu enige voorbeelden peven van. de bérekening
der verschillende moduli. Eerst het geval
c = ¥%o+ 1/3b (2.5)
Invoeren van de moduli geeft nu
¢ =pta + . y3b
of
Le=%ua + p2/3)
of
Hye = % wa + (33L,) 243

waaruit dus in verband met de algemene verg. 2.3 volgt, dat

M = 2l =
Evenzo geldt voor
c=a+ b (2.6)
dat
My ™ Mg = 2,
In de meest algemene vorm krijgen we functies
r.c = s.a+ t. b (2.7

waarin r, s en t constanten zijn. Invoeren van moduli ana-
loog aan 2.3 geeft
ure = as.a.* Motu b
of
pre = %{(2usa + 2ut. b)
of na invoeren van indices

Mate = % (%SL) 2sa + (%'%) 2th

par = Bl b2

ot = Mas = Ylzrst {(2.8)

Zodat

of

Het bovenomschreven nomogram kan ook worden gebruikt voor
vermenigvuldiging
¢ =a.b (2.9)
want invGering van logarithmen schalen geeft
logc=loga + log b
Op (_je assen moeten dan de volgende verdelingen worden aan-
gebracht:

u = [,log a
v=|,log b
w= L;logc

12
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Bij een schaaleenheid van 100 mm komt het getal a = 3 op de
u-as dus te liggen op 100.1og 3 = 100.0.4771 = 47,71 mm bo-
ven de mullijn. Dergelijke schaalverdelingen komen voor ob
de rekenlineaal en op logarithmisch papier.

Ock hier geldt weer de algemene formule
Milog ¢ = (i loga *+ ,log &) (2.10)
waarin [, = i, = U3 voor
: ¢c= a.b
De schalen voor
¢ =a?b (2.11)
worden nu als volgt berekend
logc = 2loga + logh
Invoeren van de algemene modulus geeft
ulog ¢ = 2uloga + plog b
of
Mlog ¢ = %(L.4log o + [.2log b)
en na invoeren van indices
Uzlog ¢ = %, .4log a + u,.2log &)

L{lrdlog o + %2)210g b
zodat voor dit geval {L&L “ %2 }
Hit %2 = M3
My = Ry = 443

Ook is het mogelijk een constante in de bewerking op te
nemen, bv.

of

uslog ¢

of

3ab =¢ (2.12)
Dan geldt

log 3 + loga + 2log b= logc

M(log 3 + loga) +u2log b =plogc

Hlog ¢ = ’A{p..2(10g 3+ loga) + .4 lcgb}

Hslog ¢ = %{u,2(log 3 + log a) + u,4 logb}
zodat

N r=Hr=u, of Ay =y = 4
terwijl de schaal y4; over een afstand log 3 moet worden ver-
schoven.

Ook een vorm als bv.

c=a%+ 5) C(2.13)
is op deze wijze te behandelen. De factor (b + 5) wordt mu
gesteld op 6! waarna de schalen van het nomogram worden be-
rekend. Om nu in het nomogram de waarde b inplaats van die

13



van b! af te lezen, moet de wv-schaal zo worden vernummerd,
dat niet b', doch ' - 5= b wordt afgelezen

Uit de beide laatste voorbeelden blijkt dus dat een ver-
menigvuldiging met een bepsalde factor een verschuiving van
de log.schaal betekent. terwijl het optellen van een con-
stante factor een vernummering teweeg brengt.

Behalve de waarden a en b en log a en log b kunnen op de
assen ook andere willekeurige functies van a en b worden
uitgezet. De enige voorwaarde is, dat inelke functie slechts
één variabele mag optreden,

Willen we bv.

c?=5a%+ 3p? (2.14)
berekenen. dan moeten op de assen de functies

u= o, 5a®

v = 1y 357

w= Uz c?

worden uitgezet.

Stel dat de schaal maximaal 260 mm lang is en de waarden
van ¢ en b tussen -2 en +10 liggen. De modulus jy moet dan
Ziin

sTrOy =20y = B58 = % oo
Ob overcenkomstige wijZe wordt voor |4, de waarde §%% gevon-
den. Aangezien in dit geval l; = K, moet zijn, kan slechts
die modulus gebruikt worden waarbij beide trajecten gelijk
of kleiner dan 260 mm zijn.
We nemen dus

1= M=%
en de waarde ¢ en & = 1, 2, 3 enz. komen resp. op 2%, 10, 22%
enz. mm boven de nullijn; de waarden -1 en -2 op resp. 2, 5
en 10 mm beneden de nullijn.
Verder geldt
£ s ¢ = B(uy.5a® +pp 38

0

s ¢ = % (54° + 3b%) (2.15)
zodat [L3= %24, of % mm. De waarden van ¢ = 1,2, 3 enz. ko-
men dus resp. 4, 1, 2% enz. mm boven de nullijn.

Ook bv. een functie als _

c= (3a2+2a+ 5)+(2b%+ 2b+3) . (2.16)
kan zo tot een nomogram met evenwijdige schalen worden ver-
werkt. Hiervoor mocet op de assen worden uitgezet

14



u= (@’ + 2a+ 5)

v =, (202 + 2 + 3)

W= [ C
Voor ¢ en b tussen O en 10 isde modulus voor de u- en de v-
as bij een lengte van 162.5 mm gelijk zan % mm. Verder moet
M3 = %4, zijn. De w-as Kkrijgt dus een lineaire verdeling met
eenheid % x % = % mm.

Moet in het'lddtste geval o tussen 0 en 10 eh & tussen Gen 5
worden berekend, dan krijgt de v-as een modulus=1 mm. Voor ¢ = 10
en b = 5 moet worden afgelezen ¢ = 390. Het eindpunt van de w-schaal
(op 260 mm boven de nulliin)} heeft dusde wa%ge 390. Verder is de
schaal lineair verdeeld, dus de modulus is gz = 4/3 mm.

1.2 Combinatie vam rekenschuif en rekenvIiak {Verticale
schazlverschuiving)

Een uitbreiding van het nomogram van 2.1 kan worden ver-
kregen door bv., de u-as over een bepaalde afstand verticaal
te verschuiven. Gaat deze verschuiving over een afstand = d
naar heneden, dan geldt in figuur 4:

we- u-d=v-w

of

w=Y%u+v -d) (2.17)
en bij verschuiving naar boven

w=Ybu+v+d) (2.18)

In het vermenigvuldigingsnomogram heeft dit tot gevolg
dat het product door een factor = d, waarvan de grootte af-
hangt van de grootte van de verschuiving, wordt gedeeld of
er mee wordt vermenigvuldigd.

Immers geldt dan
tzlog ¢ = %, loga + Uuylogb¥ w logd) (2.19)
en voor [y = Up = M3

§=% of c=a.b.d (2.20)

1.3 Assen op onderling ongelijke afstanden

In het laatste voorbeeld van
par. 1.1 bleek de modulus van

\ de w-schaal een Zeer ongeluk-

e A\nﬁ\ﬁm ' kige waarde te krijgen. Dit kan

worden voorkomen door horizon-

u w v tale verschuiving van de w-as.

P ! Hierdoor wordt de onderlinge
Fig.5

15



afstand tussen de assen ongelijk. Uit de gelijkvormigheid
van de gearceerde driehoeken in figuur 5 blijkt nu dat
w-u): p=(@-w) g
of .
= u
w -%—ﬂ—q (2.21)
De functies krijgen dan de algemene vorm

¢ =¥)—%-a-('qg + $b) (2.22)

Door verschuiving van de w-as kan hetzel fde resultaat wor-
den bereikt als door verandering van de moduli. Voor de be-
rekening van bv.

c=1/3a+ 2/3 b {2.23)
kunnen op de u- en de v-schaal de waarden a en b worden uit-
gezet.

Wordt de w-schaal nu zodanig aangebracht dat$ g =2 ¢ 1,
dan geldt algemeen

Mac = Mp.1/3a + [y.2/3D (2.24)

Bij H’l = “‘2 wordt ook !J'I = Mz = “-3

Bij vermenigvuldiging geldt nu algemeen
[t3loge =4 1 o (t1q loga+ ksp log b)(2.25)
Voor de functie

c=a

1

4 bz
geldt nu !
logc = 4loga + 21lagh
of na invoering van de modulus

liloge = 4l loga + 2 log b
Uit 2.22 volgt nu, dat

ga+ pb=c(p+q)
In ons geval dus

4a+ 2b= 6¢
Invoeren van indices geeft nu bv.

K3 logc = 4/6 [, log a+ 2/6 (,log b
zodat i.v.m. 2.25

P_ = 2/6

9 =4/6 en
g P+
zZodat voor [, = Uy = [y g =4enp= 2 wordt.

Ook functies met gebroken exponenten kumnen met dit soort
nomogram worden weergegeven.

16



Zo geldt bv. voor g =2 :1
c=al/? p2/3 bij by T Ky = Uy (2.27)

¢ =q?/3 pi/3 bii Hy = Ky = 2M, (2.28)

Ook voor algemene functies van 2 en & is deze werkwijze toe
te passen. We willen bv. berekenen

c=1/83z2+5b% +6a +5b+ 17) (2.29)
Dit is dan te herleiden tot de vorm

c=1/8{3@%+ 2a+ 4) + 5(% + b+ 1)} (2.30)
Dan wordt de w-as zodanig geplaatst dat #. g = 5: 3 en wor-
den op de assen de functies
%= U @ +2a+ 4)
v = p.z(b2 + b+ 1)

W=y
uitgezet.

Fen uitbreiding van het laatste nomogram is nog mogelijk
door $+ g te vari€ren. Stellen we ¥ = constant en g=d, dan
hebben we vier veranderlijken en gaat de formule over in

+
¢= % +'§_b (2.31)
De nieuwe vertikale
. R ,  assen in figuur 6
{‘ “7 gtellen dan de ver-
schillende waarden
| be  van d voor, terwijl

.- horizontale lijnen
P ¢ de b-waarden aange-
-- 3 ven. Door de invoe-
ring van dit funten—
4 » veld rechts in de
d, d;  dg ! figyur hebbenwe dus
rig.s eenvierde verander-
lijke ingevoerd,
. Hetzelfde kunnen we
A u, ook nog links in de
e - figuur doen:
1.~ v, Hierdoor ontstaan
- links in figuur 7
.- een aantal lijnen
3 voor de variabele e
en krijgen we een
1 nomogram voor vijf
1 %3 s dy 3 veranderlijken.
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Doorgaans zal men hier te doen krijgen met gehogen schaal
dragers, die niet zonder meer zijin vast te stellen. Hiervoor

is dan het gebruik van determinanten nodig In hoofdstuk III
zullen nog twee andere soorten nomogrammen met meer dan drie
variabelen worden behandeld.

2. Drie evenwijdige, tegengesteld gerichte schaaldragers
2.1 Assen of onderling gelijke afstund

Zet mende v-as niet naar
boven doch naar beneden af.
dan ontstaat een ander no-
mogram. waaraan dezelfde

.l uitbreidingen kunnen wor-
. den gegeven als aan het in
‘u T par, 1.1 besproken nomo-
- granm.
h ‘1- = 1 In figuur 8 geldt mn:
! | T (w+ W= hutv)
L Lo of

w= Y%u-v) {2 .33)
Algemeen kan dus op de
schalen worden uitgezet:

Fig 8 e = hue -f,b)  (2.34)

Voor waarden van [i,, [L, en [y genoemd in par.l.1 verandert
het +-teken in de functie in een —-teken.

Bij vermenigvuldiging gaat de vergelijking over in

Uzlog ¢ = B log o - [,log b) (2.35)
Zo geldt voor

By = Hy =Ky ¢= alb (2.36)

By = Uy = 24, c=ua/b (2.37)

By = K, = 44, c=a¥b? (2.38)

2.2 Verschutving wan de w— of de vsas in vertikale richiing

geeft weer vermenigvuldiging met of deling door een bepaal-
de constante. Men moet hierbij echter wel bedenken., dat nu
twee mogelijkheden optreden omdat een verschuiving van de
v-as het omgekeerde teweeg brengt vande verschuiving van de
u-as in dezelfde richting. Bij -optellen van een bepaalde
constante moet de betreffende schaal weer vernummerd wor-
den.
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2.3 Assen op onderling ongelijke afstand

Evenalsin 1.3 is verschui-
ving van een van de assen
in horizontale richting
a mogelijk.

1 i i i T ij an:
ST TS
)

Pt guw = qu-- gu

w = T g (2.39)

Evenals in 1.3 kan hier-

mee hetzelfde effect wor-
) den bereikt als met ver-
Fig.9  andering van de moduli.

b

Bij vermenigvuldiging geldt nu algemeen
1
p.310gc= F+g (4,q loga ~|i,9 log by (2.39a)

analoog aan par 1.3 geldt nu vaor p:-g=2:1
by =y = c= b @.40)
By = My = 20, c = 3a¥pt (2.41)

Ook voor de algemene functies
c= f@a)- f£(b) (2.42)
geldt dit nomogram analoog aan par.1.3,

3. Twee evenwijdige tegengesteld gerichte dragers en een
deze dragers snijdende schaaldrager (N-nomogram)

Naast een w-as evenwijdig aan
de u~ en v-as kan men ook de
nullijn als derde as gebruiken
(figuur 10). Doorgaans wordt
dah. om ruimte te sparen, deze
as schuin geplaatst. De begin-
punten van de u-asenv-as lig-
. . gen resp. in 4 en B, van de w-

Fig.10 ¥ as in 4. De afstand AB = d.
Uit de gelijkvormigheid van de gearceerde driehoeken volgt
dan

v =w: (d-w)

15



of

. ueds - uld-—w - vw

WETIY o VT 0 v T (@43)

wordt nu op de w-as de functie w! =dw pitgezet. dan gaan
de verg. 2.423 over in w

v=or en u= vuwl (2 44)
Deze werkwijze wordt toegepast voor het type functie
d.
c = ET% (2.45)

waarin d een constante is en de lengte van de w-.as aanduidt,
Voor 2.45 kunnen we schrijven
_b.c
R

of na invoering vah schaallengten
_.bc
Ha=HgTs
en na invoering van moduli

e = b iy 79—

waarin (b, = L, M,
De schaal van de w-as wordt dan

c s
My Tc met ., T

Deze schaal is ook met behulp van projectie te vinden.
Stellen we de schaal w, dan geldt
w =3¢
~C
of
wd -wc ~ [l = 0
waaruit volgt .
_ wd

c =
w iy

Is de onderlinge ligging
van de schalen als in fi-
guur 11 aangegeven, dan
geldt

w:c= (wrpl)ig

en
c=_%4a
3 -\ 'ﬂ w+ P
0’ \\JI zodat, als g = d (lengte
7 ‘_’___..i(x w=-schaal) i1
1-/,-"'*#‘-‘1 Fig. 11 en p = [ =§;wordt ge-



nomen, de schaal van ¢ uit die van w kan worden geconstru-
ecerd.

Het is duidelijk, dat een dergelijke schaalprojectie ook geldt
voor elke schaal waarcp een willekeurige functie van w», of zoals
men wil van ¢ wordt uitgezet. We hebben dus door de w-schaal de
mogelijkheid een nieuwe functie toe te voegen

Verder mogen uiteraard ook op de a- en de wv-as alle mogelijke
functies van a en b worden afgezet.

Ook bij deze laatste nomogrammen kan de u- of de v-schaal wor-
den verschoven, Dit heeft tot gevolg dat de functie op de schaal
met een bepaalde waarde wordt vermeerderd of verminderd. In plaats
van dus bv. a2 + 5 op de n-as af te zetten kan men ook a2 afzet-
ten en de schaal over een afstand van 5 eenhedennaar beneden ver-
schuiven. Dit kap in sommige gevallen een vereenvoudiging geven
bij het berekenen van de schaalpunten.

Tenslotte kan men de afstand tussen de y- en de v-schaal weer
als een functie van een vierde variabele laten toe- of afnemen
analoog aan par.2.

4, Drie elkaar snijdende schaaldragers

Wil men bv,
1,11
a—+ T % (2.46)

dan zou dit in een
nomogram met drie
evenwijdiege schaal-
dragers leiden tot de
moeilijkheid, dat de
punten 2= 0, b= 0 en
¢=0 in het oneindi-
ge zouden worden af-
gebeeld. Om dit te
voorkomen kanmen ge-

~ bruik maken van drie

ur elkaar snijdende

t Fig.12 schaaldragers (fig.
12).

Trekken we een hulplijn evenwijdig aan de w-as. dan geldt
w:s=u; {urt
Verder geldt in de linker driehoek

s _ t _ v
siny ™ sin D7 sin &
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of in y
s=y2t en t=vy 31D

sin & sin ¢
Dit ongevuld in de evenredigheid geeft
wov s:.m Y= ' (u+v_sin_.3_)
sin « sin «
of
c L0
sin Y sin |
= + -
YVsin o W WVsind

en delen door u. v w geeft dan

I siny_1, 1 sinf

w sind v u sin«
Deze vergelijking gaat bij vermenigvuldiging met sin « over
mn 1 .. _1 . 1 ..

& sin (a+ By =7 sin o + 3 sin B
Daar verder geldt voor o= 3 dat

sin (a+3) = sin 2= 2 sin & cos &
ontstaat voor dit geval

1. 1
u

115 osu (2. 47)
v oW

Het geval van (2.46) kan dusworden weergegeven hij a="f= 60°
waarvodr 2 cos 4 = 1.
Voor het algemene geval van dit soort nomogrammen geldt dus
dat
1 1_-1
P»Tu + }-L?"" Us CZ cos & (2.48)
Zo geldt voor [L; = [4y = f3 en 0= {3=30° of cos o= AL
de vergelijking
1,1_1V3
a"b~c
Ook bij dit socort nomogrammen kan een van de assen over eenh
bepaalde afstand worden verschoven.
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III. NOMOGRAMMEN MET SCHARNIERLIJN
EN RAAKLIJNOVERGANG

1. Nomogrammen met scharnierliin

Moet men een nomogram voor meer dan drie veranderlijken
construeren, dan Kan men, gebruik makende van de in par.1.2
en 1.3 besproken nomégrammen, twee van deze nomogrammen aan
elkaar koppelen met behulp van een hulpschaal of schamier—
lijn.

De bewerking komt dan hierop neer, dat de vergelijking met
vier of meer onbekenden gesplitst wordt in tweeof meer ver-
gelijkingen met drie variabelen, voor elk waarvan men een
nomogram kan construeren. Hierbij dient opgemerkt teworden,
dat als eis gesteld wordt, dat op de hulpschaal voor beide
nomogrammen dezelfde functie moet worden afgezet.

Als voorbeeld van een dergelijk nomogram kiezen we de drai
nageformule van ROTHE.

_4kg?

=23

|

(3.1)

Hiervocor kunnen we schrijven

2
==L (3.2)

. S ]
Nu is zowel voor%-é;(= h als voor A ‘—*‘%T-Eéﬁnomogram samen
te stellen. Deze ide. nomogrammen worden nu gekoppeld. Hier-
vooTr zijn twee mogelijkheden.

1e mogelijkheid (zie bijlage I)
¥We beginnen met een nomogram voor
S =
= 4

waarvan de s- en de f-schadl tegengesteld zijn ende A-schaal
midden tussen deze twee in ligit. De s- ende X -schaal worden
becijferd als in bijlage I aasngegeven. Uit deze becijfering
en de hovenstaande vergelijking wvolgt de schaalverdeling
voor de f-schaal, waartoe nullijn I is getrokken. '
Vervolgens wordt een nomogram geconstrueerd voor

F2_

_Tl h
Hierbij wordt van de zelfde 4 -schaal gebruik gemaakt. De H-
en de !-schaal komen nu op gelijke afstanden aanweerszijden
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van deze schaal. Becijferen vaneen vande beide nieuwe scha-
len levert die voor de andere.

Daar op de h-schaal geen aflezing wordt gedaan. is het niet
noodzakelijk deze te becijferen. Voor de afleiding van de
andere schalen is het echter wel gemakkelijk. enige waarden
op deze schaal aan te geven.

ze mogelijkheid (zie bijlage 1I)

We beginnen met een nomogram voor
s= (4A) K
waarin de s-schaal als middelste wordt gekozen ende l -schaal
als huitenste. Alle drie schalen zifn dan gelijk gericht. Uit
de becijfering van de £- en de s-schaal volgt weer de h-
schaal. Op de nullijn I staannus =1, ¥ = 1enh = %
Daarna wordt met gebruikmaking van de #-schaal een nomo-
gram ontwcrpen voor
Hi= p 12
met de H-schaal als middelste schaal. Becijfering van een
van de nieuwe schalen levert weer de andere.
In dit nomogram zijn de schalen voor s enf minder gunstig,
omdat de meest gebruikte waarden te dicht bij elkaar liggen.

2. Nomwogrammen met raaklijnovergang
2.1 Algemeen

Bij meer dan drie veranderlijken is het niet altijd moge-
1ijk deze Zo te splitsen. dat op de h-as(sen) gelijke func-
ties ontstean. De oplossing kan dan worden gezocht in nomo-
grammen met puntenvelden (11.1.3). Een andere mogelijkheid
is een nomogram met raaklijnovergang.

Noemen we bv. de betrekking

c(d-e) (3.3)
dan kunnen we schrijven

28 o\
il

F=h= cht
Voor het eerste deel kunnen we een normaal puntennomogram
samenstellen met logarithmische schalen. Ook voor
kl=d - e
kan een puntennomogram worden samengesteld.
De beide nomogrammen pleatsen we nu zo, dat at en 4 lood-
recht op elkaar staan (zie bijlage ITI). Voor ¢ worden nu

zodanige curven geconstrueerd, dat de raaklijn aan deze cur-
ven de overgang van A naar h' vormt en omgekeerd.

24



Voor de waarde ¢ = 1 moeten daartoe de gelijke waarden van
h en A' worden verbonden. Lahgs de aldus ontstane raaklijnen

is de curve voor ¢ te construeren. Voor het geval ¢~ 2 moe-
ten alle punten op A! worden verbonden met de dubbele waar-
den op A. In het rechter bhovendeel van de figuur komen dus
lijnen met verschillende c-waarden.

2.2 Algemene vergelijhing voor de raaklijnkronme

In sommige gevallen is
het mogelijkde overgangs-
krommen te berekenen in
plaats van te construeren.
Hiertoe zullen we de al-
gemene vergelifking voor
deze kromme afleiden.

Voor een raaklijn die
van de assenresp. stukken
a en fia) afsnijdt (ge-

: trokken 1ijn in figuur 13)
> geldt:
Fig.13 2 (a+ha) f_{J’J#;ﬁ =1 (3.4)
Evenzo heeft een rasklijn, die stukken @ + Aa en fla + Aa)
van de assen afsnijdt als vergelijking (gestippelde lijn in
figuur 13)

f(a)

f(a-la)y

Y x =
Fla ~Ba) " Ta+ Aa) 1 (3.9)
voor Ag — 0 moeten beide lijnen samenvallen. Aftrekken van
de vergelijkingen 3.4 en 3.5 levert

Y - ¥ + X __x
fia) fla~Aa) a o+ Aa
y fla+ bda) - fla), _x. da

fla) fla= As) afa+ Aa)

i
o

of

of
y A fla) . x. Aa
fla) fla+Aa) afa+ Aa)

of
A fla) . ¥y . x _
Dda | fia] Ffla+ Aa) ala+ Aa)
Voor Aa-+~0 geeft deze vergelijking
y fita) | % _
—_—t—=10 3.6
TP @.9

0
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als fl(a) de eerste afgeleide van fla) is

De meetkundige plaats van punten diezowel aan 3 4 als aan
3 6 voldoen, is een bepaalde kromme. de omiullende De co-
ordinaten van deze kromme zijin te vinden docr x en y uit de
Ze twee vergelijkingen op te lossen

Dit geeft
_ fla)
Y7 flal - a fla) (3.7
af{al (3.8)

=0 - - afial

2.3 Enkele voorbeelden van berekeningen van raklijnkrommen

Stel, dat we een raaklijnkromme willen hebben voor de be-
rekening van

Fla) =2 (3.9)

De waarden van ¢ worden op de x-as afgezet. die van fla) op
de y-as. \
Nemen we nu b = 12, dan geeft dit bi invullen in 3.7 en 3.8
de waarden
xr=Y%aqg (3.10)
y = bfa (3.11)
Daar nu geldt, dat ¢ = 2x, kan uit 3. 11 worden afgeleid, dat
de algemene vergelijking voor de raaklijnkromme voor b = 12
voldoet aan

3
y =7 (3.12)
£(a) Deze kromme is in figuur
8 14 weergegeven. Voor an-

dere waarden van & kun-
nen - op overeenkemstige
wijze vergelijkingen wor-
den- afgeleid.  Figuur 14
geeft nu dus een: verme-
nigvuldigings- of de-
lingsnomogram met een
- raeklijnovergang.

-Bij het maken van no-
- mograimen: met. meer vari-
(%) abelen zal het meermalen
voorkomen, dat op de bei-
de assen ongelijke scha--
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len zijn uitgezet. Zo heeft bv. de.horizontale as een line-
aire verdeling en de vertikale een kwadratische.

We willen nu de overgangskromme hebben voor de verg. 3. 9.
Ondat nu de schaal voor f(a) een kwadratische verdeling
heeft, moet bij de bepaling van de coSirdinanten van de om-
hullende worden uitgegaan van de vergelijking

o) = 4] @19

Met behulp van deze vergelijking kunnen de waarden van x
eny uit 3.7 en 3.8 worden berekend. Het resultaat is dan

f(a) v ='ﬁ§ (3.14)
y 121 3a
, -2 .
10 x 3 a (3.15)

Daar nu geldt, dat
a= % x,voldoende raak-
lijnkrommen aan de al-
gemene vergelijking

2 .

Voor het geval b = 12
is de kromme weergege-
ven in figuour 15. Hier
is dus ook weer een ver-
menigvuldigings- en de-

| lingsnomogram ontstaan.
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IV GEBRUIK EN ALGEMENE EIGENSCHAPPEN
VAN DETERMINANTEN

1. .Determinanien in het algemeen

De leer der determinanten is afkomstig uit de vectorreke
ning. Determinanten hebben thans echter ook vele toepassin-
gen op andere gebieden.

In de analytische meetkunde wordendeterminanten toegepast
voor het onderzock van kegelsneden, bepalingen van middel-
punten en hoofdassen van tweedegraadskrommen.

De oppervlakte van een driehoek, waarvan de hoekpunten in
codrdinanten zijn gegeven kan in determinantvorm worden ge-
schreven.

Een determinant kan eveneens de uitdrukking zijn voor de
ligging van een vlak door drie punten ten opzichte van een
willekeurig in de ruimte aangebracht assenstelsel

Fen belangrijke toepassing van de determinanten is de op=
lossing van n-vergelijkingen met n onbekenden. Voldoennu in
de analytische meetkunde de coSrdinaten vaneen bepaald punt
aan twee of meer vergelijkingen dan wil dit zeggen. dat het
betreffende punt het snijpunt is van de door deze vergelij-
kingen weergegeven rechte of kromme lijnen. De voorwaarde.
waaraan een dergelijk punt moet voldoen. is dus in determi-
nantvorm te schrijven. Deze toepassing vormt de grondslag
van het gebrulk van determinanten in de nomografie.

Een andere. in de nomografie gebruikte toepassing is de
voorwaarde, waaraan drie punten moeten voldoen. willen ze op
een rechte 1lijn liggen.:

Een derde voor ons van belang zijnde toepassingils die van
het zoeken van de vergelijkingen van de uit de projectieve
transformatie van een nomogram verkregen figuur.

Voor hen, die niet op de hoogte zijn van de eigenschappen
vah determinanten worden de voornaamste bewerkingen in de
volgende paragrafen behandeld.

2. Definitie van determinanien

Een determinant 1s een verkorte schrijfwijze van een som
van producten. Hij wordt doorgaans geschreven in de vomm
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a; b, Cpoammmnnmnnn n,
a, bz Cpmm mmmmm- h,
83 ?3 Cgmmmm- - ?3
1 | | 1
1 \ ! 1
' * H ‘
a b R |
n n ] .n
Het aantal rijen (a,, by, €;s--—-—--4 h,) en het aantal
kolommen (a,, a;, @y, ---____ , a,) is steeds gelijk. Men

noemt dit de orde wen de determinant.

Hoewél alle hier na te beschrijven eigenschappen ook gel-
den voor determinanten van hogere en lagere orde, Zullen we
ons hier beperken tot determinanten van de derde orde.

Uitschrijven van de producten kan eenvoudig op de volgen-
de wijze worden gedaan. Achter de determinant van de derde
orde schrijven we nog eens de eerste twee Kkolommen van de
oorspronkelijke determinant op de volgende wijze

al\ ,'b'!\ ,,CI\ 'al\ /'bl
/’}\\ //,\\ Pl /’\\\b
az\ ,sz /C.‘,\ e by
< Y N N
a// ~ b// \C’, \\a’, \\b
3 3 3 2 3

De diagonalen van links boven naar rechts beneden leveren
nu de positieve termen, die van rechts boven naar links be-
neden de negatieve, dus

8y b: €

= + - - -
a, b2 ¢, a,bye, b10253+01a2b3 Clb2a3 a;':zba I)Iczz(‘,'_3

a, ba ¢,

Een algemene regel is, dat, wanneer het aantal verwisse-
lingen dat nodig is om in een product de indices de natuur-
lijke volgorde 1, 2, 3 te geven even is, dan is de term po-
sitief. Is dit aantal onewven, dan is het product negalief.

3. Eigenschappen van determinanten

8. Worden van een determinant rijen en kolommen verwisseld,
dan houdt de determinant dezelfde waarde.
De hoofddiagonaal blijft dezelfde en alle andere ter-
men houden hetzelfde voorteken.
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a, b, o @; 4; 4,
@y by eyl = |bg by by
a bs Cy €, €, €4

b. Vermenigwuldigt menalle elementen van dezelfde kolom (rij)
met het zel fde getal $ dan wordt de determinant p maal zo
groot.

In elk kont slechts een term vaneen bepaalde kolom voor,
Elk product wordt dus met p vermenigvuldigd.

Omdat geen verandering van waarde optreedt door verwis-

seling van rijen en kolommen, geldt hetzel fde voor de rijen.

Analoog geeft deling van een bepaalde rij (kolom) door
een bepaald getal ) een 7 maal zo kleine waarde van de
determinant.

c. Zijnalle elementen van een zelfde rij(kclom) gelijk aan o,
dan is de determinant = O
Vermenigvuldiging van de betreffende rij (kolom) met 4=o0
geeft deze determinant, dus D=-0.Dof D=0

d, Verwisselingvan twee rijen (kolommen) peeft de determinant
de determinant de tegengestelde waarde. .
Na de verwisseling geeft elke term een paarwlsseling van
de indices te zien, dus gaat elk product in zijn tegen -
gestelde waarde over

1 2 4 2 1 4 3 2 3
3 1 1] =- |1 3 1 = 1 3 1
2 3 5 3 2 b} 2 1 4

e. Zigm tuee. rifen (halommen) galijk,dan isde determinant = O.

Verwisseling van de betreffende rijen (kolommen) geeft

de determinant de tegengestelde waarde, dus [ — -[. Dit
is alleen mogelijk als D= 0
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f. Vormen de elementen van twee rijen {kolommen) eem evenre-
© digheid, dan is de determinant = 0

Na deling door de evenredigheidsfactor wordeh de rijen
(kolommen) aan elkaar gelijk.

g, Verschillen tweeofmeer determinanten slechts inde ele-
menten van eeh rij (kolom), dan onhtstaan bij optelling

ecen nieuwe detemminant, waarin de corresponderende rij
(kolom) de som van de oorspronkelijke elementen is

0 2 1 1 2 1 -2 2 1

-3 o+ |2 2 ol + |2 1 0= |2 0 1]
11 2 0 1 2 1 4] |z

= N

De waardevan een determinant verandert ntet, wanmeer men

alle elementenvan enige rijen {kolommen) vermeerdert met

een veelvoudwan de overeenkomstige elementen van een an—
dere rij (kolom).

2 3 0 2 342x0 0 2 5 0
1 -2 1| - |1 -2x1 1| = |1 o 1
3 -4 2 3 -442x2 2 3 0 2

Deze eigenschap wordt veel toegepast bij de berekening
van determinanten. Zo is

2 0
3 2 = 3 = 15
0 1 ¢ 0 i

Hiervoor zijn achtereenvolgens de 3¢ rij van de le rij
afgetrokken. Daarna 2x3e rif van 2e rij; 2x3e kolom van
le kolom en 2/3 x 2e rij van le rij.

Ontwikkelen van een determinant naar de elementen van een
rij of van een kolom

Met deze bewerkingsmethode wordt een nieuwe methode ge-
geven om determinanten te berekenen.
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a, by ¢,
D=la, b, cypo,(bes-bye,ly aszacl~b1c3%+ ag{bc,~byc )
b, ¢ b, ¢ b. ¢
2 C2 1 C 1 ¢
= a - 912 +(13
by ¢4 by ¢, by ¢

- a, A + a, A + aJAB

Door de ontwikkeling naar een bepaald element blijft
er dus een nieuwe determinant van lagere orde over. Deze
ontstaat uitde oude determinant door hiervan de betreffende
rij en kolom waarin het element voorkomt, weg te laten. De
aldus ontstane restdeterminant of minor heeft hetzelfde te-
kenals de corspronkelijke determinantals de som van het rang
nummer van rij en kolem waarin het element voorkomt. even is.
het tegengestelde teken als dit rangnummer cneven is.

Voor bovengenoemde determinant gelt eveneens

D= byicay— cya,) + bz{csaJ’ Czas)‘+ bs{czaz‘ czaIJ

en eveneens

D= Q C] .+ (5 C + Cs C.!

Door verwisseling van rijen en kolommen kan eveneens
worden afgeleid dat

D= a A +b Bitc O ayA,tb,By+c, Oy aAg+byByte Gy

Voorbeeld

1 4 2
5 1 4 2 4 2

2 5 1|l= 1 -2 +3 naar le kolom
4 2 4 2

3 4 2
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5.

2 1 1 2 1
= 4 + 5 - 4 naar 2e kolom
3 2 3 2 2
2 5 1 4 1 4
= -1 +2 naar 3e kolom
‘ 3 4 3 4| 2

naar (le rij) (2e rij) (3e rij)
Het randen van een determinant

Met de in de vorige paragraaf besproken eigenschap is
het mogelijk vah een determinant een andere determinant
van een hogere orde te maken met dezelfde waarde als de
oorspronkelijke determinant.

Om de orde van een determinant met 1 te verhogen moet
aan de determinanteen rij eneen kolom worden toegevoegd.

Stel, dat we van de determinant

een determinantvan de derdeorde willen maken.:Het.egrste
‘element van de nieuwe eerste kolom makenwe 1. De rest van
deze kolom kan dan bestaan uit nullen.

Ontwikkelen van deze determinantnaar ¢c eersterij geeft
dan 1 xdecorspronkelijke determinant, »'x ¢ en ¢ x 0 De
waarde p en g mogen dus willekeurig worden genomen.

Voor de twee laatste waarden inde eerste rij kan men
ook nullen invullen. De beide waarden van de niewe eerste
kolom krijgen we dan willekeurige waarden $ en q.

Omgekeerd kan dus de orde van een determinant worden
verlaagl« door eerste de elementen van een rij of kolom op
een na nul te maken met behulp van de eigenschap genoemd
in par.3 punt A.
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6. Het vermenigvuldigen van determinanten

Voor de vermenigvuldiging moeten de determinanten dezel f-
de orde hebben. Dit is steeds mogelijk door de laagste
orde door randen te verhogen. De vermenigvuldiging wordt
hier aan de hand van enkele voorbeelden toegelicht

1 2 5 8
4 5 X 3 6 91 =
7 8 2] 4 7 1

(1x2+2x5+3%8) (1x3+2x6+3x9) (1x4+2xT7+3x1)
(4x2+5x5+H6x8)  (4x3+5x6+6x0)  (dx4+5xTH6x1)
(Tx2+8x5+9x8) (Tx3+8x6-+9x9) (Tx4+8xT+9x1)

Omdat verwisseling van rijen en kolommen de waarde van

de determinant niet verandert kan de vermenigvuldiging
ook worden geschreven als

1 2 3 2 5 8
4 5 6 X 3 6 9=
7 8 9 4 T 1

{1x2+2x5+3x8)  (4x2+5x5+6x8) (7x2+8x5+9x8)
(1x3+2x6+3x0) (4x3+5x6+6x0) (' Tx3+8x6+9x9)
( Ixd+2x7+3x1) (4x4+5x7+46x1) (7x4+8x7+9x1)

7. Het oplossen van n vergelijkingen met n onhekenden

Een van de toepassingen van determinanten is het oplos-
sen van vergelijkingen.
Hebben we de vergelijkingen

ax tby+gez

|1}
-

i

ax .+ by toz

g, x .+ by + C; 2

Dan is de oplossing voor x, ¥ eh 3 respectievelijk



P b g 2, ¢, a, b
b o Gy “ % b
rog g rog 5 b
X - - Y = z =
q b g 4 b g 4 b g
% & q 5, b g G b g
aGH b g 4 b g 5 b g

Voor het geval van n vergelijkingen met #n onbekenden
krijgen de determinanten de orde »
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V. HET GEBRUIK VAN DETERMINANTEN
IN DE NOMOGRAFIE

i. Nadere beschouwing van het lijnen- en puntennomogram

Om duidelijk te
: maken, hoe determi-
| nanten. in de nomo-

o —— grafie worden ge-
|
|

bruikt, beschouwen
we I;et eenvoudige
- —=l——=~—=- nomogram

a+b=c (5. 1)

1 Als Cartesiaans
— 4 _ _] mnomogrambestaat dit
o uit een samenstel
! van drie soorten
rechte lijnen (fig.
16) te weten:

wn
w

Fig,16

1) liinen // y-as voor waarden van a
2) lijnen // x-ag voor waarden van b
3) lijnen onder 45 voor waarden van ¢

Drie bij elkaar horende waarden van a, b en ¢ geven nu een
snijpunt (b.v. @2 = 3, b 2. ¢ = 5) vande drie soorten 1ij-
nen. Voldoen omgekeerd de ocoordinaten van een punt aan de
drie’voor de"lijnén geldoende vergelijking, dan is dit punt

~dus een oplossing van de vergelijking. De voorwaarde, waar-
aan een dergelijk punt moet voldoen kunnen we nu in de vorm
van een determinant schrijven.

Beschouwen we het puntennomogram voor de verg. 5. 1({fig. 1T,
dan liggen drie bij elkaar horende waarden op een rechte

lijn‘y Elke oplossing in dit systeem moet aan deZe -voorwaar-
de voldoen,
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a < b
5 r 10 5
T T
<4 G
4 ] — 4
4 7
] + & -3
______ 4.5
2k 1 4 T~ 2
-+ 3
1 - 2 -J 1
+1
oL io0 -9
Fig.17

Qok hier =zullen
we deze voorwaarde
in de vom van een
determinant schrij
ven. Voor beide ge-
vallen zullen we
deze voorwaarde
eerst opstellen
voor CARTESIAANEE
coordinaten, Daama
zullen we nagaan,
welk verbander be-
staat tussen deze
coordinaten en die
van UNVERZAGT.

3, De collineatievoorwaarde voor drie punten

x

Fig.18

Liggen drie pun-
ten op een rechte
1ijn in een wille-
keuripge assenstel-
sel dan geldt voor
de gearceerde drie-
hoeken (fig. 18)

of (xp = 25) 2 vy - ¥g) = (2 = xp) 7 My, ~py)
(xp — 2%5) {y. ~¥p) = (2, —xp) (yp -y,) =0

In determinantvorm geeft dit

RS

Xe ~ %p Ye = ¥

37



Randen van deze determinant geeft

xb yb 1
*p = %g Yb ~ Ya 0|=0
Xe = Xp Ye = ¥b 0

of naomwerking (le rij bij 3e optellen, 2e rij van leaftrek
ken en le rij bij 2e rij optellen)

X, Yo 1
Xp, Y i|=0 (6.2)
X Ye 1

Willen drie punten op een rechte lijn liggen, dan moeten
de coordinaten dus voldoen aan hovenstaande determinant.

3. Het snijpunt van drie rechte lijnen
Een rechtelijn kan worden weergegeven door de vergelijking
ax +by +ec=0 (5. 3)

Het snijpunt van twee rechte lijnen moet voldoen aan de
vergelijkingen

ax.+ biy +c, =0 (5. 4)

aic,+b2y:+cz =0 (5.5)

Vermenigvuldiging met resp. G, en a, en aftrekken geeft

Yo (mb —aby) + (e —ac) =0

af
3,6, - 8,¢,
Yo e (5. 86)
Gb -ab
Idem geldt voor x
by - hg 5
X = ’ . .
ba, - ba,
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Voor een derde lijn door hetzelfde punt gelden dezelfde
vergelijkingen voor x en v, met dien verstande dat de index
2 moet worden vervangen door de index 3. De coordinaten van
x en y moeten dezelfde zijn, dus

GG ~ 4G G -GG bg - bg bg -§g
= en o
Ry -l ab -ab ha -ba ba -ba

Deling van de tweede vergelijkingen door de eerste levert
e ~bg &g - b
LG -~ 449 &G -0G

of als determinant

Bl UG bg - bq o
55 - 46 ho -bg|
Tanden van dezé determinant levert
a, b, 1
BRG ~ 4G be -bg 0|=0

%G -4G bg -bg 0

of na bewerking (¢, x le rij bij 2e rij optellen, ¢

3
bij 3e optellen en 2e enh 3e rii delen door c{i"

X le rij

a b G
a? la Cﬂ =0
y by G

4. Lijncoordinaten van Unverzagt

4-1 Bt systeem van lijncoordinaten
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y.as Pe ligeing van
een punt in een
plat vlak is be-

paald door zijn af-
stand tot twee wil-
lekeurige . elkaar
snijdende <uordi-
naatassen x en 'y
Deze weergave van
de plaatsbepaling
van het punt noemt
men een Cartesioans
coordinatensysteem

We nemen nu in
plaats van twee el-
kaar snijdende assen x en y twee evenwijdige assen u# en v
met beginpunten 4 en 8. De lijn Af noemt men de nullijn van
het systeem.

De x-waarden uit het Cartesiaanse stelsel (fig. 18) worden
nu van uit 4 op de u-as uitgezet; de y-waarden cop de v-as
van uit B (fig 19}. Positieve waarden van x en y worden naar

Fig.19

boven, negatieve naar beneden afgezet.

u-as

EN

v=-as

B

Fig.19

Nemen we het punt
P uit het Cartesi=
aanse stelsel. De
waarde x,—~ u wordt
dus uitgezet op de
u~-as; de waarde y,—
v op de v-as. Het
punt F wordt.inhet
nieuwe  <:clsel
weergegeverndoor de
lijn CD.

We nemen nu een
willekeurige 1lijn
door het punt P in
het oude stelsel.
Deze lijn snijdt de
x- en de y-as resp.
inTen K. Het punt
Twordt in het nieu-
we stelsel weerge-
geven door de lijn

ER (EAnuawT, yp- 0). Het punt R wordt in het nieuwe stelsel
aangegeven door de lijn AF (xpwu--0, yp=v=E5F).
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De lijnen CD, BE en AF in het nieuwe stelsel, die resp.de
punten P, T en R uit het oude stelsel weergeven gaan alle
drie door het punt 'S in het nieuwe systeem. Daar de genoem-
de punten liggen op de getekende lijn door P, gaan lijnen
uit het oude stelsel blijkbaar in het nieuwe stelsel over in
punten We zagen daarbij, dat punten wit het oude stelsel
overgingen in lijnen. De aldus verkregen wijze van uitzetten
noemt meh naar de ontwerper ervan de methode van de lijn-
coordinaten van Lvorongt, .

Daar het punt 'S de weergave is van de 1ijn RT =1t het oude
stelsel, zullen alle punten die op deze lijn liggen in ‘het
liincoordinatensysteem, 11, .en civen %% zeez -0 het punt
'S. Zo gaat punt { uit het Cartesiaanse stelsel over in de
lijn GA,

Elk willekeurig punt op de 1lijn AT zal dus worden weerge-
geven door een lijn door S. Ie lijncoordinaten van deze pun-
ten zullen nu moeten voldoen aan een bepaalde betrekking.
Deze betrekking moet dan tevens het punt 'S weergeven. Deze
betrekking is als volgt af te leiden uit fig. 20

Stel dat een willekeurig

N punt (P) wordt weergegeven

\\ door de 1lijn CD. 7 -varia~-

. bele afstanden ACCu en Bhw

N\ vepalen dan de ligging van

\ het punt in lijncoordina-
~\ ten. Verder stellen we

\ , AE - a  BF - B
Uit de gelijkvormigheid van

de driehocken CES en DBS
volgt dan dat

. X - 8D= ra—-w): .
- A -uw)yr v (5.9)
. Evenzo volgt uit de gelijk-

A B vorm jgheid van de driehoe -
Fig. 20 ‘ken ACS en FDS

D SDe: (B-1v) (5. 10)
Uit beide evenredigheden wolgt dan dat
(G-u) ! v 0: (F- {5.11)
Pu +ov - aff =0 (5.12)
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Dit isdus de vergelijking van het punt S in lijncoordinaten.

Evenmin als in het Cartesiaanse stelsel de assen loodrecht op
elkaar hoeven te staan, hoeft bij de lijncoordinaten de nullijn AB
loodrecht op de assen te staan. Bif een niet loodrechte stand ver-
andert er niets aan de afgeleide betrekkingen,

4.2 Afleiding van enige betrekkingen in het lijncoordinaten—
stelsel.
We trekken in het lijn-
coordinatenstelsel door S
E een 1ijn'SH evenwljdig aan
S de beide assenuen v (zie
. figuur 21). Nu stellen we
™~ AB-d
™. . AS =y
aﬁ ~. s -7 Y wordt fositief genomen
als S boven de nullijn
ligt, negatiefalsditpunt
~ er beneden ligt.
Nu volgt uit de gelijk-
— - vormigheid van de drie-
hoeken AHS en AFB
Al 2 AB = yr3(5.13)
of AH=dy (5. 14)

.
vy

/
e

Fig. 21

Evenzo volgt uit de gelijkvormigheid van de driehoeken ABE

en HBS HB = dy (5. 15)
&
Optellen van 5.14 en 5.15 geeft dan
Y= op (5. 16)
@B

De afstanden A4 en HB bepalen bij puntennomogrammen de lig-
ging van de middelste schaal. De waarden van Yy is bepalend
voor de modulus van deze schaal.

De algemene vergelijking van een lijn in het Cartesiaans
coordinatensysteem luidt

A +By +C =0 (5. 17

Analoog hieraan kunnen we voor de vergelijking van een punt

in een Unverzagt coordinatensysteem stellen
Au + B +C -0 (5. 18)
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In de vorige par. vonden we als vergelijking voor Zo'n punt

pu+av—ap=0 (5. 12)
Vergelijken van 5. 12 en 5. 18 levert dus dat '
A:ﬁ ) B: a en c: - O{Fﬂ

Door hiervan gebruik te maken kunnen dus de verg. 5.14, 5.15
en 5,18 worden ultgedruktin lijncoordinaten. We krijgen dan

_ c

7S = - F (5. 19)
A8 - "%;% (5. 20)
B - —i—é— (5. 21)

De plaats vanhetpunt § in het lijncoordinatensysteem kan
met behulp van deze formules weer gemakkelijk in Cartiaanse
coordinaten worden uitgedrukt. Hiertoe denken weons het nul-
punt vanhet Cartesiaanse stelsel in4, de x-as langs de nul-
lijnen de y-as langsde wu-as. Voor het punt 'S geldt dan dat

x = AK (5. 22)
y = HS (5.23)

Het bepalen van de puntenvergelijking en het lijncoordinaten-
systeem is nu vrij eenvoudig. In figuur 22 moet S voldoen aan de
waarden
u= -2 v=+ 2
u=+3 V=~ 1

zodat de puntvergelijking moet
voldoen aan

A+ 28+ C=0 (5.24)
en

34 - B+ C=0 (525

B Uit 5.24 en 5.25 volgt de
verhouding
A_B_-C
5% i (5.26)
i zodat de puntvergelijking in
) dit geval luidt
Fig.22 Ju+t sv-4=0 (527
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4.3 Enige opmerkingen over de algemene puntvergelijhing

Evenals bii de algemene vergelijking van een lijn in het
Cartesiaanse assenstelsel kunnen we enige kenmerken van de
puntvergelijking inhet 1ijncoordinatenstelsel onderscheiden
Uit de verg. 5.19, 5.20 en 5,21 voor de lijnstukken AH, HB en
HS kunnen we afleiden dat wvoor

C = 0 het punt ligt op de nullijn
A = 0 n f ] ] H V-85
B = 0 " i L n " U—BS

We hebben gezien, dat we met behulp van bovengenoemde ver-
gelijking een lijncoordinatensysteem steeds weer om kunnen
zetten in den Cartesiaangygteem., Drukken we in een punten-
nomogram de ligeging der punten dus uit in het Cartesiaanse
stelsel, dan moeten de bij elkaar behorende punfen voldoen
aan de voor de collineatie geldende determinant 5.2. Maken
we echter gebruik van lijncoordinaten, dan zal voor de col-
lineatie een andere voorwaarde gelden, n.1l, die, vervat in
de determinant 5.8

4.4 De woorvanrdevoor drie puntenop een rechie lijnin lijn-
coordinaten

Bij de in hoofdstuk II besproken nomogrammenen in par.V, 1
zagen we, dat voor de aflezing van puntennomogrammen gebruik
werd gemaakt van drie schaalpunten die lagen op een rechte
lijn. De voorwaarde hiervoor zal nu uitgedrukt worden in
determinantvomm.

Inhet Cartesiaanse assenstelsel werd voorhet snijpunt van
drie rechte lijnen in V.3 de voorwaarde afgeleid, dat de
coefficienten van de drie vergelijkingen

Axx.+ B’Jy,-!-C‘

gx&@y&q=o

A4Jx,+,%yz+(; =0

“fioesten voldoen aan
4 B C

1]
o}

1 p) 1
A? B2 C2 =0
A.’ B3 CS

44



Inhet lijncoordinatensysteem vindt men de verbindingslijn
van drie punten door de waarden'van u en v op te lossen uit
de vergelijkingen

0

Azu‘+ Blv,+q
Agu;+ E;v,+-g
%u‘% Bv+( =o

Deze bewerking is volkomen gelijk san die in V.3 voor het
snijpunt wvan drie 1lijnen in het Cartesiaanse assenstelsel,
met dien verstande, dat x en y hier zijn vervangen door u en
v. De voorwaarde dat drie punten in lijncoordinaten op een
rechte lijn moeten liggen, wordt dus ultgedrukt door de de-
terminant 5.8

I,

0

5. Voorheelden van het gebruik van determinanten in Carte-
siaanse pomogrammen

In par. V.3 hebben we gezien, dat de coefficienten van de
vergelijkingen van drie lijnen aan een bepaalde voorwaarde
moeten voldoen, willen ze door een punt gaan. Deze voorwaarde
schreven we in de vomm van de determinant 5.8

Omgekeerd moet, wanneer een stelsel van drie lijnen aan
deze vocorwaarde voldoet, hieruit een nomogram zijn te con-
strueren dat hestaat uit deze drie soorten lijnen.

We nemen het eenvoudige geval van fig. 16

a+b=c {5. 1)

Deze vergelijking schrijven we nu zmodanig in detemminant-
vorn, dat in de eerste rij naast bekende termen alleen de
veranderlij ke a optreedt, in de tweede rij alleen » en in de
derde rij alleen c.

Voor 5.1 kunnen we schrijven

1 0 -a
0 1 -b| =0
1 1 -

Vergelijken we deze determinant met 5.8, dan stellende
elementen van de riien de volgende vergelijkingen voor.



x+o.y-a =0 (5 29)
o.x+ y-—-bH =0 {5.30)
x+ ¥-¢ =0 (5.31)

De vergelijkingen stellen nu voor:

5.29 geeft voor elke waarde van a een lijn // y-as
55 30 " " n i . b i 74 // *—as
5' 31 n " i " n c n n met
hellingstangens — 1

We cten dus, dat dit nomogram is, dat in fig, 16 is uitgebeeld,

Op 5.28 mogen allerlei bewerkingen worden toegepast, mits de
waarde = 0 blijft. Zorgen we er nu voor, dat door de bewerking de
variabelen steeds in hun eigen rij blijven staan, dan kunnen we
direct de vergelijkingen voor de lijnen aflezen.

Vermenigvildiging van de lsatste kolom vande determinant met 10
doet de waarde (0) niet veranderen, dus

1. 0 -10a
1] 1 -10b =0 (5.32)
1 1 -10¢

Uit deze determinant volgen dezelfde lijnen, doch deze liggen nu
op afstanden van elkaar die 10x zo groot zijn.

Ook verwisseling van twee kolommen (of rijen) verandertniets aan
‘de waarde van de determinant. We kunnen dus ook schrijven:

-a 0 1
-b 1 0 =0 {5.33)
-c 1 1

De vergelijkingen voor de lijnen worden dan:

-ex+toy+l1=0 y=ax -1 (5.34)
~bx+ y+1=0 of y=b=x (5.35)
-cxt y+1=0 y=cx+1 (5.36)

Het nomogram zou dus ook kunnen bestaan uit lijnen, waarvoor de
hellingstangenten resp. a, b en ¢ zijn.

Verandering van de determinant betekent dus vervorming van het
nomogram, zonder dat het nomogram een andere oplossing geeft. In
het besproken geval werden andere lijnen gevonden. Dit is dus een
projectieve verandering en hierbij blijven rechte lijnen recht.
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We zien dus, dat uit de determinant eenvoudig de vergelij-
kingen voor de verschillende lijnen volgen. Hetzelfde geldt
uiteraard voor lijncoordinanten. Om dit aan te tonen zullen
in de volgende paragraaf enige veorbeeldenh worden gegeven
van 1n het eerste hoofdsttuk gegeven nomogrammern.

6. Enkele voorbeelden van nomozrammen met evenwijdige schalen
afgeleid met behulp van determinanten

Willen drie punten in 1lijncoordinaten op eeh rechte lijn
liggen, dan moeten de coefficienten van de vergelijkingen van
deze punten woldoen aan dezelfde voorwaarde als veoor het
snijpunt van drie lijnen in een Carteniaans assenstelsel

We nemen weer als voorbeelq de vergeliijking

a+b=c (6. 1)

waarvoor we nu eeh puntnomogram met drie evenwijdige assen
willen construeren.

Deelt men nu de elementen van de eerste kolom van de deter-
minant 5.28 door de modulus . -, die van de tweede kolom door
L, en vermenigvuldigt men vervolgens de eerste, tweede en
derde rij resp. met u, I, en i, dan wordt de detemmi-
nant ?

1 ¢ - My a
0 1 - My bl =0 (5.37)
My i - l“":l{a'{c

waariit voor de lijnvergelijkingen valt af te leiden

u - =0 (5. 38)
fhgti + JyU - Mglhae (5. 40}

Verg. 5.38 stelt, wegens het ontbreken van de term met v,
" 'een puntenserie op de u-as voor. In 5.39 onthreekt de term
met u, zodat de puntenm op de v-as liggen, Vergelijking van
5.40 met de algemene puntvergelijking 5.18 levert 4 - \,,
B =, en C=pp.c. Invullenvan deze waarden in de verge-
lijkingen 5.20 en'5.21 voor de afstanden AH en HB geeft

I
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e _ {5.41)

Ap LT
Lptthy
kg d {5.42)
HE = e
Myt

Veworil, = [y ligt de derde as dus midden tussen é2 Beide

eerste assen in,
Invullen van de waarden voor 4, 5 en C in 5,19 geeft:

Fe o _Mata©
Myt Ly

Voor = Uy 18 dus de derderzd:lus [, = - % L, Verder blijkt
uit 5.41 en 5.42, 5-43 dat een verandering van de moduli U,
en L, ook een verandering van de modulus p ‘rr. deplaats van
de derde as inhoudt.

Gebruiken we wvoor bovenbeschreven nomogram Cartesiaanse
coordinaten, d.w.2z. leggen we de x-as langs de nullijn, de
y-as langs de u-schaal dan geldt voor alle punten op de u-as

X =0, X.o= Uy 0

en voor alle punten op de v-schaal

x;i,y:pzb

als de afstand tussen de schalen = d is,
Voor de w-sachaal (middelste schaal) wolgt dan deor invul-

len van de betreffende waarden in de vergelijkingen wvoor AX
en AS

x = Mid (5. 44)
Myt U,

y = Hgtat (5.45)
Hey -+ p’g

Drie bij elkaar horende punten van deze schalen moeten nu
op een rechte lijn liggen, dus volgens de voorwaarde vervat
in 5.8:
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0 e 1

d My b il e (3.48)
Hpd Hgbhyc
[THETN TRETVR

Stellen we nu [, = Mg, dan blijkt de middelste as naar
het oneindige te verdwijnen: op de v-as moeten dan de waar-
den langs de negatieve as worden uitgezet.

Van deze eigenschap kunnen we gebruik maken, wanneer we
twee nomogrammen met een scharnierlijn willen verbinden. De-
ze kan dan near het oneindige worden verplaatet =co:r ~ -ide
nomogrammen, zodat slechts vier schaaldragers overblijven.

Stel dat we een nomogram hebben voor

a.+ b: 'f)"'q (5;47)
of
a'+b.:hs.;b.+q (5. 48)
s en p b en C[’ e
A g
q
naliijn
P P
Y
Fig.23

Voor L = —M,verdwijnt de scharnierlijn # inhet oneindige.
Gebruif(en we Hezel fde schaaldragersook voor cend (fig. 23)
dan geldt hiervoor ook de determinant 5.46 met dien verstan-

de, dat nu voor a en b resp. de waarden $ en ¢ moeten worden
gelezen,



Draaienwenu ¢ en ¢ als in de figuur aangegeven, dan kun-
nen we voor de aflezing gebruik maken van twee onderling
loodrechte afleeslijnen.

Stel, dat we de p-schaal langs de oorspronkelijke nullijn
(x~as) leggen de g-schaal op een afstand = d daarboven. De
schaalwaarden van £ worden dan weergegeven door

x=l;p,y=0 (5.49)
en die wor de g-schaal

x=-d-u,q,y=d

Voor het vermenigvul digingsnomogram
a.b=c {5.51)

geldt eveneens het boven afgeleide, mits deze formule wordt
geschreven in de vomm

loga +log b =1logec (5. 52)

De formule is echter ook te schrijven als

1 0 -a
b -1 0l=0 (5.53)
0o -1 ¢

Deling van de eerste en tweede kolom door resp. U, en U, en
vermenigvuldiging van de rifen met resp. M, , M|, en |,
geeft ‘

1 0 -pa
Mab W 0 (=0 (5. 54)

0 1 Mo

Gebruik van 14j ncoordin_aten leidt tot de puntvergelijkingen

u + 0o - My a= 0 {5. 55
Mobu ¢ M +0 =0 (5. 56)
0 + v+ p,zc =0 (5.57)
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Voor positieve waardenvan U, cn ji, geeft de eerste .ver.
gelijking wegens ontbreken van ée term met v een puntenserie
op de u-as. De derde vergelijking geeft wegens ontbreken van
u een serie puntencp de v-as. Inde tweede vergelijking ont-
breekt de bekende term; d.w.z. dat de punten liggen langs de
nullijn. Hun afstand x tot de u—as wordt weergegeven door de
vergelijking 5. 20, dus

x ,_.,I;JE_ (5.58)

g Pty
Voor b .- 0 is x = ¢ Het schaalpunt b - o wordt dus afge-
beeld in het snijpunt van de nullijn met de w-as. Voor b —ceo
is x =~ Het punt b =es Lc.t dus in het snijpunt van de

nullijn en de v-as.
Hiermee hebben we dus het N-nomogram van par. II.4 terug-
gevonden, waarin de w-as een projectieve verdeling had.
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VI. OPSTELLING VAN DE DETERMINANTEN

i. Algemene voorwaarden waaraan de determinant meeti voldoen

Voor een lijncoordinatenstelsel met twee onderling even-
wijdige assen moeten, willen Urie punten in dit stelsel op
een rechte 1ijn liggen, de coefficienten A, B en C van de
drie puntvergelijkingen

Alu + Bj-v + CI =0 (6.1}

Apu +By+C,=0 {6.2)

Asu + Bj‘v'.+ Ca = () (6.3)
voldoen aan

A, B, C,

4, B Cilo (5.8)

45, 5 o

Kan een gegeven vergelijking in een zodanige vorm als de -
terminant worden geschreven, dat in elke rij slechts €én ver-
anderlijke optreedt dan hebben we gezien, dat uit deze deter-
minent onmiddeiijk de schaalpunten van het nomogram kunnen
worden bepaald. Is het dus omgekeerd mogelijk een vergelij-
king in een zodahige determinant te schrijven, dan kan hier-
voor een nomogram met drie op een rechte lijn liggende punten
worden geconstrueerd.

In zijn algemene vorm mag de determinant de gedaante

fla) glal hia)
Flb)  glb)  h(b)| =0
frlel gic) hle)

Ligbben. Hierin worden f, [ én A dan beschouwd als functies
van de variabelen,

¥aen we gebruik van een. Cartesiaans assenstelsel dan is
de voorwaarde voor drie punten XYy o XY, ©M Xy ¥5 0peen rech-

te lijn:
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x Y 1{ -0 (5.2)

Is het dus mogelijk een vergelijking tussen drie verander-
lijken a. b en ¢ in een determinant van de vorm

fia) gla) 1
fib) glb) 1l=0 (B. 5)
flel gic) 1

te schrijven, dan kunnen f{a). gia)} enz. worden geinterpre-
teerdals puntenmet coordinaten x, y waarvan driebi} elkaar
behorende puntenop een rechte 1ijn liggen. De vergelijkingen
van de puntenschalen, waarop de punten a, & en ¢ worden uit-
gezet hebben dan als vergelijking

%, = fla xq = Fl0) xg = flcs

6.6)
gici (

v, = glal ~ y, = glb) Yy

il

De determinant 6.5 kan altijd worden verkregen uit 6.4.
Immers gaat deze, wanneer de rijen resp. door (hia en A(dH)
en h{c) worden gedeeld, aver in

i 'g(;) El’z)‘ 1

fib) gib) 1{=0 €.
h{b) hib)

fie) _gle)
h(c) hic)
en dan worden hieruit ewensens vergelijkingen van de punten-
schalen afgelezen, analoog aan 6.6

Van elke willekeurige vergelijking met drie variabelen,
diein de meest algemene vorm 6. 4 kan worden geschreven, kan
dus een nomogram worden geconstrueerd, Hiervoor kunhen zowel
Cartesiaanse al s 1ijncoordinaten worden gebruikt. Zolang twee
veranderlijkenop onderling evenwijdige schalen kunnen worden
ultgezet, geven lijncoordinaten bepaalde voordelen. Zodra
echter bepaalde variabelen of functies daarvanmet een hogere
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macht workomen bieden Cartcoiaanse coordinaten bepaalde
voordelen,

2, Het opstellen van vergelijkingen met drie veranderlijiken
in determinantvorm

2.2 Algemeen

Voor eenvoudige vergelijkingen lukt het schrijven in de
determinantvorm meestal zonder veel moeite. Voor ingewikkel-
der formules is het verdernogwel eens mogelijk door een paar
maal proberen een oplossing te vinden. Er is echter ook een
strengere methode, de z.g. eliminatiemethode. Hierbij wordt
door invoering van twee hulponbekende de oorspronkelijken
vergelijking gesplitstin drie andere vergelijkingen, in elk
waarvan behalve een veranderlijke uit de oorspronkelijke ver-
gelijking een of beide hulponbekenden in de eerste graad voor-
komen. We zullen een aantal voorbeelden van deze methode geven.

2.za+b-c=0
a

' Stel nu =&« en b="3 Dan is
o -a=0 (6.8)
B o —b=0 (6.9)
O(+F’1 —c =0 (64 10)

Deze vergelijkingen zijn lineairind en |3. Meetkundig zijn
dit de vergelijkingen van drie rechte lijnen in het of-stel-
sel, Ze gaan door een punt, n.l. het punt & = ¢ en ¥ = b, als
de betrekking geldt

1 0 -a
0 ~b|l=0 (6. 12)
1 1 -G i
‘2.3 ab-¢c=10
Stellen we
ab = (6. 13)
dan geeft invullen in de vergelijking
X—-c =0 (6. 14)
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We moeten 3 nu zodanig kiezen, dat eliminatie van a en b
twee vergelijkingen in B van de eerste graad geeft Stel

a.+ b ﬁi'ij (6 15)
Dan geeft 6 15 ingevuld 6.13

alB-0a) sa of -’ +apsa
bi'B-b =a of b7 b= a

De vergelijkingen worden dan

a-af +a?-0 (6. 16)
«~ b3+ b -0 (6. 17)
[» = ¢ =0 (Ss 14)

en de determinant wordt

1 e} a?
1 b bl (6. 18)
1 0D -c

De factor (e-b) noemt men de parasitische factor.

Ook hadden we a-b- ' kunnen stellen. De determinant zou den
ziin geworden

1 b -b?|.o0 (6.20)
1 0 -~

of na ontwikkeling
{fe.+ b fab--c¢c) =0 (6.21)

2.4 a+b+c—abc:o0

We stellen weer ad - & en uit 6.23 volgt dan (6. 22)
a+b - (6.23)
a :.'p - b (6. 24)
b = ﬁ - a (6:. 25)
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Invullen van 6,24 en 6.25 in de vergelijking geeft
& a’p o a? -0 (6.2
G- bF+bizo0 (6. 28)

Invullen van 6.22 en 6.23 in de oorspronkelijke vergelijking

geeft dan
~&c +PB.rc=0 (6. 29)

zodat de deteminant wordt
1 b b%= 0 (6. 30)

Ultwerken geeft dan
—bc +abdc+a? —adbc — b¥ +ac -0
abs(b—~a) + (a+b) (a-bl +cla-bl-o0
fa - bl (~abc+a+b+c) o (6.31)

- b 4c-b
@5 @= o Tac—b

Hiervoor kunnen we schrijven

4a (3¢ -~ b) ~bidc -b) -0 (6.32)

b? + 120c —dbia+tc) =o (6.33)

Nefmen we ac = o (6. 34)

en a+c="P (6. 35)
dan geeft de laatste vergelijking

a=p-c¢ (6. 36)

c=PB-a (6.37)

Invullen in 6. 34 geeft dan
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o{'f-a =« of G- af + a0
{6.38)

clB-c¢c =« of o-cB +cizo0
(6.39)

En invullen van 6.34 e 6. 35 in 6.33 geeft dan
~12% - 46'3 + 6% 0 (8. 40)
en de determinant wordt dan

1 ~a a
1 - ¢t = 0 (6.41)
12 b b2

of uitgewerkt

(a~c) {63+ 12ac - 4b(a + c)} = 0 (6.42)
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VII. TRANSFORMATIE VAN NOMOGRAMMEN

1. Algemeen

Moet een nomogram met drie rechte schasldragers worden ge-
construeerd voor ver uiteenlepende waarden van de veranderlij-
ken, dan is het noodzakelijk een zeer kleine modulus te ge-
bruiken. Hierdoor wordt de afleesnaauwkeurigheid wellicht te
klein. Soms kan het bovendien gewenst zijn, dat schalen of
delen van schalen vergroot of verkleind worden om ten aanzien
van de afleesnauwkeurigheid een bruikbaarder nomogram te krij-
gen, Bij alle tranformaties moet als eis gesteldWorden,
dat de samenhang tussen de variabelen, die aan het nomogram
ten growilslagligt. behoudenblijft. Inde volgende paragrafen
zullen enkele grondslagen en voorbeelden voor en vah derge-
lijke transformaties worden behandeld.




2. Het principe van de transformatie

Als illustratie van een projectieve vervorming beschouwen
we figuur 24.

In het vlak ¥ ligt eennomogram met drie evenwijdlge scha-
% v enw De nullijn van dit nomogram is de lijn ABC Dbit
nomozram wordt nu vanuit het punt 0. dat ligt bulten beide
vlakken, op het vlak V' geprojecteerd. De afbeelding van het
oneindig verre punt van de u-,v- en w-schaal komt te liggen
op een 1ijn door 0 evenwiidig aan deze schalen dus evenwijdig
aan het vlak ¥ De weergave van dit punt in het V- -vlak is
het snijpunt 'S van deze 1lijn met het ¥ -vlak

De snijliin van de vlakken V em V- blijft bij projectie
onveranderd. De getransformeerde schalenin het ¥’ -vlak lig-
gen dus langs de lijnen SI, 'SH en SG De punten 4. B, C. enz
worden bepaald door het snijpunt van de lijnen 04. 08, OC enz
met het 'V‘-vliak Na projectie hebben we dus in plaats van
drie evenwlidige schalen drie elkaar ineen punt 'S snijdende
verkregen. De nieuwe schalen in het V/-vlak hangen nu projec-
tief met de oude schalen in het V-vlak samen.

Meetkundig is het mogelijk uit de ligging van vier punten
in het V-vlak en hun projecties in het ¥‘-vlak de stand van
V' en O ten opzichte van ¥ in de ruimte te construeren.

3 FEnkele voorbeelden van transfermaties

2.1 Betekents van de veranderingen van de determinant

Reeds eerder (par.V.5) iser op gewezen, dat elke verande-
ring vande constructiedeterminant een transformatie van het
homogram voorstelt. We zullen later amantonen, dat bij de
transformatie puntea overgaan in punten, rechte lijnen in
rechte 1lijnen enz.

Omna te gaan, wat een verandering van de determinant voor
transformatie geeft, gaanwe ult van de algemene constructie
determinant.

fla) gla) 1
fib) gty 1]|=0 (6. 5)
Ffic) gle) 1

waarvoor 8ls schaalvergelijkingen gelden

x, = flal  x,=fb)  x,=flc)
vy = gla) ¥, = gibl vy = gle
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Optellen van een bepaald getal hij de eerste kolom voor de
determinant geeft een verschuiving van alle x waarden over
een bepaalde afstand.

Idem geeft optellen van een bepaald getal bij de tweede
kolom een verschuiving van alle y-waarden,

Optellen van een bepaald getal bij de derde kolom geeft
een verkleining van de x- en de y-schalen, Immers moeten dan
om terug te komen tot de waarden &dén in de laatste kolom,
de belde andere kolommen door de waarde van de laatste wor-
den gedeeld.

Optellen van een bepaalde waarde bij een rij geeft, -evenzo
een verschuiving, maar nu van de betreffende x en y en een
schaal verandering.

Vemmenigvuldiging van een kolom geeft een vergroting in
een bepaalde richting, zoals gemakkelijk uit de schaal verge-
lijkingen blijkt.

Deling van een kolom geeft een verkleining van een bepaalde
schaal of coordinaat.

Verwisselen van eerste en tweede kolom geeft een draaiing
van hetnomogram, Verwisseling van rijen geeft een verwisse-
ling van de schalen,

Verwisseling van rijen en kolommen geeft drasiing van het
nomogran.

3.2 Transformatie van é +,-§-:

ofm

We zullen nu de transformatie van het in II.4 besproken
nomogram voor de vergelijking

L+d=1 (1. 1)
nagaan,
In determinantvorm kunnen we voor deze vergelijking schrij-
ven:

1 o %
1

o1 % (1.2)
1

1 1 &

In parallelcoordinaten stellen de eerste en tweede rij bij
veranderlijke a en b resp. puntenseries op de u- en de v-as
voor, De derde rij geeft een puntenserie op een as midden
tussen de u- en de v-as. Uit deze determinant volgt dus een
nomogram met drie evenwijdige, -op gelijke afstand van elkaar
liggende, .rechte schaaldragers, .
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Het nadeel van dit nomogram is echter, .dat voor de waarde
nul van @, - b en ¢ de punten inhet oneindige verdwijnen, - ter=-
wijl voor grotere waarden depunten dicht op elkaar komen te
liggen.

Om hierin verbetering te brengen, . vermenigwldigen we de
eerste, - tweede en derde rij van de deteminant resp. met a,
b en c¢. Hierdoor krijgen we:

o b 11-0 {7.3)

Invoering van moduli door de eerste kolom met U, en de
tweede met u, te vemenigvaldigen, . levert:

My 0
0 M,0 1|=0 (T.4)

Bi€  U,e 1
In Cartesiaanse coordinaten krijgen we dan als schaalver-

gelijkingen
x

1 H.Ia xn = Q@ x3 -_—,|J.1C.‘

(1.9
Yy =o0. Yy =0 vy =U,c
Zetten we nu (x,y ) op de x-as en (x,y,] op y-as uit, dan
moeten de waarden eI liggen op een 11311 door de oor-
sprong van het assenstelsel, : Immers geldt wor ¢

Xg Ja
¢ = i, en c = i (7.6)
zodat ook geldt
Ys = b .7
X3 My
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Het nu verkregen no-
mogram is schematisch
weergegeven in figuur
25, De a- en de b-
schaal =zijn beideli-
neair, Verder blijkt
dat. omdat OF = AC,

0c? =
043 + 0B?- 20A.0Beos
p (180 — o) (17.8)
~ Y a {x-as)

0 A . als o de hoek tussen
Fie.25 de x- en de y-as is.

Voor 7.8 valt nu te schrijven;
oc? = i cdrpdc?- 24, W, ¢? cosx (7.9)
0C = Wud +u? - 24, L, cos (7.10)

De vergelijking 7.10is tevens de algemene vergelijking voor
een nomogram met drie elkaar snijdende schalen,

Door de transformatie hebben we punten uit het oneindige
in het oude nomogram in het punt O van het nieuwe nomogram
gebracht. Meetkundigisniets anders gebeurd dan dat het oude
nomogram is geprojecteerd op een vlak,  dat het vliak door het
gorspronkelijke nomogram snijdt en evenwijdig loopt aan het
vlak door het projectiecentrum O en de nullijn van het oor-
spronkelijke nomogram,

4. Algemene vergeliikingen voor de transfommatie

Voor ingewikkelder gevallen is het niet altijd mogelijk
direct uit een eenvoudige verandering van de oorspronkelijke
determinant de constructiedetemminant va. -t jetransfor-
meerde nomogram vast te stellen. Hiervoor moeten dus algeme-
ne regels worden opgesteld. .

Worden de oorspronkelijke punten weergegeven in coordina-
ten x en v en de getransformeerde (geprojecteerde) punten in
coordinaten %/ en y'/, dan kan het verband tussen deze coor-
ginaten worden weergegeven door de algemene vergel ijRingen.

ax.+ay +a,

Ci% 4 €Y 4+ €y

x! (7-11)
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i - ‘]Lg" Cad - bj‘
yoo- Cx+C,y +0, (7.12)

In deze vergelijkingen worden x’ en v’ uitgedrukt als ge-
broken lineaire vergelijk.ngen in x en y, Uit elk willekeu-
rig punt P ontstaat een punt Pf.

In de formules komen 3x3 coefficienten voor. Worden I:ze
coordinaten nu zodanig gekozen dat de determinant

GI Clz Gs
€, €, G,

vuitishet mogelijkomook x en y uit te drukken als gebroken
lineaire functies van x/ en v’. Ditwil zeggen, dat de trans-
formatie omkeerbaar 1s, omdat uit bekende x' en vy’ dan x en
¥ volgen en omgekeerd,

Van een rechie lijn

Ac+ By + =0 (7.14)
luidt nu de getransformeerde formule
Al + Byl + 0P =0 (7.15)

waarin voor x' en y’ de bovengenoemde vergelijkingen kunnen worden
ingevuld. De dan ontstane vergelijking blijft van de eerste graad
in x en y. Algemeen zal gelden dat een vergelijking van de n-de
graad overgaat in een nieuwe vergelijking van de #-de graad. Door
. de projectie gaan dus rechte lijnen over in rechte liinen, 7~
graads krommen in #%-graads Xrommen enz.

Wil men uit de oorspronkelijke figuur de getransformeerde
figuur vaststellen, dan moet de verhouding van een van de
coefficienten @y, G, enz tot de acht overige bekend zijn

Om deze acht verhoudingen vast te stellen, moeten dus van
4 punten zowel x en y als x’ en y’ bekend zijn.Mogelijk is
dat ook, - wanneer van drie punten de coordinaten en beide
stelsels bekend zijn, van een vierde punt, -alleen x en x°
(of y en ¥/} en van een vijfde alleen y en vy’ (of x en x7).
Willen de vergelijkingn onafhankelijk zijn, dan mogen van
deze punten geen drie op een rechte lijn liggen.

Voor de hepaling van de transformatie moeten dus de oplosa-
sing gezocht worden van 8 vergelijkingen met 8 onbekenden.
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Voor een getransformeerd nomogram moet blijven gelden, dat

dat drie afleespunten op een rechte lijn liggen, -dus

x

[

1
%3

X

5

yy 1
y‘; 1= 0
yvioou

7. 16)

Iovullen vai de waarden voor x' em y' uit 7.11 en 7.12 in
7.16 een uitdrukking in x en v, n. 1.

g v Y, + a5

blxl + bz}’; + bs

(]

cx, +¢

%1 Y1

+CJ

Ui¥a + 0¥z + Oy

€y T ey T ey T

bsz+ by, + b

1
: ¥
clx2+c2y2+r:3 clx2+c2y2 nr:‘3
g% + %Y3 + 93 bxg. 4 by, 4 by 1
CiX5 T ¥+ ¢ Cg H Oy T Cy

(7.17)

Vermenigvuldiging van de rijen met de waarden in de noemers

geeft

+ +
BgXy T OYy T O,

Y2

+ +
Gy 7 ByY3 7 Gy

s
alxz [¢]

bty M by, b

by,

blxs + b

en voor deze determinant

a, a
£ b
1 2
€y c

+ bzy

2

Patb,

valt te schrijven

X Yy 1
x, v, 1|=0

Xy Ys 1

(7.18)

Clx1+c2y1+c.’i

+ b3 cx, ey, o =!

+
ch3+C2y3 6‘3

(7.19)

De eerste determinant noemt men de transformatiemodulus. -
De constructiedeterminant van het getransformeerde nomogram
kan dus verkregen worden door die van de oorspronkelijke de-
terminant te vemmenigvuldigen met de transformatiemodulus.
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Deze moet bepaald worden uii de 8 vergelijkingen in @, a,
enz. ~die zijn op te stellen uit de coordinaten van vier pun-
ten in elk stelsel.:

5. Yoorbeeld van transfnrmatié met behulp van de algemene
vergelijkingen

We wensen een nomogram voor de vergelijking:

a=2 V100 - 2 (7. 20)

voor waarden van ¢ tussen 5-en 10
van b tussen 1 en 5
van ¢ tussen 1 en 10
Voor 7.20 kunnen we schrijven
c?(a? + b?) —100 B2 = p (1.21y

of in determinantvorm

c3. 0 1
100 —a? 1|=0 (7.22)
0 b2 1

Vermenigvaldiging van de eerste kolom met |, -van de twee-
de met ., levert:

hec? 0 1
|10y, —we? 1l=0 (7.23)
0 wt? 1

De schaalverdelingen (in Cartestaanse coordinasfen) van het
nomogram zijn dan:
2
x2 = 100 !.[.1 x_, =0
7 , {7.24)
y1:0 Ya= 1,8 Y3"-'!J'2b'

We nemen zowel voor U, als voor L, een modulus van 1 mm.
Zetten wenu (xl,yl) en (x3,y3) afop resp. de x= en de y-as, -
dan kog”. de derde schaal {xz,ng, op een afstand van 100 mm
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evenwijdig aan de y-as te lopen. Het nomograr krij.t
dan de in bijlage IV aangegeven vorm. Alle drie ‘de schalen
hebben een kwadratische verdeling, De x-as (wasrop de waar-
den van ¢ zijn uitgezet) isschuin gelegd om ruimte te sparen.

Het nadeel van dit nomogram is, dat de b-schaal zeer kort
is. Verder is de afleesnauwkeurigheid van de e-schaal voor
kleine waarde gering. Omhierin verbetering te brengen =zul-
len we trachten door projectieve transformatie de schaalaf-
standen wat gunstiger te verdelen.

Om te beginnen laten we de c-schaal (x-as) ongewijzigd.
Het eerste deel van de a-shcaal moet iets worden uitgerekt.
Hiervoor stellen we, dat het punt a < 5 midden op de schaal
kont te liggen. Het punt a = 10 komt weerophet eind van de
schaal. Verder houdt de schaal dezelfde plaats en lengte.

We kiezen nu vier punten die zowel in het oude als in het
nieuwe stelsel bekend zijn. Dit zijn:

wordt (het punt ¢ - 0)
1

Yy, =0 ¥i = 0
x, = 25 xj = 25

wrdt I (het punt ¢ = 35)
Y, = ¥, =
x, = 100 z} = 100

wordt het punt @ = 5
¥y =25 y} = -50 ( )
X, = 100 xi = 100

wordt 1 (het punt e = 10}
¥, = —-100 y, = —100

Door deze vier punten is de transformatie voilecigbehend
Invullen van de betreffende waarden in de vergelijkingen voor
x' en y° levert immers

+
G'L'O a,.0 + Gy

o= - of a4, =0 {7.25)
¢s-p +c,.0 +c, 3
b,o +b,.0+b
- 1 2 3
o= —
€;0 + c,’.o +c, of b-” =0 (1. 26)
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+ sz
a,.25 *a,.0
€-35 + 0,0 + €y

b,25 +b,.0
c1e25 + €,.0 * ¢,

‘ ~ba.25
€100 —c,.25 + ¢,

a,.100 — a,.100
¢;. 100 ~ ¢,.100 + ¢,

100

~b,. 100

-100
01.100 Py

100 * ¢,

tit 7.30 en 7.32 volgt:

100 ¢,
100 ¢,

- 25¢c,
-~100¢

1.2

of

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

~- 15¢,

€y

Uit 7.29 en 7.31 volgt

400 ¢, - 100 ¢, + 4c,

3

a '—QL 1Xx

5,}92?_L? “IT#ZQQ + ¢

[
¢

Invullen van de waarde = - ; a

en 7.30

b,

400 ¢, ~ 100 C, tdc,

100 c, -~ 25 ¢, + ¢,

'y

—Saz

-1 Gy
00

in 7.30 geeft uit 729

4 a

1 a

2
4x
-1,5a

.:4(11"'2
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a

2 =-20;

Invullen van de waarde b, - 0,02 a, in 7.32

levert uit 7.32 en 7.27

3a;, en ¢

100 ¢y + €y, =0
25 €, +ec =-a
5 Cj =

We hebben nu alle waarde uitgedrukt in al.n.l.

a, = a, b, =0 €, =0
-a;=2a, by=3a;-,=002a (7.33)
a, =0 by =0 €y =@
Stellen we ay = 1, dan wordt de transformatiemodulus.
1 -2 0
D=0 3 0|0 (1.34)
0 -0,02 1

De constructiedeterminant van het getransformeerde nomo-
gram wordt dan:

[=]
w
[=]
.

o
(=3
o
I

=]
w

L T

i}

(7.35)

100 + 2 2® -3 a? 0,02 ¢ +1=0
-2 b2 3 b2 0,02 5% + 1

of na deling door de waarden van de laatste kolom
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¢? 0 L
100 _-3a? 1
0.02 a’+ 0 (7.36)
o -2p? _ 3?1
10,0257 1- 0.02b?

Hieruit zijn de schaalvergelijkingen voor de a en de ¢~
schaal gemakkelijk af te lezen. Uit de schaalvergelijkingen
van de nieuwe b-schaal blijkt, dat

vt | Ryl = =g 0f 3,1 w8 s

De drager van de b-schaal gaat dus door het nulpunt van het
assenstelsel,

1

De constructie vande waarden op de ¢-schaal levert nu wel
enige moeilijkheden op door de schuine stand van de assen.
Is de hoek tussen de x- en y-as B dan blijkt uvit figuur 26
door toepassing van de cosinusregel in de driehoek 4 0 B

p? = x* + y? - 2.x5.y cos 8 {7.37)
In het getekende nomogram is cos {3 - 0,96. Verder is y'

Hir Invullen van deze waarden geeft dan voor de lengte
2x

van p.
ﬁ = 061 X =
b-schaal 1 2252

s —

v 1~ 0,0262
e (7.38)

e 4-as Hieruit kun-
. nen de waar-
- den van p een-

s voudig worden
’ berekend,
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6. Vereenvoudigde oplossing van de iransformatie

Bij de in de vorige par. beschreven transformatie werd de
plaats en lengte van de a-schaal onveranderd gelaten. Van de
nieuwe a-schaal zijn drie punten bekend n.1.:

1

x = 100 x° = 100
y=0 wordt yi -0 (het punt a = Q)
x = 100 ! = 100

25 wordt 1 50 {(het punt a = 5)
Y = = y' = -
x = 100 2! = 100
y = -100 wordt yl _ _100 (het punt a = 10)

De nieuwe a-schaal is projectief verdeeld ten opzichte van
de oude schaal. Het verband tussen de y-waarden van de oude
en de getransformeerde schaal kan nuworden weergegeven door
de algemene vergelijking.

y! _aytb (7.39)

Invullen van de drie bekende waarden van y en y’ levert dan
resp.

0 =

Il
o
2
11
<
St

0.a + b
0.cvd U

(7. 40)

1
- e (y=-25 y --50)  (T.4D)

tt

—100a + b
Tiooc ¥4 U=

Uit 7.40 volgt b = 0. Uit 7.41 en 7.42 blijkt dat ¢ = -0,
02 d en a = 3d. De algemene formule voor y' gaat dusover in:

-100 = 100 y! - -100) (7.42)

1 3d.y.. 3y
Y= 502d.y. ¥d = 0,09y 1 (7.43)

Verder volgt uit de schaalvergelijking 7.24 dat y = —a2
(modulus [, = 1) zodat y’ wordt

1 9.2
Y =g,02a7 ¥1 (1.44)

0



De schaalvergelijkingen voor ¢ em a-volgend uit 7.24 en 7.44
zZijn dan resp.

xi‘I - c? x2'1 = 100
1 _ 5 1 -3a*
n w0t gt

De schaalvergelijking van de getransformeerde b-schaal moet
nu zodanig zijn, dat in de constructiedeterminant

c? 0 1

-3a?
100 00222 ¥ 1 1 {0 (7.45)
P 0 1

P en (0 zodanige waarden hebben dat deze determinant na ont-
wikkeling identiek is aan de oorspronkelijke vergelijking
7.21

Ontwikkeling van 7.45 naar de eerste kolom geeft

2 751_ivﬁ_ _ + 3a? _
¢ 00957 T 1 @) + 100 Q P(—-—————OJ 5307 F 1) =0
of . '
¢? {-3a% .. 0f0,02a% + Y;1 + 100 Qr0,02a% + 1) + 3Pa® = 0
{ 0/, | :
of
-a?¢? {3 +0,020) — Qc? + 100 0 + a?(3P +20) = (7.46)

Daar 7.46 identiek moet zijn aan 7.21 moet gelden

2.2 2
—a’e® (3 +0,02 0) - -Cc* - 100
—a2a2 = P02 = Sgone (7.47)
als verder
a(3P + 20/ = 0 (71.48)

Uit 7.48 volgt dat P = -2/3 ( en uit 7.47

3 + 0,02 Q-_:—%,

of 352 (7.49)
2 =
“= 17200252
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zodat

-2b?
F - 170 0257 ('7. 50)

Voor de constructiedeterminant van het getransformeerde no-
mogram volgt dan uit 7.45, 7.49 en 7.50.

c? 0 1
~3a>
00 _____7&3‘ 11 =0 7.386
1 D,02a _+T ( )
—2b? 35? 1
1-0,02p2 1--0,02b7

Deze determinant is dezelfde als die welke we gevonden heb-
pben met behulp van de algemene vergelijkingen.

7. Overbrengen van twee rechte schalen op een kegelsnede

Bij de in de .vori-
ge paragrafen be-
sproken transforma-
tie blijven de
schalen recht. Een
verbetering van de
schaalafstanden kan
echter ook worden
verkregen door twae
van de drie rechte
schalen over te
brengen op een ke-
gelsnede. Hierbij
wordt gebruik ge-
maakt van de uit
de projectieve
transformatie be-
kende stelling van
Pascal. Deze stel-
ling =zegt, dat 6
willekeurige pun-
ten op een kegel-
Fig. 27 snede, in een wil-
lekeurige volgorde
genome, een zeshoek vormen, van welke de snijpunten van de
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overstaande zijden op een rechte lijn liggen.

In fig. 27isdit gedemonstreerd. Van de getekende zeshoek
1,2 3. 4, 5, 6 ir de ¢llips liggen de snijpunten van de
overstaande zijden 3, 4en1.6 (I} 4,5 en 1,2 (II} en 2,3 en
en 5 6 (III) op een rechte 1lijn.

We nemen nu het N—momogram met = en v-as en AC als nullijn
(met projectieve verdeling). De punten E, Fen G zijn drie
willekeurige bij elkaar horende waarden van het nomogram,
(fig.28)

We brengen nu door de
punten Aden{ (uiteinden
van denullijn) een wil-
Iekeurige kegels nede In
dit geval een ellips. De-~
ze ellips snijdt dedra-

I gers in B en D. We pro-

jecteren nu de waarden
van de v-as vanuit punt
B (snijpunt u-as met el-
lips) opde ellips. Voor
het punt G wordt dit dus
punt I op de =dlips. De
punten van de u-as wor-
den vanuit punt D (snij-
punt ellips en v-as) op
de ellips geprojecteerd.

Fig. 28 Yoor punt © wordt dit
dus punt A. .

De stelling van Pascal leert nu, dat in de zeshoek ABTHDC
de snijpunten van de overstaande zijden A8 en Ak (punt £},
Bl en CD (punt &) en IH en AC (punt 7 op de reehte lijn £G
Tiggen. Het punt ¥ ligt nuen op deze 1ijn en op de lijn AC,
zodat het tevens gelegen moet zZijn op de overstaande zijde HJ.

Projecteert men dus op de aangegeven wijze de punten van
de u—ende v-as opdeellips, dan ziet men dat elke drie bij
elkaar horende punten weer op een rechte lijn liggen.
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~
\‘\\\‘
RN

os]

Fig.30

De projectiemethode is
schematisch weergegeven
in fig. 29, Het is dui-
delijk, dat het oneindig
verre punt van de v-as
in de nieuwe figuur over-
eenkomt met het punt 4.
Het oneindig verre punt
van de u-as zal samen-
vallen met punt C.

Door de keus van de el~
lips is een vergroting
van de schaal mogelijk.
Dit kan verklaard worden
aan de hand van fig. 30.
waarin de hoofdas van de
ellips evenwijdig aan de
(projectief verdeelde)
nullijn is getrokken.
Alle punten van de v-as
komen nu gp de korte boog
AC. terwijl alle punten
van de u—-as komen op de
lange boog ABD. Deze 1ig-
ging zal dus moeten wor-
den gekozen als de schaal
van de & as vergroot moet
worden weergegeven. Zou-
den daarentegen de scha-
len opde u-as en de v-as
geen onderlinge verande-
ring hoeven te ondergaan,
dan zou de nullijn met
de hoofdas van deellips
samen kunnen vallen. De
u—en v-as zijn dan raak-
lijn aan de ellips en
beide schalenkrijegen na

projectie een even groot deel van de ellips.
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in bepaalde gevallen kandirect uit i deferminant een ke-
gelsnedenomogram worden afgeleid. Nemen we b.v. de vergelij-

king,
{a+ b -a%b+e¢) - ba-c) (7.51)

Hiervoor kunnen we schrijven

1 a a?
1 -b  Bl=0 (7.52)
1 [ 1

optellen van de le kolom bij der2een deling van de eerste
en tweede kolom door de derde verandert niets aan de waarde
van de determinant, dus

1 a . 1
ar+I a? +1

T T : - 1po (7.53)

D] =
[ &10e]

Hieruit volgt voor de schaalvergelijkingen

1 1
Xy =Ty 1 X2=37+1 X, = '
e s {7.54)
_ = _ b B
Y17y Yrerrey Ve
Uit de eerste vergelijking voor x, en ¥y volgt, dat
(7.55)
2 1 2 a® +1 1

= X

2 . + a — cm

S I - VL A IS VL Al LI D E AL
Deze vorm komt overeen metde algemene fopuergelijhing vande
cirkel

x2+y2.;=2rx:0

Een zelfde vergelijking volgt uit de vergelijkingen voor x,
en y,. Pit wil 2zeggen, dat de beide eerste schalen op e€en
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1/a

4.as

Fig.31

zelfde cirkelom-
trek kunnen worden
afgebeeld ., Deze
cirkel raakt in de
oorsprong van het
assenstelsel aande
y-as en heeft de x-
as tot middellijn.
Nemen wenu de y-as
als eerste drager
en de x-as als nul-
1ijn en stellen we
de middellijn wvan
de cirkel als een-
heid, dan is voor
de tweede drager x
= 1. verder volgt
uit de eerste ver-
gelijking y; = ax;

We kunnen dus de waarden ¢ uitzetten op de tweede drager en
deze vanuit 0, epdecirkel projecteren., Ook zouden we op de
eerste drager 1 uit kunnen zetten en vanuit @, op de cirkel

projecteren.
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VIII. NORMAALVORMEN

1. Algemeen

We hebben gezien, dat van elke vergelijking die met drie
onbekenden in de algemene vorm van een determinant

“fai glal hial
f(b) g{b) h{b) | =0 (8. 1)
fie) gic) hic)

of
fta)  gla) 1

Fb)  gib) 1 |=o0 (8.2)
flel glc) 1

kan worden geschreven, een nomogram met collineaire aflees-
punten kan worden geconstrueerd. We zullen nu een overzicht
geven van de mogelijkheden die bestaan wat betreft de typen
van functies die zich laten afbeelden. Hiervoor zijn een aan-
tal normaalvormen gegeven, welke in de volgende paragrafen
worden besproken. Het aantal functies dat in deze normaalvor-
men voorkomt, noemt men de orde ervan. De laagste orde is
drie. De nomogrammen zijn in 4 soorten ingedeeld.

In tabel 1 iseen overzicht vande in dit hoofdstuk bespro-
ken typen van nomogrammen gegeven.

2., Nomogrammen met twee evenwijdige schalen

z.1 De derde schaal is een hromme
De algemene vergelijking luidt

fla) . gic) + (b} = flc) (8.3)

De determinant voor deze vergelijking
kan worden geschreven als

~f(a) 1 0
—f(bi 0 1]=0
-f(e) glc) 1
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Door de tweede kolom bij de derde op de tellen, de rijen
te delen door de waarden inde 3e rij en invoeren van moduli

geeft
4, f (@) My 1

4, f(b) 0 1]=0 (8.4)

-, flc) W,gic) 1
1 ¥glc) 1+glc)

Waaruit voor de schaalvergelijkingen volgt

H;f(C)
-y fla)  x, = —pu, flb) x,=- T757c)

Mg {c)
Y1 = My ¥p=0 Yz = 1_37?0:)

il

Worden de waarden (x,y,) langs de x-as adgezet, dan komen
de waarden (x ¥,/ @ een schaal evenwijdig aan de x-as op een
afstand [,.

Een bijzonder geval doet zich voor als er son betrekking van de
2e grand geldt tussen f(c¢) en g(c). Dan ligt de derde schaal op
een cirkelhoog.

2.2 De derde schaal i1s recht en snijdt @& beide eerste scha-
len ’
De algemene vergelijking voor dit soort nomogram is

fla) . ftb) = flc) (8.5)

Hiertoe behoren functies als
fla) . f(b) . fle) = (8.6)
fla) . glc) + fib) =0 (8.7

die tot de algemene vorm zijn terug te brengén,
De constructiedeterminant voor de algemene vergelijking
luidt (zie V.6)

1 0 - W, fla)
W f(b) Ty 0 =0 (8.8)
0 1 kS (c)
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Voor lijncoordinaten volgen hieruit de schaalvergelijkingen

N - p-zf(a) = 0
Mpflotouw  + v = 0
Vo Flafie) = 0

De eerste vergeliiking geeft een puntenserie op de u-as,
de derde een serie op de negatieve v-as (als L, en p, beide
positief). De tweede vergelijking geeft een serie punten op
de nullijn. De u— en v—schaal zijn hierbij lineair verdeeld.

Bij gebruik van Cartesiaanse coordinaten gaat men uit van
de constructiedeterminant

~ Ryfla) 0 1|
0 My
1[=0 (8.9)
Hy + 0 FT0)
1+ u,ffc) 1 1

welke verkregen wordt door achtereenvolgens verwisseling van
Ie en 3e kolom, optellen van 2e kolom bij derde en delen van
de derde kolom op de beide eerste. Voor de schaalvergelij-
kingen Kkrijgen we dan

%, =~ W, fla) X, = 0 Xy

iy
B, b
Uitzetten van (x,y,) langs déx—as, ‘en (x,y,) langs een lijn
// de x-as op een afstand = 1, geeft voor f{x,y,/ een schaal

onder een bepaalde helling.| Zen voorbeeld van een dergelijk
nomogram is gegeven in hoofdstuk VII.5

Noor inplaats van de functies de logarithme van deze functies
op de schalen af te zetten, ontstaat een nomogram met drie even-
wijdige schalen,

1+ u,flc)

¥y =0 ¥Yarx ¥y =1

2.3 De derde schaal is evenwijdig aan de beide andere
De alpemene vergelijking voor dit nomogram is

fla) + fb7 = flc) (8.10)
waarvoor in determinantvorm kan worden geschreven
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flal 0 1
fib) 1 0 |=0 (8.11)
flc) 1 1

Deling van de tweede en derde kolom door resp. {, en |, en
vermenigvuldiging van de rijen met resp. M, ., [, en My U,
dan de tweede kolom bij de derde optellen endelen van de eer>
ste en tweede kolom door de derde geeft als constructiedeter-

minant i, fla) 0 1
L.szf'bj 1 11=0 (8.12)
Peghé 2 My
— S () 1
p‘x +—_H’z ¢ p‘l + |~L2

Voor de schaalvergelijkingen volgt hierunit

13

N4
%, = hflal) x, = M f(b)  x, :}Ljﬁzﬂd

L,
My + (g

Om een afstand == d te krijegen tussen a-en b—schaal moet de
tweede kolom van dedeterminant met d worden vermenigvuldigd
(hetzelfde geldt voor de voorgaande paragraaf). Voor de meet-
kundige afleiding zie I.1 en V.5.

}'1:0 )’2::1 Y=

3. Nomogrammen met elkaar snijdende schalen
2.1 Le derde -scrioul is gebogen
De algemene vergelijking voor dit nomogram is
1 + 1 = - .
fla)l glc) fro) o fiel

In determinantvorm is deze vergelijking te schrijven als

1

(8.13)

1
1 0 4
0 1 ?7“167 =0 (8.14)
1 1 1

gic) fic)

of na omwerken en invoeren van moduli
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’“Ljf (a} 0 1

0 u,ffe)  1f=0 (8.15)
flc)
p‘l g{c) lJ-zf(C) 1
De schaalvergelijkingen hierveoor zijn o)
%, = W fla)  x,=0 %y = :;—(z—)
¥, =0 y,:p.,f(bJ Y3 :fp.zf(c)

Uitzetten van (x,y,) op de x-as en (x,y,) op de y-as geeft
YOOI x.y, een gebogen lijn.

Een byzonder geval doet zich voor, wanneer er tussen f{c/
en glc} een kwadratisch verband bestaat. De derde schaal ligt
dan op een cirkelboog.

3.2 De derde schaal is rechf =n snijdt beide andere schalen
De algemene vergelijking voor dit geval luidt

1 1 1 1
FaTFor T Flal T FIE = o (8.16)
De determinant is in dit geval
1
1 0 fla)
-1 1=
1 1 - 0 {8.17
1 1z 1
Omwerken en invoeren van moduli geeft
Mo flal o 1
- W, f(b) W, f(b) 11=0 (8.18)
by —Mpflc) 1

Hiervoor gelden als schaalvergélij kingen
x, = WS (a) Xy = =~ W f(b) xy =y

;=0 Yy = - U, f(0)  yy = u,flc)

Uitzetten van (x,y,) langsdex-as en (x,y,/ langs eenrechte

onder een hoek 2 geeft voor (x,y,) een lijn // y-as op af-
stand My 73

il
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3.3 De drie schalen zijn recht en gaan deor een punt
Dit is het geval voor de algemene vergelijking
1, 1 .1
fla) fib) fie)

Voor deze vergelijking werd in VII.3 de volgende determi-
nant afgeleid

(8 19)

®,flal 0 1
0 w,f(b) 1[0 (8.20)
i, flc) w,flc) 1

met als schaalvergelijking
xI b }J.If(a) x2 =0 xj = le(C)

y; =0 ¥, = M f(b) Yy = Moflc

4. Nomogrammen met gebogen schaaldragers
4.1 De derde schaal is een kromme schaal
Dit type nomogram ontstaat uit de algemene vergelijking

flal + f£(b) _ fla) + flc)
gla) + g(bl glal + gle)

{8.21)

VYoor deze vergelijking valt te schrijven
fla) + fib) gla) + glb o

Fla) + flc)  gla) +gle)]

Randen van deze determinant met in de eerste kolom de waarden
1,0.0 en in de eerste rij 1, f{a), gfa), omwerken (le rij
van 2e en 3e rij aftrekken en 2e en 3e rij met -1 vermenig-
vuldigen en invoeren van moduli geeft

w,fla)  p,glal 1
- 1 fIb) - pe(b) 1= 0 (8.22)

M fle) - upic) 1
met schaalvergelijkingen

xl fod }Llf(aJ xz r‘--*j.l.:f{b) x3 Frrdi M}f(C)
Yy = taflal gy o~ gl ys = - hagle)
Over het algemeen zullen alle drie schalen gebogen zijn.

Het nomogram heeft een gemeenschappelijke drager voor a en
b als
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gla) = F(f(b) ) (8.21a)

gib) = F(f{b) ) (8.21h)
dus voor de algemene vorm
j(ﬂ) + f(b) f(ﬂ) + f(C) (8. 23)

T[flal) +F(F(b)) T Fiffa)] + glc)

Hiermede is dus een kegelsnedenomogram verkregen. De nor-
maalvorm is dan tot de derde orde teruggebracht.

Een voorbeeld voor een dergelijke nomogram vormt de alge-
mene vergelijking (8.24)

Fla).f(b).flc) + {fla) + f(b)} gle) + hlc) =0

Stellen we hierin

fla) . f(b) =« (8.25)
fla) + F(b) =8 (8.26)
dan geeft de eliminatie van f{b) uit 8.26 en invullen in 8.25
« - Bfla) + fAla =0 (8.27)

en eliminatie van f{a) uit 8.26 en invullen in 8.25
o~ BF(6) + F2(b) =z 0 (8.28)

Invulilen van 8.25 in 8.24 geeft dan

offc) + Bgic) + hdc) =0 (8.29)

zodat voor de determinant uit 8,27, 8.28 en 8.29 volgt
1 ~fle)  fa)
1 -f(b)  fb)|=0 (8.30)
fle) gle) hic)

of
1 fla)  fa) +1
1 f(b)  FiB) +1 <] =g (8.31)
fle) —gle) hic) + fic)
of
1 fia) 1
Féla) +1 fAral +1
1 fib) 1|=0 (8.32)
fF(b) +1 Aie] +1
fle) glc) 1
Flel + Aic) Flel + hic)
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waarvoor de schaalvergelijkingen ziijn
1 1 x. = fic

Ty e 2 Fm 1 0 fle) + hid
{8.33)
. fla) ). = ._fM0) _ gld)
1T v 1 T P +1 % Fle) + hic)

De schalen voor (x,y,/en (x,y,/ komen op een cirkel te lig-
gen, {(zie VII.T7), de schaal voor Xa¥3 is gebogen.

4.2 De derde schaal is recht
Dit geval doet zich voor bij de algemene vergelijking

fla) + f1b)  _ ¢¢c) 8.34)
gla) + g(b) fle (

In determinantvorm schrijven als
fila) + f(b) gla) + g(b)| _
flc 1

en randen door inde eerste kolom 1, ¢, 0 en in de eerste rij
1, ffa), f(bt) ontstaat naomwerking (le rij van2e aftrekken)

1 fla) gial

0

-1 fib) gl(blj =0 (8.35)
0 flc) 1
Verder omwerken en invoeren van moduli geeft
My fla) 1
gla) M2 g0al
44y bat:2,

- —_— 1 -0 {8.36)
g{b) 2 g(b)

0 Mpfic) 1
Hieruit volgen de schaalvergelijkingen

= ﬁ X, = — M“! x3 = 0
gla) 2 gfb)

Vi Mg ;(g] Yy = My ;(b) Y = }-L:f(C}

xq

De beide eerste schalen zijn nu in het algemeen gebogen, de
derde is recht.
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Het nomogram krijgt weer een gemeenschappelijke
voor fla) en f{b) als

glal = Fifia))
g(b) = F(f(b))

dus voor de algemene vorm van de derde orde

fla) + fib) - flc)
F(fla)) + F(f(bj) ~

Een algemene vorm van dit geval is
flcl + Flb) + flc) = Ffla) . fib).flc)

waarvoor als determinant geldt

drager

(8.34a)

(8.34b)

(8.37 )

(8.38)

(8.39)

(8.39)

1 ffe) )
2 —f(b}  Fb)|=0
-fle) 1 Fflc)
Omvormen als indevorige par. geeft als uiteindelijke deter-
minant
1 Jla) 1
Ffila) ¥1  fllaj +1
L1 flbj 1l-0
e} + 1 f’[b}:* 1
1 1
2 2 e 1

5. Kegelsnedenomogrammen

Kegelsnedenomogrammen worden voorgesteld door de algemene

vergelijking

fla).f(b) - {fla) + f(b)} flc) + glc) =0

Stellen we hierin
fla) . f{b) = a

Fla) + f(b)=B

(8.40)

(8.41)
(8.42)

dan geeft eleminatie van resp. f(b) uit 8.42 en invullen in

8.41 a -Bfla) - fa =0

(8.43)
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Evenzo geeft eliminatie van fla/

o —‘[3 F(b) -f2{b) =0 (8.44)
ilnvullen van 8.41 en 8. 42 geeft
a - B flc! +glc) =0 (8.45)
zodat voor de determinant uit 8.43, 8.44 en 8.45 volgt
1 ~fia)l F2ia)
1 —f(b)  FAbi|= 0 (8.46)
1 ~f{c) gle)
welke determinant kan worden omgewerkt tot
1 fia) 1
fila) +1 fia) + 1
1 f(b) 1j= 0 (8.47)
FAb) + 1 Ab) +1
1 ] {c) 1
gle) +1 gle) +1

Evenals de in par.4 genoemde gevallen komen nu t’xlyl) en
(xzyz) op een Kegelsnede te liggen. Over het algemeen zal de
derde schaal gebogen zijn. Deze schaal wordt recht wanneer |,
voor glc) geldt

gle) = 4 fle) + B

waarin 4 en B constanten zijn.

(8.49)
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n
2)

3)
4)

5)

6)

)

8)

9)

10)

11)

12)

fHermaalvorm Type nOomogram

Fla) + f(b) = Fic) drie evenwijdige schalen
fla) + £{b) ~ fic) twee evenwijdigeenl snij-
fla) . f(b) .fle) =1 dende schaaldrager of drie

evenwi;[ dige dragersmet log.
Flaj.glc) 4+ (b) = o verdeling

twee evenwijdige +1 kromme

Fla)+f (b) 41 (c)=F (a) £ (b) . F{C)grager

schalen o en b op gemeen -
schappelijke kegelsnede,
schaal ¢ recht.
1 , 1, 1__1 e schalen a en b recht en
flalfic) fla) F(b) flc) ‘6lkaar snijdend, schaal ¢
is recht en snijdt beide
andere schalen

1 4 1 1 drie elkaar in een punt
fla)  fls)  Flc) snijdende schalen
flal.gic)+f(b)=fic) twee evenwijdige +1 kromme

drager
1+l =1 schalen aen b elkaar snij-

Flalgle) flb) Fle) dend, schaal c gebogen, in-
dien kwadratisch verband
tussen fic) englck Zunder-
de schaal op cirkelboog

' J‘(a)f(bﬁ-{f(aﬂf(w}f(c) +gfc)=0 schalen aen bop kegelsnede

Derde schaal recht als li-
neair verband tussen ffc)
en glc) bestaat

f(a)f{'be(c)+{f(a)+f(b)}g(ci+h(c) =0 als nr.9
flal + f(b) fle) 3 kromme schalen. Schalen
gla) + gibj a en b op kegelsnede, als

gia) en g(b) zelfde func-
tie van fia) en f(b) =zijn

fla)+f(b)  fla)+f(c)
glal+glb]  glal+gic) als nr.11
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