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I, INLEIDING 

1. Doelstelling van de nomografle 

Het woord nomografie duidt aan het beschrijven van wiskun­
dige wetten« Men zou het kunnen noemende wetenschap die zich 
bezig houdt met het mogelijk maken van een snel en eenvoudig 
gebruik van deze wiskundige wetten: het weergeven op eenwij-
ze, die een voldoende nauwkeurigheid van aflezen toestaat en 
het maken van fouten voorkomt. 

De nomografie ontstond in militaire kringen« Hier spelen 
in sterke mate factoren als eenvoud, grote snelheid, uitscha­
kelen van vergissingen, bediening door weinig vakbekwame ge­
bruikers en opoffering van alle misbare nauwkeurigheid een 
uiterst belangrijke rol, In andere vakgebieden - ook de cul­
tuurtechniek - liggende vraagstukken niet geheel geljk, maar 
snelheid, eenvoud en weloverwogen grenzen voor de nauwkeurig­
heid zijn ook daar van belang. 

De vraagstukken worden geleidelijk ingewikkelder, omdat 
men de invloed van steeds toenemende aantallen eigenschappen 
op een resultaat in zijn beschouwingen wil betrekken. En ook 
wanneer de invloed van elke factor afzonderlijk eenvoudig zou 
zijn, dan zal het samenspel van vele factoren ingewikkeld wor­
den. Het streven om steeds meer de eenvoudige, ongeschoolde 
werker taken van de geschoolde krachten te laten overnemen, 
maakt het noodzakelijk, de bestaande kennis in de meest over­
zichtelijke vorm te geven. Werkt men in eigen land dannogmet 
ongeschoolden, die door het leven in een moderne staat veel 
op grond van hun gezond verstand kunnen doen, in de onderont­
wikkelde gebieden staan de uitvoerders van voorlichtingsplan-
nen of technische ontwerpen voor veel moeilijker problemen. 
Onder deze omstandigheden zal men voor de keuze staan, de 
kwantitatieve relaties in een optimaal hanteerbare vorm te 
geven, zodat ze ook onbegrepen nog goed gebruikt kunnen wor­
den, dan wel ze maar weg te laten. De nomografie heeftdetaak 
de grens tussen het wel en niet meer kunnen gebruiken van 
kwantitatieve relaties zo ver mogeljk in de richting van het 
wei-gebruiken te verschuiven, 

23 Nonografische technieken 

De nomografie beschikt over drie systemen van vereenvoudi­
ging van de kwantitatieve relatie. Men gebruikt het rekenvlak, 



de rekenschuif en de rekenmachine, Het rekenvlak t r e f t men 
in elke grafiek aan, waarin de waarde van een veranderl i jke 
kan worden afgelezen a l s r e su l t aa t van de invloed van een of 
meer factoren. De rekenschuif i s a l s rekenlineaal voldoende 
bekend, naar behalve de mogelijkheid van ops te l len van loga-
rithmische schalen, d ie men s teeds aantref t , z i jn e r tevens 
rekenlinealen in gebruik voor a l l e r l e i gespecialiseerde be­
rekeningen die veel minder algemeen bekend zi jn, 

De rekenmachine t e n s l o t t e behoeft evenmin a l leen maar t e 
kunnen opte l len of vermenigvuldigen, zoals bij de bekende 
machines de enige mogelijkheid i s , maar deze kunnen eveneens 
voor geheel andere bewerkingen worden geconstrueerd. 

Wanneer de betekenis van de formule het nodig maakt, za l 
men zich n i e t t o t een enkel principe mogen beperken maar in 
een combinatie van pr incipes dienen te zoeken naar de meest 
vergaande vereenvoudiging van de rekentechniek= Ook in d i t 
opzicht i s men met m i l i t a i r belangrijke formules ons voor-
ge gaan = Voor cul tuurtechnische behoeften heeft men in de 
Verenigde Staten zich met succes op d i t gebied van combina­
t i e van rekentechnieken bewogen, Hier mag ook Nederland n i e t 
achter b l i jven. 

3» Indeling van de nomogramraen 

Wanneer men een grafiek maakt, 
dan werkt men vrijwel s teeds met 

N. rechthoekige coördinaten vol-
\ 0 \ . gens het Cartesiaanse s t e l s e l 
\ \ s \ * ' s \ (figuur 1)= Voor het maken van 

. 0 ^ \ ^ ~ v ^ \ ^ ^ grafieken i s d i t wel handig. Voor 
^ S \ ^ ^ 5 ~ T - ^ T \ ~ ^ - - ^e t a f l e z e n s t a a t het echter 

^^^^f-^^~--^ z minder vast, of d i t het best 
; ~ ~ ^ ^ - bruikbare systeem i s . Men moet 
' vandex-as loodrecht omhoog t o t 

Fig.i aan een of andere kromme lijn, 
en dan hor izontaal naar de y - a s . De bezwaren zijn h i e rb i j , dat 
men voor het nauwkeurig loodrecht en horizontaal uitmeten 
zich wel even goed moet ou t i l l e r en , dat bij een dichte bundel 
z - l i jnen zorgvuldig moet worden nagegaan welke men moet heb­
ben, en t en s lo t t e za l men tussen de z - l i j nen nog moeten in -
terpoleren. Het aflezen van een dergel i jk Cartesiaans- of 
lijnermomogram vraagt enige aandacht. 

Een minder bekend coördinatenste lse l i s dat van de pa r a l ­
l e l coördinaten volgens UNVERZAGT. Een samenhang a l s in f i -



F ig ,2 

guur 1 gegeven, zou kunnen wor­
den weergegeven door dr ie l i j -
nen, in pr incipe van een w i l l e -

— " keurige vorm maar veela l in de 
vorm van drie rechte lijnen, 
welke a l l e dr ie van een con t i ­
nu verlopende schaal zijn voor­
zien. Over deze d r ie lijnen legt 
men een rechte a f l e e s l i j n (zie 
figuur 2) , die de z - waarde 
geeft, die bij de combinatie 
van x en y hoort. Een dergelijk 

nomogram noemt men een puntennomogmm. Hier i s de a f lezing 
met een rechte l i j n heel wat eenvoudiger, terwijl ook het no­
mogram veel simpeler en opener van const ruct ie i s . De nomo-
grafie gebruikt met voorliefde d i t type van coördinaten. Hier 
i s het voordeel echter n i e t zonder nadeeL Niet a l l e formu­
les z i jn zo in beeld t e brengen, z i j het ook dat men zo een 
heel eind kan komen. 

Nog minder bekend z i jn de 
raakli jnrcoördinaten, waarbij 
de band tussen x en y voor een 
bepaalde waarde van z gevonden 
wordt door een rechte a f l ees ­
l i j n a l s raakl i jn t e trekken 
langs de kromme vooreen bepaal­
de te kiezen waarde van z Ook 
h i e r (figuur 3) z i jn de lood­
recht op elkander staande af-

Fig.3 leeslijnen van figuur 1 vervan­
gen door één rechte a f l ees l i jn , Het voordeel van d i t nomogram 
i s , dat in theorie elke functie kan worden weergegeven. Na­
deel i s , dat de grafiek weer vo l le r en onoverzichtelijker i s , 
t e rwi j l de raaklijnkrommen soms wel eens wat buiten de teke= 
ning vallen. 

Onder bepaalde omstandigheden za l de ene, onder andere om­
standigheden de andere weergave voordelen opleveren Het ge­
bruikel i jke Cartesiaanse systeem s t aa t echter bij het maken 
van nomogrammen n i e t hoog aangeschreven wanneer he t om het 
aflezen van een nomogram gaat. Voor wetenschappelijk onder­
zoek daarentegen heeft het Cartesiaanse nomogram (de s t ippen-
kaart) vrijwel een monopoliepositie, vooral waar het gaat om 
het op zodanige wijze omzetten van deze nomogrammen, dat e r 
rechte lijnen, addit ieve r e l a t i e s en hoeken van 45° optreden, 



In de volgende beschouwing zal niet het onderzoek maar het 
gebruik voorop staan, doch zal aan de nomografische weergave 
alle aandacht worden gegeven 

4 Indeling van de behandelde stof 

In dit rapport zijn hoofdzakelijk de puntennomogrammen be­
sproken Teneinde minder getrainde gebruikers in staat te 
stellen eenvoudige nomogrammen op te stellen, is eerst een 
behandeling gegeven van enkele meetkundige betrekkingen die 
voor dit soort nomogrammen gelden. 

Voor ingewikkelder vergelijkingen zal men veelal gebruik 
maken van determinanten. De eigenschappen van deze determi­
nanten werden daarom in het kort besproken. De grondslag van 
het gebruik van determinanten in de nomografie is aan de hand 
van enkele eenvoudige voorbeelden uiteengezet. Verder is aan 
gegeven op welke wijze vergelijkingen in determinantvorm kun­
nen worden geschreven. 

Voor de vergroting van de afleesnauwkeurigheid is vaak 
vervorming van het oorspronkelijk opgezette nomogram noodza­
kelijk. De grondslagen van deze transformatie worden dan ook 
besproken. 

Tot slot is een algemeen overzicht van de normaalvormen 
opgesteld en de wijze waarop deze in determinantvorm kunnen 
worden geschreven. 

10 



I I . : EENVOUDIGE MEETKUNDIGE GRONDSLAGEN 
VAN HET PUNTENNOMOGRAM 

1. Drie evenwijdig gelijk gerichte schaaldragers (H-nomogram) 

ï.i Assen of onderling gelijke afstanden 
U W V 

De verdeling van de drie even­
wijdige assen begint bij de ho­
r izontale l i j n . Deze l i j n noe­
men wjj de nullijn van de scha­
len (figuur 4) . 

Uit de congruentie van de ge­
arceerde driehoeken b l i j k t nu, 
dat 

UI - U - V - UI 

i 

W" 
'*r/d 

F ig . 4 Of 
w = Uu + v) (2.1) 
assen vanaf de n u l l i j n Meet men nu de afstanden op de d r ie 

a l s resp. a, c en b cm dan i s 
c = J4(fl + b) (2.2) 

S te l dat de schalen a l l e dr ie 100 mm lang zijn. Worden nu 
hierop de waarden 0 t o t 10 u i tgezet , dan i s de schaaleen­
heid of modulus 100 : 10 = 10 mm. De waarden 0, 1, 2, 3 enz. 
komen dus op afstanden 0, 10, 20, 30 enz. mm vanaf de nul­
l i j n te s taan. Verbinden we nu het punt a = 2 met het punt 
b = 4, dan i s de afstand die de verbindingsl i jn tussen deze 
punten van de ui -as a fsn i jd t ge l i jk aan të(20+ 40) = 30 mm. 
Hier wordt dus de waarde Ua + b) afgelezen. 
Willen we nu op d i t punt de waarde (o+ b) aflezen, dan moet 
op 30 mm van de n u l l i j n op de w-as het ge ta l p s taan. Met 
andere woorden: de schaaleenheid van de w-schaal moet dan 
30 : 6 = 5 mm of 2 x 2d k le in z i jn a l s die van de u- en de 
v -schaal. 

Door verandering van de schalen kunnen dus b l i jkbaar an­
dere functies dan 2.2 worden berekend. Veelal za l de functie 
gegeven z i jn en moeten de schalen daarnaar bepaald worden. 

S te l len wede lengte van de schaaleenheden voor door (i (uit­
gedrukt in mm) dan geldt in het algemeen 

ji c = %(JL (a * b) 
of 

\X c = Uli a + \i b) (2.3) 

11 



De eenheden voor de verschillende schalen worden veelal 
door indices aangeduid, dus 

\X3c = Vt^a + ll2b) (2.4) 

We zullen nu enige voorbeelden geven van de berekening 
der verschillende moduli. Eerst het geval 

c = & Û + 1/36 (2 5) 
Invoeren van de moduli geeft nu 

[i c = \lJha + \l.Y3b 
of 

(X c = tëqj. a + \i2/3b) 
of 

[I3C = y2 (Ija + (3/2(J.2) 2/3b 
waaruit dus in verband met de algemene verg. 2.3 volgt., dat 

M-i = WV-2 = M-3 

Evenzo geldt voor 
c = a + b (2.6) 

dat 

In de meest algemene vorm krijgen we functies 
r.c = s.a. + t.b (2.7) 

waarin r, s en t constanten zijn. Invoeren van moduli ana­
loog aan 2.3 geeft 

\lrc = (J- s.a., + \i. t. b 
of 

\i.rc = lh{2[isa + 2 |it . 6) 
of na invoeren van indices 

\l3rc = fc <§£) 2sa + (§f) 2*6 
zodat 

of 
(Xj t = (j.2s = 2ü . 3 rs t ( 2 . 8 ) 

Het bovenomschreven nomogram kan ook worden gebruikt voor 
vermenigvuldiging 

c = a.b (2.9) 
want invoering van logarithmen schalen geeft 

log c = log a + log b 
Op de assen moeten dan de volgende verdelingen worden aan­
gebracht: 

u = (ijlog a 
v = (i2 log 6 
w = (I3 log c 

12 
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Bij een schaaleenheid van 100 mm komt het getal a = 3 op de 
u-as dus te l iggen op 100.log 3 = 100.0.4771 = 47,71 mm bo­
ven de nu l l i jn . Dergelijke schaalverdelingen komen voor op 
de rekenlineaal en op logarithmisch papier. 

Ook h ier geldt weer de algemene formule 
[X3log c = tëQJ.jlog a + ^ l o g b) (2.10) 

waarin fij = [X2 = |X3 voor 
c = a . b 

De schalen voor 
c = a2b (2.11) 

worden nu a l s volgt berekend 
log c = 21og a + log b 

Invoeren van de algemene modulus geeft 
(llog c = 2fH.og a + | l log b 

of 
(ilog c = %Qj.. 41og a + (X. 21og 6) 

en na invoeren van indices 
j l3log c = %(\i1.ilog a + |i.2.21og b) 

of 
fj.3log c = &{(^)41og a + (Hj*)21og 6} 

zodat voor d i t geval 

^ = ^ = h> 
of 

Ui = 2^2 = 4(X3 

Ook i s het mogelijk een constante in de bewerking op te 
nemen, bv. 

3 ab2 = c (2.12) 
Dan geldt 

log 3 + log a + 21og b = log c 
(J.(log 3 + log o) + (0.2log 6 = (i.log c 
(Jllog c = &{(J..2(log 3 + log o) + (J..4 log6} 
(Iglog c = teflul^log 3 + log o ) + (x24]og6} 

zodat 

ty" = H2" = hi Of 2^1 = ^2 = % 
terwijl de schaal (ij over een afstand log 3 moet worden ver­
schoven. 

Ook een vorm als bv. 
c = a2(b + 5) (2.13) 

is op deze wijze te behandelen. De factor (b + 5) wordt nu 
gesteld op b1 waarna de schalen van het nomogram worden be­
rekend. Om nu in het nomogram de waarde b inplaats van die 

13 



van b1 af te lezen, moet de v-schaal zo worden vernummerd,, 
dat niet b1, doch b1 - 5 = b wordt afgelezen 

Uit de beide laatste voorbeelden blijkt dus dat een ver 
menigvuldiging met een bepaalde factor een verschuiving van 
de log.schaal betekent; terwijl het optellen van een con­
stante factor een vernummering teweeg brengt. 

Behalve de waarden a en & en log a en log b kunnen op de 
assen ook andere willekeurige functies van a en 6 worden 
uitgezet. De enige voorwaarde is, dat in elke functie slechts 
één variabele mag optreden. 
Willen we bv. 

c2 = 5a2 + 36 2 (2=14) 
berekenen, dan moeten op de assen de functies 

u = [Xj 5a2 

worden uitgezet. 

v = (j.~ 362 

«" = M-3 °2 

Ste l dat de schaal maximaal 260 mm lang i s en de waarden 
van a en b tussen -2 en +10 l iggen. De modulus (J,j moet dan 
z i jn 

Op overeenkomstige wijze wordt voor (i2 de waarde fy j gevon­
den. Aangezien in d i t geval fXj = \X2 moet z i jn , kan s l ech t s 
die modulus gebruikt worden waarbij beide t ra jec ten ge l i jk 
of k le iner dan 260 mm z i jn . 
We nemen dus 

Ui = V-2 = K 
en de waarde a en b = 1, 2 , 3 enz, komen resp. op 2%, 10, 22% 
enz. mm boven de nu l l i jn ; de waarden -1 en -2 op resp. 2, 5 
en 10 mm beneden de n u l l i j n . 
Verder geldt 

JJt-3 c2 = }4((j.t..5a2 + (JL2 3 # ) 
of 

(J.3 c 2 = ^ ( ö a 2 + 3b2) (2.15) 
zodat (J.3 = l/2\Ji, of î4 mm. De waarden van c = 1, 2, 3 enz. ko­
men dus resp. !4, 1, 2% enz= mm boven de nu l l i j n . 

Ook bv. een functie a l s 
c = ( 3 a 2 + 2 a + 5)*(262+ 26+ 3) (2.16) 

kan zo t o t een nomogram met evenwijdige schalen worden ver­
werkt, Hiervoor moet op de assen worden u i tgeze t 

14 



u = (j.a(3a + 2a + 5) 
v = \i2(2b2 + 2 6 + 3 ) 
W \X3C 

Voor a en b tussen 0 en 10 i s de modulus voor de u- en de v-
as bi j een lengte van 162.5 mm gel i jk aan Hi mm. Verder moet 
[X3 = Hp.1 z i jn . De w-as krijgt dus een l i nea i re verdeling met 
eenheid Hi x Hi= lk mm. 

Moet in het'la!ätsite geval ai tussen 0 en' 10 en b tussen Oen 5 
worden berekend, aankrijgt de t>-as een modulus = 1 mm. Voor a = 10 
en b = 5 moet worden afgelezen c = 390. Het eindpunt van de w-schaal 
(op 260 mm boven de nullijn) heeft dus de waarde 390. Verder is de 
schaal l ineair verdeeld, dus de modulus is j^g- = 4/3 mm. 

1.2 Combinatie van rekenschuif en rekenvlak (Verticale 
schaalverschuiving) 

Een u i tbre id ing van het nomogram van 2 .1 kan worden ver­
kregen door bv. de w-as over een bepaalde afstand v e r t i c aa l 
te verschuiven, Gaat deze verschuiving over een afstand = d 
naar beneden, dan geldt in figuur 4: 

u) - (u - d) = v - w 
of 

w = Hi(u + v - d) (2.17) 
en bi j verschuiving naar boven 

w = Hi(u + v + d) (2.18) 

ïn het vermenigvuldigingsiiomogram heeft d i t t o t gevolg 
dat het product door een factor = d, waarvan de grootte af­
hangt van de grootte van de verschuiving, wordt gedeeld of 
e r mee wordt vermenigvuldigd. 
Immers geldt dan 

fJ.3log c= ^( j l 1 loga + fi,2log& + l l j l o gd ) (2.19) 
en voor (J-j = (J.2

 = (̂ 3 

a of b. d (2.20) 

1.3 Assen op onderling ongelijke afstanden 

$ $ * 
w.~wrttâft 

F ig . 5 

In het l a a t s t e voorbeeld van 
par. 1.1 bleek de modulus van 
de w-schaal een zeer ongeluk­
kige waarde te krijgen. Dit kan 
worden voorkomen door horizon­
ta le verschuiving van de w-as. 
Hierdoor wordt de onderlinge 
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afstand tussen de assen ongelijk. Uit de gelijkvormigheid 
van de gearceerde driehoeken in figuur 5 b l i j k t nu dat 

(w ~ u ) • p = (v - w ) q 
of 

« = - ^ î - f - (2=21) 
De functies kri jgen dan de algemene vorm 

Door verschuiving van de w-as kan hetzelfde resultaat wor­
den bereikt a l s door verandering van de moduli Voor de be­
rekening van bv, 

c = 1/3 a + 2/3 6 (2 23) 
kunnen op de u- en de •w-schaal de waarden a en b worden u i t ­
gezet. 
Wordt de w-schaal nu zodanig aangebracht dat p ; q = 2 *., 1 , 
dan geldt algemeen 

[i3c = (JLj, t /3a + (J.2„2/36 (2.24) 

Bij (JLj = fi.2 wordt ook \lx = (X2 = | i 3 

Bij vermenigvuldiging geldt nu algemeen 

V-3l0Zc=plq < |Ji<7loga+[l2plog&)(2,25) 

Voor de functie 
c = a 4 b2 

geldt nu : 

log c = 4 log a + 2 log 6 
of na invoering van de modulus 

|J.logc = 4[J. log o + 2(1 log 6 
Uit 2.22 volgt nu, dat 

qa + £ 6= c(^+ g ) 
In ons geval dus 

4 a + 26= 6c 
Invoeren van indices geeft nu bv. 

(J-3 l oge = 4/6 -Uilog a+ 2/6 [i.2log 6 
zodat i.v.m. 2.25 , 

_JL = 4/6 en ,_L_ = 2/6 
£ + q P + q 

zodat voor |0.j = (i,2 = ̂ 3 7 = 4 en £ = 2 wordt. 

Ook functies met gebroken exponenten kunnen met dit soort 
nomogram worden weergegeven. 
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Zo geldt bv voor p' q = 2 : 1 

c = a1/3 b2/3 b i j \i1 = \i2 = (j.3 (2=27) 

c = a 2 / 3 6 4 / 3 b i j (J.J = ^ 2 = 2^3 (2,28) 

Ook voor algemene functies van a en 6 i s deze werkwijze toe 
te passen. We willen bv. berekenen 

c = l /8(3a2 + 5b2 + 6a + 56 + 17) (2,29) 
Dit i s dan te herleiden t o t de vorm 

c = 1/8 {3(a2 + 2 a+ 4) + 5(b2 + è + 1)} (2,30) 
Dan wordt de w-as zodanig geplaats t dat p: q = 5 ;: 3 en wor­
den op de assen de functies 

u = \i1(a
2 + 2a + 4) 

v = ll2(b
2 + 6 + 1) 

w = h i c 

ui tgezet . 

Een u i tbre id ing van het l a a t s t e nomogram i s nog mogelijk 
door p + q te variëren, S te l len we p - constant en q = d, dan 
hebben we v ie r veranderli jken en gaat de formule over in 

_ ad + p b 
p + d 

3 

F i g . 7 

(2,31) 

De nieuwe ve r t ika le 
assen in figuur 6 

7 s t e l l en dan de ver­
schil lende waarden 

s van d vcor„ t e rwi j l 
horizontale l i jnen 
de b-waarden aange-

3 ven. Door de invoe­
ringvan d i t punten-
veld r echts in de 

1 figuur hebben we dus 
een vierde verander­
l i jke ingevoerd. 
Tietzelfde kunnen we 

kj ook nog l inks in de 
figuur doen, 

ontstaan 
figuur 7 

een aanta l l i jnen 
3 voor de variabele e 

en kri jgen we een 
ï nomogram voor v i j f 

veranderli jken 
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Doorgaans zal men h ie r te doen krijgen met gebogen schaal 
dragers r d ie n i e t zonder meer zijn vast te s t e l l e n Hiervoor 
is dan het gebruik van determinanten nodig In hoofdstuk I I I 
zullen nog twee andere soorten nomogrammen met meer dan d r i e 
variabelen worden behandeld 

2, Drie evenwijdige, tegengesteld gerichte schaaldragers 

2, i Assen op onderling gelijke afstand 

Zet men de v-as n i e t naar 
boven doch naar beneden af, 
dan on t s taa t een ander no­
mogram, waaraan dezelfde 
ui tbreidingen kunnen wor­
den gegeven a l s aan het in 
par, 1 1 besproken nomo­
gram, 
In figuur 8 geldt nu; 

(w+ V)= '/2(W+ V) 

of 
u) = %(u-v) (2.33) 

Algemeen kan dus op de 
schalen worden u i tgezet 
fl3c = tëQJ^a -\l2b) (2 = 34) 

2 en jl3 genoemd in par. 1.1 verandert 

L. 

Fig 8 

Voor waarden van flj, fi 
het +-teken in de functie in een —teken 

Bij vermenigvuldiging gaat de vergel i jking over in 
[X3log c = y2(p.jlog a - (i.2log b) (2:35) 

Zo geldt voor 

M-l = ^2 = M-3 
M-i = K2 = 2^3 
^ 1 = ^2 = 4 ^ 3 

c = a/b 
c = a/b 
c = a*/b2 

(2:36) 
(2=37) 
(2,38) 

2:2 Verschuiving van de ui- of de v*as in vertikale richting 

geeft weer vermenigvuldiging met of del ing door een bepaal­
de constante. Men moet h i e rb i j echter wel bedenken, dat nu 
twee mogelijkheden optreden omdat een verschuiving van de 
v-as het omgekeerde teweeg brengt van de verschuiving van de 
u-as in dezelfde r ich t ing , Bij ' pp te l len van een bepaalde 
constante moet de betreffende schaal weer vernummerd wor­
den» 

18 



2,3 Assen op onderling ongelijke afstand 

Fig. 9 

Evenals in 1,3 i s verschui­
ving van een van de assen 
in horizontale r i ch t ing 
mogelijk. 
Uit figuur 9 b l i j k t dan: 
(u -iv) : (i/+ w) = p ' q 
pv+ $w = qu- qjv 

P + 
pv (2,39) 

Evenals in 1=3 kan h i e r ­
mee hetzelfde effect wor­
den bereikt a l s met ver­
andering van de moduli, 

Bij vermenigvuldiging geldt nu algemeen 

[X3logc= p-fT (p̂ qr l oga ~\l2p logb) (2,39a) 

analoog aan par 1,3 geldt nu voor p : q = 2 : 1 

c = a/b2 

a2/b4 

(2,40) 

(2,41) 

Ook voor de algemene functies 
c = f (a) - f(b) 

geldt d i t nomogram analoog aan p a r . 1 ,3 , 
(2.42) 

3. Twee evenwijdige tegengesteld gerichte dragers en een 
deze dragers snijdende schaaldrager (N-nomogram) 

Naast een w-as evenwijdig aan 
de u» en x'-as kan men ook de 
nullijn als derde as gebruiken 
(figuur 10). Doorgaans wordt 
dan, om ruimte te sparen, deze 
as schuin geplaatst. De begin­
punten van de u -as en v -as lig­
gen resp, in A en Bt van de u>-
as in A , De afstand AB = d = 

gelijkvormigheid van de gearceerde driehoeken volgt Uit de 
dan 

yi: v = u): (d~u>) 
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of 
tv 

u.d, 
u+ v ' 

u(d-u) V - ^ ^ L , U = ^L ( 2 4 3 ) 

Wordt nu op de w as de functie to1 =,w u i tgeze t : dan gaan 
de verg. 2,43 over in 

u 
-1 (2 44) 

Deze werkwijze wordt toegepast voor het type functie 
v = —j- en u = vio1 

d, a (2 45) 
° a+ b 

waarin d een constante is en de lengte van de w as aanduidt, 
Voor 2,45 kunnen we schrijven 

a - b- c 

d- c 
of na invoering van schaallengten 

b c 
^ a = V-d^~3 

en na invoering van moduli 

waarin \L1 = (J.2»(J-3 

De schaal van de w-as wordt dan 

c , M-i 
^ 3 d--c 3 M-2 

Deze schaal is ook met behulp van projectie te vinden. 
Stellen we de schaal ws dan geldt 

of 

waaruit volgt 

_ U.3C 

ivd -w c - (J.3c = 0 

wd 
U) + [i3 

. - > % 
F i g . 1 1 

Is de onderlinge l igging 
van de schalen a l s in f i ­
guur 11 aangegeven, dan 
geldt 

ui ; c = (iv+ p) : q 
en 

c = w ? 
w + ^ 

zodat, a l s q = d ( lengte 
w-schaal) 
en j> = (J. = -ei- wordt ge-
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nomen, de schaal van c u i t die van w kan worden geconstru­
eerd. 

Het is duidelijk, dat een dergelijke schaalprojectie ook geldt 
voor elke schaal waarop een willekeurige functie van w, of zoals 
men wil van c wordt uitgezet. We hebben dus door de w-schaal de 
mogelijkheid een nieuwe functie toe te voegen 

Verder mogen uiteraard ook op de u- en de v-as alle mogelijke 
functies van a en b worden afgezet. 

Ook bij deze laatste nomogrammen kan de u- of de v-schaal wor­
den verschoven. Dit heeft tot gevolg dat de functie op de schaal 
met een bepaalde waarde wordt vermeerderd of verminderd. In plaats 
van dus bv, a2 + 5 op de u-as af te zetten kan men ook a2 afzet­
ten en de schaal over een afstand van 5 eenheden naar beneden ver­
schuiven. Dit kan in sommige gevallen een vereenvoudiging geven 
bij het berekenen van de schaalpunten. 

Tenslotte kan men de afstand tussen de u- en de v-schaal weer 
als een functie van een vierde variabele laten toe- of afnemen 
analoog aan par. 2. 

4. Drie elkaar snijdende schaaldragers 

Wil men bv. 

— + -J- = J- ( 2 . 46 ) 
a b c 

dan zou d i t in een 
nomogram met d r ie 
evenwijdige schaal­
dragers leiden t o t de 
moeilijkheid» dat de 
punten a= 0, b~ 0 en 
c= 0 in het oneindi­
ge zouden worden af­
gebeeld. Om d i t te 
voorkomen kan men ge­
bruik maken van d r ie 
elkaar snijdende 
schaaldragers ( f ig . 
12). 

Trekken we een hulp l i jn evenwijdig aan de w-as dan geldt 
to : s = u : (u+ t) 

Verder geldt in de l inker driehoek 

s t _ v 
s in y ~ s in ß ~ s in a 

F i g . 1 2 
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_ s in Y + - s in ß 
s = v —:—-J- en t = v —.—t-

s in a s m a 
Dit ongevuld in de evenredigheid geeft 

s in Y ' / a. s in 3. 
w - v 1 = u : (u+ v ——i-) 

s in a s in a 
of 

s in Y . s in ß 
w v s T Ï T a w u ' + w v ü ï ï ï a 

en delen door u v w geeft dan 
1 s in y 1 1 s in ß 
w s in (X v u s in a 

Deze vergel i jk ing gaat bij vermenigvuldiging met sin a over 
in , « , 

i s in (cx+ ß) = i s in a + ± s in ß 
Daar verder geldt voor ot= ß dat 

s in (a+'ß) = s in 2 a = 2 s in a cos a 
on t s t aa t voor d i t geval 

-1. + i = I 2 cos a (2 47) 
U V 10 

Het geval van (2,46) kan dus worden weergegeven bij a='ß= 60° 
waarvoor 2 cos a = 1, 
Voor het algemene geval van d i t soort nomogrammen geldt dus 
dat 

I + i = I 2 cos a (2c48) 
(JLl« \L2U [X3C 

Zo geldt voor \ix = [i2 = \i3 en a= ß=30° of cos a = y2V5 
de vergel i jk ing ._ 

1 1 1V3 
5 + E = c 

Ook bij d i t soort nomogrammen kan een van de assen over een 
bepaalde afstand worden verschoven. 
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I I I . NOMOGRAMMEN MET SCHARNIERLIJN 
EN RAAKLIJNOVERGANG 

1, Nomogrammen met scharnierlijn 

Moet men een nomogram voor meer dan dr ie veranderlijken 
construeren, dan kan men, gebruik makende van de in par .1 .2 
en 1.3 besproken nomogrammen, twee van deze nomogrammen aan 
elkaar koppelen met behulp van een hulpschaal of scharnier­
lijn. 

De bewerking komt dan hierop neer, dat de vergel i jk ing met 
v ier of meer onbekenden g e sp l i t s t wordt in twee of meer ver­
gelijkingen met d r i e variabelen, voor elk waarvan men een 
nomogram kan construeren. Hierbij d ient opgemerkt t e worden, 
dat a l s e i s gesteld wordt, dat op de hulpschaal voor beide 
nomogrammen dezelfde functie moet worden afgezet, 

Als voorbeeld van een dergelijk nomogram kiezen we de drai­
nageformule van ROTHE. 

s - ^ f (3.1) 
Hiervoor kunnen we schrijven 

4 T = / ! = T ^ ( 3<2) 

Nu is zowel voor -£ j = h a l s voor h -~fT" ëëtinomogram samen 
te s t e l l en . Deze beide nomogrammen worden nu gekoppeld. Hier­
voor z i jn twee mogelijkheden. 

ie mogelijkheid (zie b i j lage I) 

.We beginnen met een nomogram voor 

waarvan de s - en de JT-schaal tegengesteld zjjn ende h - schaal 
midden tussen deze twee in l i g t . De s - ende J - schaa l worden 
becijferd a l s in b i j lage I aangegeven. Uit deze beci j fer ing 
en de bovenstaande vergel i jk ing volgt de schaalverdeling 
voor de h-schaal, waartoe nu l l i j n I i s getrokken. 

Vervolgens wordt een nomogram geconstrueerd voor 

Hierbij wordt van de zelfde A-schaal gebruik gemaakt. De H-
en de l-schaal komen nu op gel i jke afstanden aan weerszijden 
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van deze schaal. Becijferen vaneen vande beide nieuwe scha­
len l ever t d ie voor de andere. 

Daar op de h -schaal geen aflezing wordt gedaan, i s het n ie t 
noodzakelijk deze te becijferen Voor de a f le iding van de 
andere schalen i s het echter wel gemakkelijk, enige waarden 
op deze schaal aan t e geven 

2e mogelijkheid ( z ie b i j lage I I ) 

We beginnen met een nomogram voor 
s = ( 4 / Î ) K 

waarin de s -schaal a l s middelste wordt gekozen ende Z-schaal 
a l s bu i tens te . Alle d r i e schalen zjjn dan gelijk ger icht . Uit 
de beci j fer ing van de J - en de s -schaal volgt weer de h-
schaal . Op de n u l l i j n I s taan nu s = l s K = 1 en h = % 

Daarna wordt met gebruikmaking van de A-schaal een nomo­
gram ontworpen voor 

H2= h l2 

met de #-schaal a l s middelste schaal . Becijfering van een 
van de nieuwe schalen l eve r t weer de andere. 

In d i t nomogram z i jn de schalen voor s eriH minder gunstig, 
omdat de meest gebruikte waarden te d icht bij e lkaar liggen. 

2 Nomogrammen met raaklijnovergang 

2.1 Algemeen 

Bij meer dan drie veranderlijken is het niet altijd moge­
lijk deze zo te splitsen» dat op de A-as(sen) gelijke func­
ties ontstaan. De oplossing kan dan worden gezocht in nomo-
grammen met puntenvelden (II.1.3). Een andere mogelijkheid 
is een nomogram met raaklijnovergang. 

Noemen we bv. de betrekking 

r = c ( d - e ) (3.3) 

dan kunnen we schrijven 
J = h = ch1 

Voor het eerste deel kunnen we een normaal puntennomogram 
samenstellen met logarithmische schalen. Ook voor 

h1 = d - e 
kan een puntennomogram worden samengesteld. 

De beide nomogrammen plaatsen we nu zo, dat h en A lood­
recht op elkaar staan (zie bijlage III). Voor c worden nu 
zodanige curven geconstrueerd, dat de raaklijn aan deze cur­
ven de overgang van h naar h1 vormt en omgekeerd. 
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Voor de waarde c = 1 moeten daartoe de gelijke waarden van 
h en h1 worden verbonden. Langs de aldus ontstane raaklijnen 
i s de curve voor c te construeren. Voor het geval c= 2 moe­
ten a l l e punten op h1 worden verbonden met de dubbele waar­
den op h. In het rechter bovendeel van de figuur komen dus 
l i jnen met verschil lende c -waarden. 

2.2 Algemene vergelijking voor de raakt ijnkromme 

f ( 

F i g . 1 3 ( a4Aa ) 

In sommige gevallen i s 
hetmogelijkde overgangs-
krommen te berekenen in 
p laa ts van te construeren. 
Hiertoe zul len we de a l ­
gemene vergel i jk ing voor 
deze kromme af le iden. 

Voor een r aak l i jn die 
van de assen resp. stukken 
a en f(a) a f sn i jd t (ge­
trokken ltjn in figuur 13 ) 
geldt: 

_ Z _ + * = i (3.4) 
f(a) a 

Evenzo heeft een raaklijn, die stukken a + Aa en f(a + Aa) 
van de assen afsnijdt als vergelijking (gestippelde lijn in 
figuur 13) 

(3.5) •= 1 f(a -Aa) (a + Aa) 
Voor Aa—0 moeten beide l i jnen samenvallen. Aftrekken van 

de vergelijkingen 3.4 en 3„ 5 l ever t 

y 
TTâT 

X 

of 

of 

of 

f (a- Aa) 

y f (a + AaJ - f (a) 
f (a ) f (a - Aa/ 

y A f (a) ^ 

a a + Aa 

x. Aa 
a (a + Aa) 

x. Aa 

=r o 

f(a) f(a^Aa) 

A f (a). 

a (a + AaJ 
= 0 

Aa f (a) f (a- Aa) 
Voor Aa-*-0 geeft deze vergel i jk ing 

a(a+ Aa) 
= 0 

y f(a) 
fia) o (3 .6) 
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a l s f1(a) de eers te afgeleide van fia) i s 

De meetkundige p l aa t s van punten die zowel aan 3 4 a l s aan 
3 6 voldoenr i s een bepaalde kromme; de omhullende De co 
ordinaten van deze kromme zijn te vinden door x en y u i t de 
ze twee vergelijkingen op te lossen 
Dit geeft 

f2(a) 
y f(a) af1 (a) 

af (a) 
x = a f (a) af(a) 

(3 .7) 

(3 ,8) 

2,3 Enkele voorbeelden van berekeningen van raaklijn krommen 

Stel ; dat we een raaklijnkromme willen hebben voor de be­
rekening van , 

f(a) =-£ (3.9) 
De waarden van a worden op de x - a s afgezet, d ie van f(a) op 
de y -as . 
Nemen we nu b = 12. dan geeft d i t bfl invullen in 3.7 en 3.8 
de waarden 

i = ü a (3.10) 

y = b/a (3.11) 
Daar nu geldt, dat a = 2x, kan u i t 3.11 worden afgeleid, dat 
de algemene vergel i jking voor de raaklijnkromme voor b = 12 
voldoet aan 

y 
_3 
x 

(3.12) 

Deze kromme i s in figuur 
14 weergegeven. Voor an­
dere waarden van b kun­
nen op overeenkomstige 
wijze vergelijkingen wor­
den afgeleid. Figuur 14 
geeft nu dus een vernie-
nigvuldigings- of de-
lingsnomogram met een 
raaklijnovergang, 

• Bij het maken van no-
niogrammen met meer vari­
abelen zal het meermalen 
voorkomen» dat op de bei­
de assen ongelijke scha-
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len zijn uitgezet» Zo heeft bvk de.horizontale as een line­
aire verdeling en de vertikale een kwadratische, 

We willen nu de overgangskromme hebben voor de verg. 3. 9. 
Omdat nu de schaal voor f(a) eèn kwadratische verdeling 
heeft, moet bij de bepaling van de coördinanten van de om­
hullende worden uitgegaan van de vergelijking 

f(a)=(^ ( 3 ° 1 3 ) 

Met behulp van deze vergelijking kunnen de waarden van x 
en y uit 3.7 en 3.8 worden berekend. Het resultaat is dan 

h2 

~-5— (3.14) 

(3.15) 

Daar nu geldt, dat 
a = y x, voldoen de raak-
lijnkrommen aan de al­
gemene vergelijking 

4 b2 

y = rr^ <3°16> 
Voor het geval b = 12 

is de kromme weergege­
ven in figuur 15. Hier 
is dus ook weer een ver-
menigvuldigings- en de-
lingsnomogram ontstaan. 

27 



IV GEBRUIK EN ALGEMENE EIGENSCHAPPEN 
VAN DETERMINANTEN 

la -Determinanten in het algemeen 

De leer der determinanten is afkomstig uit de vectorreke 
ning Determinanten hebben thans echter ook vele toepassin­
gen op andere gebieden. 

In de analytische meetkunde worden determinanten toegepast 
voor het onderzoek van kegelsneden, bepalingen van middel­
punten en hoofdassen van tweedegraadskrommen 

De oppervlakte van een driehoek, waarvan de hoekpunten in 
coördinanten zijn gegeven kan in determinantvorm worden ge­
schreven. 

Een determinant kan eveneens de uitdrukking zijn voor de 
ligging van een vlak door drie punten ten opzichte van een 
willekeurig in de ruimte aangebracht assenstelsel 

Een belangrijke toepassing van de determinanten is de op 
lossing van n-vergelijkingen met n onbekenden, Voldoennu in 
de analytische meetkunde de coördinaten vaneen bepaald punt 
aan twee of meer vergelijkingen dan wil dit zeggen, dat het 
betreffende punt het snijpunt is van de door deze vergelij­
kingen weergegeven rechte of kromme lijnen, De voorwaarde, 
waaraan een dergelijk punt moet voldoen, is dus in determi­
nantvorm te schrijven Deze toepassing vormt de grondslag 
van het gebruik van determinanten in de nomografie 

Een andere, in de nomografie gebruikte toepassing is de 
voorwaarde, waaraan drie punten moeten voldoen, willen ze op 
een rechte lijn liggen. 

Een derde voor ons van belang zijnde toepassing is die van 
het zoeken van de vergelijkingen van de uit de projectieve 
transformatie van een nomogram verkregen figuur. 

Voor hen, die niet op de hoogte zijn van de eigenschappen 
van determinanten worden de voornaamste bewerkingen in de 
volgende paragrafen behandeld, 

2 Definitie van determinanten 

Een determinant is een verkorte schrijfwijze van een som 
van producten. Hij wordt doorgaans geschreven in de vorm 
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—h. 

b . — h 

Het aantal rijen (av b , ct, , h1) en het aantal 
kolommen (ajr a2, a}, , an) is steeds gelijk. Men 
noemt dit de orde van de determinant, 

Hoewèl alle hier na te beschrijven eigenschappen ook gel­
den voor determinanten van hogere en lagere orde, zullen we 
ons hier beperken tot determinanten van de derde orde. 

Uitschrijven van de producten kan eenvoudig op de volgen­
de wijze worden gedaan. Achter de determinant van de derde 
orde schrijven we nog eens de eerste twee kolommen van de 
oorspronkelijke determinant op de volgende wijze 

a1 

°2 
V 

a'. 
3 

A 
% 

N 

^' 
3 

Si 

y* ̂  
^ 

3 

-aK ' V v X 

Xa 
s X 

>r 

% 
va ' x 6 . 

3 3 

De diagonalen van links boven naar rechts beneden leveren 
nu de positieve termen, die van rechts boven naar links be­
neden de negatieve, dus 

ai bi ci 

a2 b2 C2 

ü3 b3 C3 

= atbac3* blCja3 + Cla2b3-Clb2a3-alC2b3- btaac. 

Een algemene regel i s , dat, wanneer het aarçtal verwisse­
lingen dat nodig i s om in een product de indices de natuur­
l i jke volgorde 1, 2, 3 t e geven even i s , dan i s de term •po­
sitief. I s d i t aantal oneven, dan i s het product negatief. 

Eigenschappen van determinanten 

Worden van een determinant rijen en kolommen verwisseld, 
dan houdt de determinant dezelfde waarde. 

De hoofddiagonaal b l i j f t dezelfde en a l l e andere t e r ­
men houden hetzelfde voorteken. 
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b, Vermenigvuldigt men alle elementen van dezelfde kolom (rij) 
met het zelfde getal p dan wordt de determinant p maal zo 
groot. 

In elk komt slechts een term vaneen bepaalde kolom voor. 
Elk product wordt dus met ̂ vermenigvuldigd. 

= 2 

Omdat geen verandering van waarde optreedt door verwis­
seling van rij en en kolommen, geldt hetzel f de voor de rij en. 

Analoog geeft deling van een bepaalde rij (kolom) door 
een bepaald getal p een p maal zo kleine waarde van de 
determinant. 

c. Zijnalle elementen van een zelfde rij (kolom) gelijk aan p, 
dan is de determinant = 0 

Vermenigvuldiging van de betreffende rij (kolom) met p= o 
geeft deze determinant, dus D = O.D of D - 0 

d. Verwisse ling van twee rijen (kolommen) gee ft de determinant 
de determinant de tegengestelde waarde. 

Na de verwisseling geeft elke term een paarwisseling van 
de indices te zien, dus gaat elk product in zijn tegen -
gestelde waarde over 

1 

3 

2 

2 

1 

3 

4 

1 

5 

2 1 4 

1 3 1 

3 2 5 

3 2 5 

1 3 1 

2 1 4 

ê» Zijn ti^-*i^%k&l>omtim),g£lafk,,dan is de determinant = O. 
Verwisseling van de betreffende rijen (kolommen) geeft 

de determinant de tegengestelde waarde, dus D - -D. Dit 
is alleen mogelijk als D = 0 
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f. Vormen de elementen van twee rijen (kolommen) een evenre­
digheid, dan is de determinant - O 

Na deling door de evenredigheidsfactor worden de r i j en 
(kolommen) aan elkaar gel i jk, 

g. Verschillen tioee of meer determinanten s l ech ts inde e l e ­
menten van een r i j (kolom);, dan ontstaan bij op te l l ing 
een nieuwe determinant, waarin de corresponderende r i j 
(kolom) de som van de oorspronkelijke elementen i s 

1 0 

2 -3 

2 1 

1 

2 

2 

1 

2 

0 

2 

0 

1 

.+ 

1 

2 

2 

- 2 

1 

1 

2 

0 

i 
= 

1 -1 

2 0 

2 2 

h. De waardevan een determinant verändert niet, wanneer men 
alle elementenvan enige rijen (kolommen) vermeerdert met 
een veelvoudvan de overeenkomstige elementen van een an­
dere rij (kolom). 

2 3 0 

1 -2 1 

3 - 4 2 

2 3+2x0 0 

1 -2f+2xl 1 

3 -4+2x2 2 

2 5 0 

1 0 1 

3 0 2 

Deze eigenschap, wordt veel toegepast bij de berekening 
van determinanten. Zo i s 

7 

4 

2 

2 

3 

0 

1 

2 

1 
= 

5 0 0 

0 3 0 

0 0 1 

= 15 

Hiervoor zijn achtereenvolgens de 3e rij van de Ie rij 
afgetrokken. Daarna 2x3e rij van 2e rij; 2x3e kolom van 
Ie kolom en 2/3 x 2e rij van Ie rij. 

4. Ontwikkelen van een determinant naarde elementen van een 
rij of van een kolom 

Met deze bewerkingsmethode wordt een nieuwe methode ge­
geven om determinanten te berekenen. 
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D= 

ai bi ci 

a2 b3 c-3- -•ai(b2C3-b3C2).+ a2(b3CïblC3l+ V ^ V V ^ 

- a, 
b3 C2 

b3 C3 

- «2 
bl Cl 

b3 C3 

.+ a3 

bi ci 

b2 c3 

al Al a3 A2 + a3 A3 

Door de ontwikkeling naar een bepaald element b l i j f t 
er dus een nieuwe determinant van lagere orde over Deze 
on t s t aa t u i t de oude determinant door hiervan de betreffende 
r i j en kolom waarin he t element voorkomt, weg t e l a ten De 
aldus ontstane rest determinant of minor heeft hetzelfde t e ­
ken al s de oorspronkelijke determinant al s de somvanhet rang 
nummer van r i j en kolom waarin het element voorkomt, even i s , 
het tegengestelde teken a l s d i t rangnummer oneven i s . 

Voor bovengenoemde determinant ge i t eveneens 

£ = V C 2 < V C3a2} + b2(C3ar Cia3} + b3(Cia2- Ca°l) 

blBl b2B2 •b3B3 

en eveneens 

D- ç Ct <7 C2 C3 C3 

Door verwisseling van r i j en en kolommen kan eveneens 
worden afgeleid dat 

D = a 1 ^ I + 6 J 5 r + c 1 C 1 ^ a2A2+b2B2+c2C2:, a3A3+b3B3+c3C3 

Voorbeeld 

1 4 2 

2 5 1 

3 4 2 

r̂ 1 
5 1 

4 2 
- 2 

4 2 

4 2 
+ 3 

4 2 

5 1 
naa r Ie ko-lom 
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= - 4 
1 

2 
+ 5 

1 

3 

2 

2 
- 4 

1 

2 

2 

1 
naar 2e kolom 

2 5 

3 4 
- 1 

1 4 

3 4 
+ 2 

1 4 

2 5 
naar 3e kolom 

naar (Ie r i j) (2e r i j ) (3e r i j ) 

5. Het randen van een determinant 

Met de in de vorige paragraaf besproken eigenschap i s 
het mogelijk van een determinant een andere determinant 
van een hogere orde te maken met dezelfde waarde als de 
oorspronkelijke determinant. 

Om de orde van een determinant met 1 te verhogen moet 
aan de determinant een r i j en een kolom worden toegevoegd, 

Stel, dat we van de determinant 

ai bx 

a3 b2 

een determinant van de derdeorde willen maken, iHet eejrste 
'element van de nieuwe eerste kolom maken we 1. De rest van 
deze kolom kan dan bestaan ui t nullen. 

P 
a, 

<7 

b. 

Ontwikkelen van deze determinant naar de eerste r i j geeft 
dan 1 x de oorspronkelijke determinant, p x o en q x o De 
waarde p en q mogen dus willekeurig worden genomen. 

Voor de twee laatste waarden in de eerste r i j kan men 
ook nullen invullen. De bei de waarden van de nieuve eerste 
kolom krijgen we dan willekeurige waarden p en q. 

Omgekeerd kan dus de orde van een determinant worden 
verlaagd' door eerste de elementen van een r i j of kolom op 
een na nul te maken met behulp van de eigenschap genoemd 
in par. 3 punt h. 
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6. Het vermenigvuldigen van determinanten 

Voorde vermenigvuldiging moeten de determinanten dezelf­
de orde hebben. Dit i s s teeds mogelijk door de l aags te 
orde door randen t e verhogen. De vermenigvuldiging wordt 
h ie r aan de hand van enkele voorbeelden toegel icht 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

2 5 

3 6 

4 7 

(1x2+2x5+3x8) (1x3+2x6+3x9) (1x4+2x7+3x1) 

(4x2+5x5+6x8) (4x3+5x6+6x9) (4x4+5x7+6x1) 

(7x2+8x5+9x8) (7x3+8x6+9x9) (7x4+8x7+9x1) 

Omdat verwisseling van r i j en en kolommen de waarde van 
de, determinant n i e t verandert kan de vermenigvuldiging 
ook worden geschreven a l s 

5 

6 

7 

('1x2+2x5+3x8) (4x2+5x5+6x8) (7x2+8x5+9x8) 

(1x3+2x6+3x9) (4x3+5x6+6x9) (7x3+8x6+9x9) 

(1x4+2x7+3x1) (4x4+5x7+6x1) (7x4+8x7+9x1) 

7. Het oplossen van n vergelijkingen met n onbekenden 

Een van de toepassingen van determinanten i s het oplos­
sen van vergelijkingen. 

Hebben we de vergelijkingen 

cijX .+ bxy + q z = p 

a3x.+ b3y
J-+.c3z = q 

a3x . + b3y . + Cj 2 = r 

Dan i s de oplossing voor x, y en z r e spect ievel i jk 
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X *= 

p 
q 
r 

<h 

% 
a3 

h 
b3 

b3 

bX 

b* 
b3 

Cl 

C2 

C3 

ax 
a2 

a3 

V -

Cl 

C2 

C3 

<h 
a2 

S 

P 
<7 
r 

h 
b2 

b3 

cx 
C2 

C3 

ai 

a2 

°3 
Sr -

Cl 

°2 
C3 

°i 
a2 

°3 

\ 

\ 
b3 

bl 

b2 

b3 

P 
q 
r 

cx 
C2 

C3 

Voor het geval van n vergelijkingen met n onbekenden 
krijgen de determinanten de orde n 
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HET GEBRUIK VAN DETERMINANTEN 
IN DE NOMOGRAPIE 

1, Nadere beschouwing van het l i j n e n - en puntennomogram 

b 5 V 1 1 1 1 1 
\ 1 1 1 1 1 

\ l 1 1 I I 

\ K N J \ I \ ! 

Om duidelijk te 
maken, hoe determi­
nanten in de nomo-
grafie worden ge­
bruikt , beschouwen 
we het eenvoudige 
nomogram 

a .+ (5. 1) 

F i g . 16 

Als Cartesiaans 
nomogram bestaat d i t 
u i t een samenstel 
van drie soorten 
rechte l i jnen (fig< 
16) te weten: 

1) l i jnen / / y-as voor waarden van a 
2) l i jnen / / x-as voor waarden van b 
3) l i jnen onder 45°'voor-waarden van c 

Prie bij elkaar horende waarden van a, b en c geven nu een 
snijpunt (b. v, a .-. 3S b ^ 2, c = 5) van de drie soorten l i j ­
nen. Voldoen omgekeerd de coördinaten van een punt aan de 
a r i e ' v o o r d e ' l i j n ë n géldondc vergeli jking, dan i s d i t punt 
dus een oplossing van de vergel i jking. De voorwaarde, waar­
aan een dergeli jk punt moet voldoen kunnen we nu in de vorm 
van een determinant schrijven. 

Beschouwen we het puntennomogram voor de verg. 5,1 (fig, 17), 
dan liggen dr ie b i j e lkaar horende waarden oj^ een rechte 
l i jn* Elke op loss ing in di£ systeem moet aan deze voorwaar­
de voldoen,, 
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5 r 

4 -

j 10 

- - 9 

. . 8 

. . 7 

-- 6 

- - t . 
- . 4 

- . 3 

- - 2 

. . 1 

. . 0 J 0 

Fig . 17 

Ook h ier zul len 
we deze voorwaarde 
in de vorm van een 
determinant schrij-
ven.jVoor beide ge­
vallen zullen we 
deze voorwaarde 
e e r s t ops te l len 
voor CARTESIAANSE 
coördinaten. Daama 
zul len we nagaan, 
welk verband er be­
s t a a t tussen deze 
coördinaten en die 
van UNVERZAGT. 

2. De collineatievoorwaarde voor d r i e punten 

of 

Liggen d r i e pun­
ten op een rechte 
l i j n in een wi l le­
keurige assens te l ­
s e l dan geldt voor 
de gearceerde.drie-
hoeken (fig, 18) 

F ig . 18 

(*b - V • tob - V = (xc - V •" (yc -jtf 

(xb - V (yc - yb) - (xc - xb) (yb -ya) =0 

In deterrainantvorra geeft d i t 

Xu - x„ yb 
xc - xb yc- yb 

= o 
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Randen van deze determinant geeft 

H yb 
xb -%a n- y a 
xc -xb yc-

 yb 

- o 

of naomwerking (Ie r i j bij 3e optel len, 2e r i j van Ie af trek­
ken en Ie r i j b i j 2e r i j optel len) 

xa 
xb yb = o (5.2) 

Willen dr ie punten op een rechte l i j n l iggen, dan moeten 
de coördinaten dus voldoen aan bovenstaande determinant. 

3. Het snijpunt van d r ie rechte l i jnen 

Een rechte l i j n kan worden weergegeven door de vergel i jking 

ax ,+ by ; + c - 0 (5.3) 

Het snijpunt van twee rechte l i jnen moet voldoen aan de 
vergelijkingen 

atx;.+ bj .+ Cj, = 0 

ajc .+ bj .+ c3 = 0 

(5.4) 

(5.5) 

Vermenigvuldiging met resp. a3 en a2 en aftrekken geeft 

y - Ca, bj •£ Oj 62 J .+ Ca, c2 - a, c3 ) <= 0 
of 

Idem geldt voor x 

a2Cl aiC2 
y = 

°îbi aib2 

btca 

(5.6) 

(5% 7) 
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Voor een derde l i j n door hetzelfde punt gelden dezelfde 
vergelijkingen voor x en y, met dien verstande dat de index 
2 moet worden vervangen door de index 3, De coördinaten van 
x en y moeten dezelfde z i jn, dus 

V <h C2 °3C1 b2<î - A ^ b3Cl. - h 
en 

°ibi - <hb3 °3 bi ~ °i b3 ^ " ^ % <h - bi °3 

Deling van de tweede vergelijkingen door de ee rs te l ever t 

b3Cl - blC2 

°UC1 - °1 «3 

of a l s determinant 

Wi - °1 °2 

Aci - <h % 

fanden van deze determinant 

ai 

a2Cl ~ 'h C2 

0 , ^ - o, 9 

h0! -

^ C i -

b2Cl 

^ C 2 

l ever t 

b
1 

b2Cl -

b3<h -

blC3 

°I% 

- blC2 

- bl<± 

1 

èjc, 0 

bi<? 0 

of na bewerking (c, x Ie r i j bij 2e r i j optel len, c} x Ie r i j 
bij 3e opte l len en 2e en 3e r i j delen door c/T" 

3 

O, C3 

= O 

4. Lijncoordinaten van Unverzagt 

4-1 Mét systeem van lijncoordinaten 
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F ig . 19 

De l igging van 
een punt in een 
p l a t vlak i s be­
paald door z i jn af­
stand t o t twee wil­
lekeurige , e lkaar 
sn i j dend© ouordi 
naatassen x en y 
Deze weergave vin 
de p laatsbepaling 
van het punt noemt 
men een Cartesiaans 
coordinatensysteem. 

We nemen nu in 
p l a a t s van twee e l ­

kaar snijdende assen x en y twee evenwijdige assen u en v 
met beginpunten A en B. De l i j n AB noemt men de nullijn van 
het systeem. 

De ^-waarden u i t het Cartesiaanse s t e l s e l ( f ig, 18) worden 
nu van u i t A op de u-as ui tgezet; de y~waarden op de f - a s 
van u i t S (fig. 19j. Posi t ieve waarden van x en y worden naar 
boven, negatieve naar beneden afgezet 

Nemen we het punt 
P u i t het Cartesi*-
aanse s t e l s e l . De 
waarde Xx== u wordt 
dus u i tgezet op de 
u- as; de waarde y±= 
v op de t/-as. Het 
punt P wor.dtin.Jiet 
nieuwe -~ tel sel 
weergegeveftxloor de 
lijn CD. 

We nemen nu een 
willekeurige l i j n 
door het punt P in 
het oude s t e l s e l . 
Deze l i j n sn i jd t de 
x- en de y-as resp, 
i nTen R. Het punt 
T wordt in het nieu­
we s t e l se l weerge-

lg" geven door de l i j n 
EB (EA-u^xj*, y^-- 0), Het punt R wordt in het nieuwe s t e l s e l 

aangegeven door de l i j n AF (x^^u^O, y^ = v= BF). 

40 

http://wor.dtin.Jiet


De l i jnen CD, BE en AF in het nieuwe s t e l s e l , die resp.de 
punten PH'T en R u i t het oude s t e l s e l weergeven gaan a l l e 
dr ie door het punt 'S in het nieuwe systeem. Daar de genoem­
de punten l iggen op de getekende l i j n door P, gaan l i jnen 
u i t het oude s t e l s e l b l i jkbaar in het nieuwe s t e l s e l over in 
punten We zagen daarbi j s dat punten u i t het oude s t e l s e l 
overgingen in l i jnen, De aldus verkregen wijze van u i t ze t t en 
noemt men naar de ontwerper ervan de methode van de lijn-
coordmaten van U:r..erzogt. 

Daar het punt 'S de weergave i s van de l i j n RT>-"\i het oude 
s t e l s e l , zullen a l l e punten die op deze l i j n l iggen iri het 
l ijncoordinatensysteem s het punt 
'S. Zo gaat punt Q u i t het Cartesiaanse s t e l s e l over in de 
l i j n GE. 

Elk wil lekeurig punt op de l i j n RT zal dus worden weerge­
geven door een l i j n door 'S. De l i jncoordinaten van deze pun­
ten zullen nu moeten voldoen aan een bepaalde betrekking. 
Deze betrekking moet dan tevens het punt 'S weergeven. Deze 
betrekking i s a l s volgt af t e leiden u i t fig, 20 

Stel dat een willekeurig 
punt (P) wordt weergegeven 
door de l i j n CD. *"" -varia­
bele afstanden ACZu en BD=v 
uepalen dan de l igging van 
het punt in l i jncoordina­
ten. Verder s t e l l en we 

AE - a BF 'ß 
Uit de gelijkvormigheid van 
de driehoeken CES en DBS 
volgt dan dat 

CD : 'SD u); v (5 .9) 

Fig . 20 

•CD • 'SD _ a : ( ß - v ) 

Uit beide evenredigheden volgt dan dat 

(CC - u) : v - a : (p - v) 

'pu + av - aß = o 

Evenzo volgt u i t de gel i jk­
vormigheid van de d r i e hoe ­
ken ACS en FDS 

of 

(5.10) 

(5.11) 

(5. 12) 

41 

http://resp.de


x. 

Dit i s dus de vergel i jking van het punt S in l i jncoordinaten. 

Evenmin als in het Cartesiaanse s telsel de assen loodrecht op 
elkaar hoeven te staan, hoeft bij de lijncoordinaten de nullijn AB 
loodrecht op de assen te staan. Bij een niet loodrechte stand ver­
andert er niets aan de afgeleide betrekkingen. 

4J2 Afleiding van enige betrekkingen in het lijncoordinaten-
• stel sel. 

We trekken in het l i j n -
coordinatenstelsel door 5 
eenlijn'Sff evenwijdig aan 
de beide assenuen v ( z ie 
figuur 21). Nu s t e l l en we 

AB = d 
HS - y 

rd t positief genomen 
S boven de nu l l i j n 
negatief a l s d i t punt 

er beneden l i g t . 
Nu volgt u i t de ge l i jk­

vormigheid van de d r i e ­
hoeken AHS en AFB 

AH : Aß = Y 'ß ( 5 ' 1 3 ) 

of AH = d_Y (5. 14) 

'ß 
driehoeken ABE 

(5. 15) 

a< 

\ 
\ 

\ 
\ s 

Y £N 
Ji, 

-v~ 

r 

I y w01 

I als 
fß ligt, 

. 21 

Evenzo volgt u i t 
en HBS 

de 
HB 

gelijkvormigheid van de 
= 4 Y 

Optellen van 5.14 en 5. 
a 

15 geeft 
Y = 

dan 
orß (5. 16) 

CC+'ß 

De afstanden AH en HB bepalen bij puntennomogrammen de lig­
ging van de middelste schaal. De waarden van Y i s bepalend 
voor de modulus van deze schaal. 

De algemene vergelijking van een lijn in het Cartesiaans 
coordinatensysteem luidt 

Ax.+ By .+ C = 0 (5.17) 
Analoog hieraan kunnen we voor de vergelijking van een punt 
in een Unverzagt coordinatensysteem stellen 

Au .+ Bv + C = 0 (5. 18) 
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In de vorige par. vonden we als vergelijking voor zon punt 
ßu.+ UV- ocß= 0 (5. 12) 

Vergelijken van 5 12 en 5-18 levert dus dat 
i = ß , fca en C - - aß 

Door hiervan gebruik te maken kunnen dus de verg. 5. 14, 5.15 
en 5.16 worden uitgedrukt in lijncoordinaten, We krijgen dan 

C 
'BS = 

AH = 

HB = - iL 

A.+B 
ÄJ-
A+B 

-IA. 
i+5 

(5. 19) 

( 5 . 20) 

• (5 .21) 

De plaats van het punt 'S in het lijncoordinatensysteem kan 
met behulp van deze formules weer gemakkelijk in Cartiaanse 
coördinaten worden uitgedrukt. Hiertoe denken we ons het nul­
punt van het Cartesiaanse stelsel inA, de x-as langs de nul­
l i jnen de y-as langs de w-as. Voor het punt 'S geldt dan dat 

x = AH 

y .'ES 

(5 .22) 

(5. 23) 

Het bepalen van de puntenvergelijking en het lijncoordinaten­
systeem is nu vrij eenvoudig. In figuur 22 moet 5 voldoen aan de 
waarden 

u = - 2 

u = + 3 

V = + 2 

v= - 1 

zodat de puntvergeli jking moet 
voldoen aan 

-2A + 2 5 + C= 0 (5.24) 

- 3 i - 5 + C = 0 (5.25) 

Uit 5.24 en 5.25 volgt de 
verhouding 

(5.26) à = ä= Q 
3 5 4 

zodat de puntvergelijking in 
dit geval luidt 

Fig.22 3« + 5V - 4 = 0 (5,27) 
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4-3 Enige opmerkingen over de algemene puntvergelijkmg 

Evenals bij de algemene vergeli jking van een l i j n in het 
Cartesiaanse assenstelsel kunnen we enige kenmerken van de 
pun tverge l i jk ing inhe t l i jncoordinatens te lse l onderscheiden 
Uit de verg. 5.19, 5.20 en 5.21 voor de l i jnstukken AH, HB en 
HS kunnen we afleiden dat voor 

C = 0 het punt l i g t op de nu l l i jn 
A = 0 n " " " " v-as 
B - 0 " " " " " u-as 

We hebben gezien, dat we met behulp van bovengenoemde ver­
geli jking een lijncoordinatensysteem steeds weer om kunnen 
zet ten in den Cartesiaan»yyteem. Drukken we in een punten-
nomogram de l igging der punten dus u i t in het Cartesiaanse 
s t e l s e l , dan moeten de bi j elkaar behorende punten voldoen 
aan de voor de c o l l i nea t i e geldende determinant 5.2. Maken 
we echter gebruik van l i jncoordinaten, dan zal voor de col­
l i n ea t i e een andere voorwaarde gelden, n . 1 . die, vervat in 
de determinant 5.8 

4,4 De voorwaarde voor drie puntenop een rechte lijn in lijn­
coordinaten 

Bij de in hoofdstuk I I besproken nomogrammen en in par .V.1 
zagen we. dat voor de aflezing van puntennomogrammen gebruik 
werd gemaakt van d r ie schaalpunten die lagen op een rechte 
l i j n . De voorwaarde hiervoor zal nu uitgedrukt worden in 
determinantvorm. 

In het Cartesiaanse assenste lse l werd voor het snijpunt van 
d r ie rechte l i jnen in V. 3 de voorwaarde afgeleid, dat de 
coëfficiënten van de dr ie vergelijkingen 

Azx+ Bxy .+ Cl - o 

AjX .+ B^y .+ Câ = 0 

4* .+ $y .+ Ç =6 

noesten voldoen aan 

= o 
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In het l ijncoordinatensysteem vindt men de ve rb ind ings l i jn 
van d r ie punten door de waarden'van u en v op t e lossen u i t 
de vergelijkingen 

ijW .+ Btv:+ CJ 

4,« ,v.+ Ç 

4 " +B3V+C3 

- O 

- 0 

Deze bewerking i s volkomen geli jk aan d i e in V. 3 voor het 
snijpunt van d r ie l i jnen in het Cartesiaanse assens te lse l , 
met dien verstande, dat x en y h i e r z i jn vervangen door u en 
v. De voorwaarde dat d r ie punten in l i jncoordinaten op een 
rechte l i j n moeten liggen, wordt dus uitgedrukt door de de­
terminant 5. 8 

5, Voorbeelden van het gebruik van determinanten in Carte­
siaanse nomogrammen 

In par, V\ 3 hebben we gezien, dat de coëfficiënten van de 
vergelijkingen van dr ie l i jnen aan een bepaalde voorwaarde 
moeten voldoen, willen ze door een punt gaan. Deze voorwaarde 
schreven we in de vorm van de determinant 5. 8 

Omgekeerd moet, wanneer een s t e l s e l van dr ie l i jnen aan 
deze voorwaarde voldoet, h i e ru i t een nomogram z i jn t e con­
strueren dat bes taat u i t deze dr ie soorten l i jnen. 

We nemen het eenvoudige geval van fig. 16 

a .+ b (5.1) 

Deze vergeli jking schrijven we nu zodanig in determinant-
vorm, dat in de ee rs te r i j naast bekende termen al leen de 
veranderl i jke a optreedt , in de tweede r i j a l leen b en in de 
derde r i j a l leen c, 

Voor 5,1 kunnen we schrijven 

r̂ 0 

Vergelijken we deze determinant met 5.8, dan stellende 
elementen van de rijen de volgende vergelijkingen voor. 

1 

0 

1 

0 

1 

1 

- a 

-b 

-c 
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x + o,y - a = o 

o,x + y - è = o 

#.+ y - c - o 

(5 29) 

(5,30) 

(5. 31) 

De vergelijkingen stellen nu voor: 

5.29 geeft voor elke waarde van a een lijn // y-as 
5.30 " " " " " b " " // X-&S 
5.31 " " " " " c " " met 
hellingstangens - 1 

We r.ien dus, dat dit nomogram is, dat in fig. 16 is uitgebeeld. 

Op 5.28 mogen allerlei bewerkingen worden toegepast, mits de 
waarde = 0 blijft. Zorgen we er nu voor, dat door de bewerking de 
variabelen steeds in hun eigen rij blijven staan, dan kunnen we 
direct de vergelijkingen voor de lijnen aflezen. 

Vermenigvuldiging van de laatste kolom van de determinant met 10 
doet de waarde (0) niet veranderen, dus 

1, 

0 

i 

0 

1 

1 

-10a: 

-10e 

-10c 

= o (5.32) 

Uit deze determinant volgen dezelfde lijnen, doch deze liggen nu 
op afstanden van elkaar die lOx zo groot zijn. 

Ook verwisseling van twee kolommen (of rijen) verandert niets aan 
de waarde van de determinant. We kunnen dus ook schrijven: 

-a 

-b 

-c 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

= o 

De vergeli jkingen voor de l i jnen worden dan: 

- a x + o . y + l = 0 y = a x - 1 

- b x + y + l = 0 of y = b x 

- c -a: + y + l = 0 y = c x + l 

(5 .33) 

(5.34) 

(5 .35) 

(5.36) 

Het nomogram zou dus ook kunnen bestaan u i t l i jnen, waarvoor de 
he l l ings tan gen ten resp. a, b en c z i jn . 

Verandering van de determinant betekent dus vervorming van het 
nomogram, zonder dat he t nomogram een andere oplossing geeft. In 
het besproken geval werden andere l i jnen gevonden. Di t i s dus een 
project ieve verandering en h i e rb i j b l i jven rechte l i jnen recht. 
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We zien dus, dat uit de determinant eenvoudig de vergelij­
kingen voor de verschillende lijnen volgen. Hetzelfde geldt 
uiteraard voor lljncoordinanten. Om dit aan te tonen zullen 
in de volgende paragraaf enige voorbeelden worden gegeven 
van in het eerste hoofdstuk gegeven nomogrammen, 

6. Enkele voorbeelden van nomogrammen met evenwijdige schalen 
afgeleid met behulp van determinanten 

Willen drie punten in lijncoordinaten op een rechte lijn 
liggen, dan moetende coëfficiënten van de vergelijkingen van 
deze punten voldoen aan dezelfde voorwaarde als voor het 
snijpunt van drie lijnen in een Cartesiaans assenstelsel 

We nemen weer als voorbeeld ie vergelijking 

+ b = (5.1) 

waarvoor we nu een puntnomogram met drie evenwijdige assen 
willen construeren. 

Deelt men nu de elementen van de eerste kolom van de deter­
minant 5. 28 door de modulus JJL. -, die van de tweede kolom door 
(j.a en vermenigvuldigt men vervolgens de eerste, tweede en 
derde rij resp. met ja; \.' 2 en (J.i(J.3 dan wordt de determi­
nant 

0 

1 

H-i a 

\i2 b 

hï V-i - W W C 

= 0 (5.37) 

waaruit voor de lijnvergelijkingen valt af te leiden 

u - lijd = 0 (5.38) 

v - \i.3b = 0 (5.39) 

\i.3u '.+ \ilV - | i2n3c = 0 (5. 40) 

Verg. 5.38 s te l t , wegens het ontbreken van de term met v, 
een puntenserie op de u-as voor. In 5.39 ontbreekt de term 
met u, zodat de punten op de f-as liggen. Vergelijking van 
5. 40 met de algemene puntvergelijking 5. 18 levert A = \i , 
B = \i1 en C = (iJ[X2c . Invullen van deze waarden in de verge­
lijkingen 5.20 en 5.21 voor de afstanden AH en 'BB geeft 
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f̂  '_ (5.41) 

- | i - ci (5.42) 
55 = ' 

W a 

Vcor :^ = (ij l i g t de derde as dus midden tussen dC feeidc 
ee rs te assen in. 

Invullen van de waarden voor A, B en C in 5.19 geeft: 

779 = HJ Ha c 

VoorVj- 1^ i s dus de derde n D^-.IUS (0.3 ^ tó \l1 Verder b l i j k t 
u i t 5.44 'en 5.42, 5-43 dat een verandering van de moduli (J,i 
en [i„ ook een verandering van dë modulus \i '(-'. ie p l a a t s van 
de derde as inhoudt, 

Gebruiken we voor bovenbeschreven nomogram Cartesiaanse 
coördinaten, d. w. z. leggen we de x-as langs de nu l l i jn , de 
y -as langs de u-schaal dan geldt voor a l l e punten op de w-as 

x ^ 0 , y... = V-j a 

en voor a l l e punten op de v-schaal 

x a i , y = fx2 b 

a l s de afstand tussen de schalen = d i s . 
Voor de inschaal (middelste schaal) volgt dan door invul­

len van de betreffende waarden in de vergelijkingen voor AH 
en ES 

x =. V-id (5.44) 

y - M-i M-3 c (5.45) 

Drie bij elkaar horende punten van deze schalen moeten nu 
op een rechte l i j n l iggen, dus volgens de voorwaarde vervat 
in 5.8: 
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0 

d 

M 

% a 

fV 

V-1^2 

1 

1 

1 

(5,46) 

Stellen we nu \i.1 .-=• (l-s dan blijkt de middelste as naar 
het oneindige te verdwijnen; op de v-as moeten dan de waar­
den langs de negatieve as worden uitgezet. 

Van deze eigenschap kunnen we gebruik maken, wanneer we 
twee nomogrammen met een scharnierlijn willen verbinden. De­
ze kan dan naar het oneindige worden verplaatst VÜOI * :üde 
nomogrammen, zodat slechts vier schaal dragers overblijven. 

Stel dat we een nomogram hebben voor 

of 
a ,+ b — p ,+ q 

a'.+ b = h =.p .+ q 

(5,47) 

(5.48) 

en p 

nul1i jn 
>• P 

Fig, 23 

Voor u - -fxa-verdwijnt de scharnierlijn h in het oneindige. 
Gebruiken we dezelfde schaal dragers ook voor eend (fig. 23) 

dan geldt hiervoor ook de determinant 5.46 met dien verstan­
de, dat nu voor a en b resp. de waarden p en q moeten worden 
gelezen. 



Draaien we nu fi en q a l s in de figuur aangegeven, dan kun­
nen we voor de aflezing gebruik maken van twee onderling 
loodrechte a f leesl i jnen. 

Stel , dat we de /»-schaal langs de oorspronkelijke nu l l i j n 
(x-as) leggen de q-schaal op een afstand = d daarboven. De 
schaalwaarden van fi worden dan weergegeven door 

x = \x3fi , y - 0 

en die voor de qr-schaal 

x - d - \i4q, y = d 

(5.49) 

Voor het vermenigvuldigingsnomogram 

a . b - c (5,51) 

geldt eveneens het boven afgeleide, mits deze formule wordt 
geschreven in de vorm 

log a + log b = log c 

De formule i s echter ook te schrijven a l s 

= 0 

1 

b 

0 

0 

- 1 

- 1 

-a 

0 

c 

(5. 5?) 

(5.53) 

Deling van de eers te en tweede kolom door resp. |uL. en (j, en 
vermenigvuldiging van de r i j en met resp. |j. , fi.|-' en [l, 
geeft 

1 0 - |J. o 

fXa b fx2 0 = 0 (5.54) 

0 1 \iac 

Gebruik van l i jncoordinaten l e i d t t o t de puntvergelijkingen 

u + 0 - ji o= 0 

\i.3bu + \i.xv + 0 = 0 

+ v .+ \i3c = 0 0 

(5. 555 

(5.56) 

(5.57) 
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Voor positieve waarden van [X, en |x2 geeft de eerste •ver­
gelijking wegens ontbreken van de term met v een puntenserie 
op de u-as. De derde vergelijking geeft wegens ontbreken van 
u een serie punten op de v-as. In de tweede vergelijking ont­
breekt de bekende term; d. w. z. dat de punten liggen langs de 
nullijn Hun afstand x tot de w-as wordt weergegeven door de 
vergelijking 5, 20, dus 

ix, d 
x - -_£i (5.58) 

Ha7v + M7 
Voor L - o i s x = f.' Het schaalpunt b ^ o wordt dus afge­

beeld in het snijpunt van de nu l l i jn met de v-as. Voor b = co 
i s x - '' Het punt b = co Lo.;.t dus in het snijpunt van de 
nu l l i j n en de v-as. 

Hiermee hebben we dus het jV-nomogram van par. I I . 4 terug­
gevonden, waarin de w-as een project ieve verdeling had. 
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VI, OPSTELLING VAN DE DETERMINANTEN 

lo Algemene voorwaarden waaraan de determinant moet voldoen 

Voor een l i jncoordina tens te lse l met twee onderling even­
wijdige assen moeten, willen d r ie punten in d i t s t e l s e l op 
een rechte l i j n liggen, de coëfficiënten A, B en C van de 
d r ie puntvergelij kingen 

AjU + BjV .+ C1 = 0 

A3u + Btv.+ C3 = 0 

A3u +B3v:+C3 = 0 

(6 1) 

(6.2) 

(6. 3) 

voldoen aan 

B. C. 

=. 0 (5.8) 

Kan een gegeven vergelijking in een zodanige vorm als de -
terminant worden geschreven, dat in elke rij slechts één ver­
anderlijke optreedt dan hebben we gezien, dat uit deze deter­
minant onmiddel!jk de schaalpunten van het nomogram kunnen 
worden bepaald. Is het dus omgekeerd mogelijk een vergelij­
king in een zodanige determinant te schrijven, dan kan hier­
voor een nomogram met drie op een rechte lijn liggende punten 
worden geconstrueerd. 

In zijn algemene vorm mag de deterninant de gedaante 

= 0 

hébben. Hierin worden f, r ën h dan beschouwd a l s functies 
van de variabelen. 

f'a'^n we gebruik van een Cartesiaans assenste lse l dan i s 
de voorwaarde voor d r i e punten x1 yx ,%iy3 ?n x3y^ <op.een rech­
t e l i j n : 

f(a) 
f(b) 
f(c) 

g(a) 

g(b) 

g(c) 

h(a) 

h(b) 

h(c) 
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(5.2) 

y. 

Is het dus mogelijk een vergelijking tussen drie verander­
lijken a 6 en c in een determinant van de vorm 

f(a) 
f(b) 

f(c) 

g(a) 
gib) 

g(c) 

1 

1 

1 
- o (65) 

te schrijven, dan kunnen fia), g(a) enz, worden geïnterpre­
teerd als pun ten met coördinaten x, y waarvan drie bij elkaar 
behorende punten op een rechte lijn liggen. De vergelijkingen 
van de puntenschalen, waarop de punten a, b en c worden uit­
gezet hebben dan als vergelijking 

xx - f(a) 

y, - g(a) 

x3 « f(b) 

y2~g(b) 

x. = f(c) "3 

y3 '(c) 
(6.6) 

De determinant 6.5 kan a l t i jd worden verkregen uit 6.4, 
Immers gaat deze, wanneer de rijen resp, door (h)a en h(b) 
en h(c) worden gedeeld, over in 

VJ(a) 
h(a) 

•f(b) 
h(b) 

f (e) 

g(a) 
hla) 

gib) 
h(b) 

ff(0 

= o (6.7) 

TTcT hïcl 

en dan worden hieruit eveneens Vergelijkingen van de punten­
schalen afgelezen, analoog aan 6,6 

Van elke willekeurige vergelijking met drie variabelen, 
die in de meest algemene vorm 6.4 kan worden geschreven3 kan 
dus een nomogram worden geconstrueerd. Hiervoor kunnen zowel 
Cartesiaanse als lijncoordinaten worden gebruikt. Zolang twee 
veranderlijken op onderling evenwijdige schalen kunnen worden 
uitgezet, geven lijncoordinaten bepaalde voordelen. Zodra 
echter bepaalde variabelen of functies daarvan met een hogere 
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macht voorkomen bieden Cartesiaanse coördinaten bepaalde 
voordelen. 

2, Het opstellen van vergelijkingen met drie veranderlijken 
in determinantvorm 

2.:i Algemeen 
Voor eenvoudige vergelijkingen lukt het schrijven in de 

determinantvorm meestal zonder veel moeite. Voor ingewikkel­
der formules i s het verder nog wel eens mogelijk door een paar 
maal proberen een oplossing t e vinden. Er i s echter ook een 
s t rengere methode, de z. g. eliminatiemethode. Hierbij wordt 
door invoering van twee hulponbekende de oorspronkelijken 
vergel i jking g e sp l i t s t in dr ie andere vergelijkingen, in elk 
waarvan behalve een veranderl i jke u i t de oorspronkelijke ver­
gel i jk ingeen of beide hulponbekenden in de ee rs te graad voor­
komen. We zullen een aantal voorbeelden van deze methode geven. 

.'2 a .+ b - c : 
Stel nu 

= 0 
a - a en 

a 

'ß 
a.+ 'jj 

b = '$ D 

- a = 0 

- 6 = 0 

- c = 0 

Dan i s 

(6.8) 

(6.9) 

(6. 10) 

Deze vergelijkingen zijn l i n e a i r in a en ß. Meetkundig z i jn 
d i t de vergelijkingen van d r ie rechte l i jnen in het aß -s te l ­
se l . Ze gaan door een punt, n. 1. het punt a = a en 'ß = b, a l s 
de betrekking geldt 

1 0 -a 

0 1 -b 

1 1 - c 

2.s ab - c = 0 

S tel len we 

ab = a 

dan geeft invullen in de vergel i jking 

a - c = o 

= o (6. 12) 

(6. 13) 

(6. 14) 
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We moeten 'ß nu zodanig kiezen, dat eliminatie van a en 6 
twee vergelijkingen in ß van de eerste graad geeft Stel 

a ,+ b -'ß 

Dan geeft 6 15 ingevuld 6 13 

a ( ' ß ••- a) :.• a of - a v .-i- a'ß=» a 

i i ' - ß - W = a of - 6 3 + 6 ' ß~ a 

De vergelijkingen worden dan 

a - a'ß + a3 .-, 0 

a - 6'ß :+ b3 ,-, o 

(6 15) 

c -, 0 

(6 16) 

(6. 17) 

(6.. 14) 

en de determinant wordt 

1 

1 

1 

-a 

~b 

0 

a 

b3 

~c 

= 0 (6 18) 

De factor (a-b) noemt men de parasitische factor 

Ook hadden we a-b='ß kunnen stellen. De determinant zou dan 
zijn geworden 

(6.20) 

1 

1 

1 

a 

-b 

0 

-a4 

-b3 

~c 

of na ontwikkeling 

(a .+ b) (ab - c) .- 0 (6,21) 

2„4 a ,+ b + c - abc ~. 0 
We s t e l l en weer ah .- a en u i t 6.23 volgt dan 

a:+ b - - ß 

a = 'ß -• b 

b - ' ß - a 

(6. 22) 

(623) 

(6,24) 

(6. 25) 

55 



Invullen van 6.24 en 6 25 in de vergelijking geeft 

a - a'ß .+ a3 - O 

a - 6-ß .+ b3 - O 

(6.27) 

(6. 28) 

Invullen van 6.22 en 6.23 in de oorspronkelijke vergel i jking 
geeft dan 

-<Xc:+'ß.+ c = 0 (6,29) 

zodat de determinant wordt 

1 -a 

1 -b 

-c 1 

a 

b3 

c 

(6.30) 

Uitwerken geeft dan 

-bc + ab3'c + a3 - a3bc - b3 .+ ac = o 

aie ( b - a) ;+ (a :+ b) (a - b) ;.+ c{a - b) = o 

(a - b) (-abc .+ o .+ 6 .+ cj = o (6.31) 

2.5 a = 4C 
" 3c - b 

Hiervoor kunnen we schrijven 

40 f 3c - W - b ( ie - b) -o 

b3 .+ 120c - ib ( a .+ c) - o 

(6.32) 

(6.33) 

Nemen we ac - <x 

en a :+ c = 'ß 

dan geeft de l a a t s t e vergel i jking 

o = ' ß - c 

c = 'ß - a 

Invullen in 6.34 geeft dan 

(6.34) 

(6.35) 

(6. 36) 

(6.37) 
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a f'ß - a) - a of a - a'ß ;+ a3^ O 

C f'ß - C) - a Of a - C'ß .+ C2zr O 

En invullen van 6,34 en 6. 35 in 6.33 geeft dan 

,3 

C 

Ö3 

0 

( 6 . 3 8 ) 

0 
( 6 . 39) 

( 6 , 4 0 ) -12 a - 4e'ß :+ £> = 0 

en de determinant wordt dan 

1 -a 

1 - c 

12 -6 

of uitgewerkt 

Co - c) {b2 .+ 12ac - 4b fa ,+ c j} = 0 (6„ 42) 

(6,41) 
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V I I . TRANSFORMATIE VAN NOMOGRAMMEN 

1. Algemeen 

Moet een nomogram met drie rechte schaaldragers worden ge­
construeerd voor ver uiteenlopende waarden van de veranderlij -
kens dan is het noodzakelijk een zeer kleine modulus te ge­
bruiken. Hierdoor wordt de afleesnaauwkeurigheid Wellicht te 
klein. Soms kan het bovendien gewenst zijn, dat schalen of 
delen van schalen vergroot of verkleind worden om ten aanzien 
van de afleesnauwkeurigheid een bruikbaarder nomogram te krij­
gen. Bij alle tranformaties moet als eis gestelchnorden, 
dat de samenhang tussen de variabelen, die aan het nomogram 
ten grorfdslagligt, behouden blijft. In de volgende paragrafen 
zullen enkele grondslagen en voorbeelden voor en van derge­
lijke transformaties worden behandeld» 



2 Het principe van de transformatie 

Als illustratie van een projectieve vervorming beschouwen 
we figuur 24 

In het vlak V ligt een nomogram met drie evenwijdige scha-
u v en w De nullijn van dit nomogram is de lijn ABC Dit 
nomogram wordt nu vanuit het punt 0. dat ligt buiten beide 
vlakken, op het vlak V geprojecteerd De afbeelding van het 
oneindig verre punt van de u-.v~ en to-schaal komt te liggen 
op een lijn door 0 evenwijdig aan deze schalen dus evenwijdig 
aan het vlak V. De weergave van dit punt in het F -vlak is 
het snijpunt 'S van deze lijn met het Fr~vlak 

De snij lijn van de vlakken V en F blijft bij projectie 
onveranderd. De getransformeerde schalen in het F'-vlak lig­
gen dus langs de lijnen 'SI. 'SH en SG De punten A . B, C, enz 
worden bepaald door het snijpunt van de lijnen OA. OB, OC enz, 
met het F-vlak, Na projectie hebben we dus in plaats van 
drie evenwijdige schalen drie elkaar in een punt S snijdende 
verkregen De nieuwe schalen in het F'-vlak hangen nu projec­
tief met de oude schalen in het V-vlak samen. 

Meetkundig is het mogelijk uit de ligging van vier punten 
in het F-vlak en hun projecties in het V'-vlak de stand van 
V' en 0 ten opzichte van V in de ruimte te construeren. 

3 Enkele voorbeelden van transformaties 

3- i Betekenis van de veranderingen van de determinant 
Reeds eerder (par. V 5) is er op gewezen, dat elke verande­

ring van de constructiedeterminant een transformatie van het 
nomogram voorstelt, We zullen later aantonen, dat bij de 
transformatie punten overgaan in punten, rechte lijnen in 
rechte lijnen enz. 

Om na te gaan,, wat een verandering van de determinant voor 
transformatie geeft,, gaan we uit van de algemene constructie 
determinant. 

f(a) g(a) 1 

f(b) g(b) 1 

f(c) g(c) 1 

-- 0 

waarvoor als schaalvergelijkingen gelden 

x1 ~ f(a) x3 - f(b) x3 = f(c) 

>, .-= g( a) y3~. g(b) y3 - g(c) 

(6,5) 
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Optellen van een bepaald getal bij de ee rs te kolom voor de 
determinant geeft een verschuiving van a l l e x--waarden over 
een bepaalde afstand. 

Idem geeft op te l len van een bepaald getal bij de tweede 
kolom een verschuiving van a l l e y-waarden. 

Optellen van een bepaald getal bij de derde kolom geeft 
een verkleining van de x- en de y-schalen. Immers moeten dan 
om terug te komen t o t de waarden één in de l a a t s t e kolom, 
de beide andere kolommen door de waarde van de l a a t s t e wor­
den gedeeld. 

Optellen van een bepaalde waarde bi j een r i j geeft, evenzo 
een verschuiving, maar nu van de betreffende x en y en een 
schaal verandering. 

Vermenigvuldiging van een kolom geeft een vergroting in 
een bepaalde r icht ing, zoals gemakkelijk u i t de schaal verge­
l i jkingen b l i j k t . 

Deling van een kolom geeft een verkleining van een bepaalde 
schaal of coördinaat. 

Verwisselen van eers te en tweede kolom geeft een draai ing 
van he t nomogram. Verwisseling van r i jen geeft een verwisse­
l i ng van de schalen. 

Verwisseling van r i jen en kolommen geeft draai ing van het 
nomogram. 

q.2 Transformatie van L + L - L J a o ~ c 

We zullen nu de t ransformatie van het in I I . 4 besproken 
nomogram voor de vergel i jking 

nagaan. 
In determinant™rm kunnen we voor deze vergel i jking s c h r i j ­

ven: 
1 0 

0 1 

1 1 

a 
1 t 
c 

(7.2) 

In p a r a l l e l coördinaten s t e l l en de ee rs te en tweede r i j b i j 
veranderl i jke a en 6 resp. puntenseries op de u- en de v-as 
voor. De derde r i j geeft een puntenserie op een as midden 
tussen de u- en de v-as . Uit deze determinant volgt dus een 
nomogram met d r i e evenwijdige, op ge l i jke afstand van e lkaar 
liggende, rechte schaaldragers. 
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Het nadeel van di t nomogram i s echter,-dat voor de waarde 
nul van a, i en c de punten in het oneindige verdwijnen, -ter­
wijl voor grotere waarden de punten dicht op elkaar komen te 
liggen. 

Om hierin verbetering te brengen, •vermenigvuldigen we de 
eerste, • tweede en derde r i j van de determinant resp. met a, 
b en c. Hierdoor krijgen we: 

a 

0 

c 

0 

b 

c 

1 

1 

1 

^ o (7.3) 

Invoering van moduli door de eerste kolom met (Xj en de 
tweede met \l2 t e vermenigvuldigen, -levert: 

o 
o 

M (7.4) 

In Cartesiaanse coördinaten krijgen we dan als schaal ver­
gelijkingen 

Xx = \LjCi x2 x = [IC 

(7.5) 

Zetten we nu (x^y^) op de x-as en (x3y3) op y-as uit, dan 
moeten de waarden (x3,yj liggen op een l i jn door de oor­
sprong van het assenstelsel. ; Immers geldt voor c 

zodat ook geldt 
Pi en c = 

J.3 

V-3 

V-i 

(7.6) 

(7.7) 
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a ( x = a s ) 

g . 2 5 

Het nu verkregen no­
mogram i s schematisch 
weergegeven in figuur 
25. De o - en de b-
schaal zi jn beide l i ­
neair . Verder b l i j k t 
dat. omdat OB = AC, 

OC3 = 

OA2 + OB2- 20A.0Bboa 
(180 - OC) (7.8) 

a l s a de hoek tussen 
de x- en de y -as i s . 

Voor 7.8 v a l t nu t e schrijven; 

OC2 = |xj c3 + \L\ C2 - 2 \ij (JLa c
3 cos oc 

OC = cVJij + \L\ - 2 (X1 |xa cos a 

(7.9) 

(7.10) 

De vergel i jk ing 7.10 i s tevens de algemene vergel i jk ing voor 
een nomogram met d r ie e lkaar snijdende schalen. 

Door de t ransformatie hebben we punten u i t het oneindige 
in het oude nomogram in het punt 0 van het nieuwe nomogram 
gebracht. Meetkundig i s n i e t s anders gebeurd dan dat het oude 
nomogram i s geprojecteerd op een vlak, dat het vlak door het 
oorspronkelijke nomogram sn i jd t en evenwijdig loopt aan het 
vlak door het projectiecentrum 0 en de nu l l i j n van het oor­
spronkeli jke nomogram. 

4. Algemene vergelijkingen voor de transformatie 

Voor ingewikkelder gevallen i s het n i e t a l t i j d mogelijk 
d i r ec t u i t e e n eenvoudige verandering van de oorspronkeli jke 
determinant de constructiedeterminant va.. r ~ t getransfor­
meerde nomogram vast t e s t e l l en . Hiervoor moeten dus algeme­
ne rege ls worden opgesteld. . 

Worden de oorspronkelijke punten weergegeven in coördina­
ten x en y en de getransformeerde (geprojecteerde) punten in 
coördinaten x' en y', dan kan het verband tussen deze coör­
dinaten worden weergegeven door de algemene vergelijkingen. 

cijX.+ a3y + a3 

ctx + c2y + 
(7.11) 
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y "~ c,x + c-y + c (7.12) 

In deze vergelijkingen worden x ' en y ' uitgedrukt als ge­
broken lineaire vergelijkingen in x en y. Uit elk willekeu­
rig punt P ontstaat een punt P'. 

In de formules komen 3x3 coëfficiënten voor. Worden .'.oze 
coördinaten nu zodanig gekozen dat de determinant 

D =, 

al 

bx 
cl 

a2 

\ 

C2 

a3 

b3 

C3 

(7.13) 

i v i s n e t mogelijk om ook x en y u i t te drukken als gebroken 
lineaire functies van x7 en y'. Dit wil zeggen, dat de trans­
formatie omkeerbaar i s , omdat u i t bekende x' en y ' dan x en 
y volgen en omgekeerd. 

Van een rechte l i jn 

Ax + By + C= 0 (7, 14) 

l u i d t nu de getransformeerde formule 

A'x' + B'y! + C' = 0 (7,15) 

waarin v o o r x ' en y' de bovengenoemde vergelijkingen kunnen worden 
ingevuld. De dan ontstane vergel i jking b l i j f t van de eers te graad 
in x en y. Algemeen zal gelden dat een vergel i jking van de n~de 
graad overgaat in een nieuwe vergel i jking van de n-de graad. Door 
de p ro jec t i e gaan dus rechte l i jnen over in rechte l i jnen, n 
gfââdg krommen in ?ïe-graads krommen enz. 

Wil men u i t de oorspronkelijke figuur de getransformeerde 
figuur vaststellen, dan moet de verhouding van een van de 
coëfficiënten av a2 enz. tot de acht overige bekend zijn 

Om deze acht verhoudingen vast te stellen, moeten dus van 
4 punten zowel x en y als x1 en y ' bekend zijn.Mogelijk i s 
dat ook, wanneer van drie punten de coördinaten en beide 
s telsels bekend zijn, van een vierde punt, alleen x en x! 

(of y en y') en van een vijfde alleen y en y ' (of x en x1). 
Willen de vergelijkingsn onafhankelijk zijn, dan mogen van 
deze punten geen drie op een rechte l i jn liggen. 

Voor de bepaling van de transformatie moeten dus de oplos­
sing gezocht worden van 8 vergelijkingen met 8 onbekenden. 
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Vooreen getransformeerd nomogram moet bli jven gelden, dat 
dat d r ie afleespunten op een rechte l i j n liggen, dus 

x 

y\ '7.16) 

Invullen vau de waarden voor x' en y' uit 7.11 en 7.12 in 
7.16 een uitdrukking in x en y , n. 1. 

a.ixi+aJi + a3- bixi + h
2yi + b3 

c i x i + c
2yi + c3 

C'l*2 + . ^ 3 . + ^ 

C1X2 + C?2 + °3 

aiX3.+-*2*3.+ a3 

CJ*i + C2l + C3 ' 

bx?a-+ V 2 +.b3 
CJ*2 + C ^ 2 + °3 

blX3- + V * + b3 

c.x. + c.y. + c "13 2J 3 
ss*3 + c

2y3
 + c3 

(7.17) 

Vermenigvuldiging van de r i jen met de waarden in de noemers 
g e e f t (7,18) 

ajXj + a^/1 + a3 o£c1 + oyx ^ b.x. + è„ + b. C I * J + Vi + c3 

a i x , + aJi + a 
12 

a,x 

2J 2 c,x„ + c. 'jr~2 ' "2^2 "3 + c„ 

13 a0y 2J 3 

bix2 + b
2y2

 + b3 

blX3 + b
2y3

 + b3 C1X3 + CJ3
 + C3 

en voor deze determinant va l t t e schrijven 

= 0 (7.19) 

De ee rs te determinant noemt men de transformatiemodulus. • 
De constructiedeterminant van het getransformeerde nomogram 
kan dus verkregen worden door die van de oorspronkelijke de­
terminant t e vermenigvuldigen met de transformatiemodulus. 
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Deze moet bepaald worden uit de 8 vergelijkingen in av a2 

enz. .die zijn op te stellen uit de coördinaten van vier pun­
ten in elk stelsel.; 

5 Voorbeeld van transformatie met behulp van de algemene 
vergelijkingen 

We wensen een nomogram voor de vergelijking: 

o = £ VlOO - c2 
(7.20) 

voor waarden van c tussen 5 en 10 
van b tussen 1 en 5 
van c tussen 1 en 10 

Voor 7.20 kunnen we schrijven 

c2(a2 + b2) - 100 b2 = o 

of in determinantvorm 

z 0 

(7.21) 

c'. 

100 

0 

0 

-a2 

b2 

1 

1 

1 

(7.22) 

Vermenigvuldiging van de eerste kolom met flj, van de twee­
de met |x3 levert.-

M-J C 2 

, 1P0 (JLj 

0 

0 

-\i.y 

^ 2 

i 

i 

i 

- o (7.23) 

De schaalverdelingen {in Cartesiaanse coördinaten) van het 
nomogram zijn dan: 

xt = jJ-̂ c x2 = 100 (Xj x3 0 

y, = o y2=-ix2a
2 y3 = \i3b

2 
(7.34) 

We nemen zowel voor \xs als voor \JL een modulus van 1 mm. 

Zetten we nu {x^y^ en (x3,y3) af op resp. de x- en de y-as, 

dan koéJ, de derde schaal (x ,yJ. op een afstand van 100 mm 
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e v e n w i j d i g aan de y - a s t e l o p en . Het nomograrr k r i jb^ 
dan de in b i j l age IV aangegeven vorm. Alle d r ie ie schalen 
hebben een kwadratische verdeling. De x-as (waarop de waar­
den van c zi jn u i tgezet ) i s schuin gelegd om ruimte t e sparen. 

Het nadeel van d i t nomogram i s , dat de b-schaal zeer kor t 
i s . Verder i s de afleesnauwkeurigheid van de a-schaal voor 
k le ine waarde gering. Om hi erin verbetering te brengen zul­
len we t rachten door p roject ieve transformatie de schaal af­
standen wat gunstiger t e verdelen. 

Om te beginnen la ten we de c-schaal (x-as) ongewijzigd. 
Het eers te deel van de a-shcaal moet i e t s worden u i tgerek t . 
Hiervoor s t e l l en we, dat het punt a = 5 midden op de schaal 
komt te l iggen. Het punt a = 10 komt weer op het eind van de 
schaal. Verder houdt de schaal dezelfde p l aa t s en lengte. 

We kiezen nu v ie r punten die zowel in het oude a l s in het 
nieuwe s t e l s e l bekend z i jn . Dit z i jn: 

x = 0 x\! = 0 
wordt (het punt c - 0) 

y , = 0 y j = 0 

wordt (het punt c - 5) 
y2 = 0 y\ = 0 

x3 = 100 x\ - 100 
wordt (het punt a - 5) 

y3 = 2 5 y j = -50 

x4 =100 x\ - 100 
wordt , (het punt a ~ 10) 

y4 = -100 y\ - -100 

Door deze v ie r punten i s de t ransformatie vol le id g bekend-
Invullen van de betreffende waarden in de vergelijkingen voor 
x' en y' l e ve r t immers 

a,.0 + a2.o + a, 

°= z^Fw^s" of a^° a25) 

bj.o + b.. o + b. 
o _—i —£ of b, -o (7.26) 

C j . 0 + c 2 . o + c3
 3 \' I 
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a, . 25 + a , , o " 
2 5 - c 7 2 5 - T 7 ^ T 7 7 ^ 2 7 > 

fe,,25 + fc?.o 
c,,25 + c 2 .o + c3

 u x "i = u (7.28) r ^ ^ l V r ^ V r - of b , = o 

a . . 100 - a,,25- . 
100 - c7ïöö-"^r^ ( 7 - 2 9 > 

-6 2 . 25 
" 5 0 ra c r 1 0 0 - c3.W+~c3 (7.30) 

a, .100 - a .100 
1 0 0 - c ; . 1 0 0 ^ c 2 . 1 0 0 + c 3

 ( 7 - 3 1 ) 

-b ,100 

- 1 0 0 - c r 1 0 0 - c r 1 0 0 - c 3 <7-32> 

L i t 7.30 en 7.32 volgt: 

100 c1 - 25c2 + c3 == y2 6 j 

100 c1 -100c2 + Cj = è2 

» 75c2 = % 63 

c2 = ~ £ &3 

150 

Uit 7.29 en 7.31 volgt 

400 c2 - 100 c2 + 4c3 - 4a2 - o2 

• - " — ~ IJWT^ = - S o / ' 

c2 = - i. <*2 

100 

Invullen van de waarde &2 - ~ 7 a 2 *n ̂ *^° geeft uit 7 29 
en 7.30 

400 Cj - 100 c2 + 4 c3 - 4 a2 - a2 

100 ca - 25 c2 + c5 _ J j 5
 4 x 

0 r 4 a; + 2 a2 
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a2 = - 2 ctj 

Invullen van de waarde b2 = 3 at en c2 - 0,02 ax in 7,32 
levert uit 7.32 en 7,27 

100 Cj + c3 = a1 

25 c, + c. = a, 

75 cJ = -u-

c, = 0 

We hebben nu alle waarde uitgedrukt in a^.n.1. 

bt = 0 Cj = 0 

•a2 = 2 Oj 62 = 3 at -c2 - 0,02 atj (7,33) 

a3 = 0 ^ = 0 

Stellen we a* = 1 , dan wordt de transformatiemodulus. 

D = 

-2 

3 

-0,02 1 

9*0 (7.34) 

De constructiedeterminant van het getransformeerde nomo­
gram wordt dan: 

1 

0 

0 

-2 

3 

-0,02 

0 

0 

1 

. 

c2 

100 

0 

0 

- a 2 

b2 

1 

1 

1 (7.35) 

c" 0 

100 + 2 a2 -3 a2 0,02 cT + 1 

-2b2 3b2 0,02 b2 + 1 

of na deling door de waarden van de laatste kolom 
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c 

100 

-2è2 

0 

-3a2 

0,02 a2+l 

3è2 

1 

1 

1 

1- 0,026' 1« 0.0262 

0 (7.36) 

Hieruit zijn de schaalvergelijkingen voor de a en de c-
schaal gemakkelijk af te lezen. Uit de schaalvergelijkingen 
van de nieuwe 6-schaal blijkts dat 

y.i I x.i - - j , of y3~ - - 3 x, 
1 ' 

^ -- '3 ~ ' \ *3 
De drager van de 6™schaal gaat dus door het nulpunt van het 
assenstelsel. 

De constructie van de waarden op de c-schaal levert nu wel 
enige moeilijkheden op door de schuine stand van de assen. 
Is de hoek tussen de x - en y-»as 'ß„ dan blijkt uit figuur 26 
door toepassing van de cosinusregel in de driehoek A 0 B 

p2 = x 2 + y 2 - 2.x. y cos ß (7,37) 
In het getekende nomogram is cos ß ̂  0,96, Verder is y 1 

.. ... 3. Invullen van deze waarden geeft dan voor de lengte 
2X 

van p . 
p =0,61 j-. 

b-s chaal 1,226; 

0,0262 

(7.38) 

Hieruit kun­
nen de waar­
den van p een­
voudig worden 
berekend, 

Fig. 26 
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6. Vereenvoudigde oplossing van de transformatie 

Bij de in de vorige par. beschreven transformatie werd de 
plaats en lengte van de a-schaal onveranderd gelaten. Van de 
nieuwe a-schaal zijn drie punten bekend n.1.: 

x - 100 

y = o 

x - 100 

y = -25 

x = 100 

y = -100 

wordt 

wordt 

wordt 

x 

y1 

x 

y1 

x 

y1 

= 100 

= 0 

= 100 

= -50 

= 100 

- -100 

(het punt a - 0) 

(het punt a - 5) 

(het punt a = 10) 

De nieuwe a-schaal is projectief verdeeld ten opzichte van 
de oude schaal. Het verband tussen de y-waarden van de oude 
en de getransformeerde schaal kan nu worden weergegeven door 
de algemene vergelijking. 

ay + b 
cy + d 

(7.39) 

Invullen van de drie bekende waarden van y en y ' levert dan 
resp. 

0. a + b i 
0 = 0 . c +d <y = 0 , y = 0 ) (7.40) 

-50 - -25a + b 
-25c + d (y -25 y' -50) (7.41) 

- 1 0 0 = l°0
0
Q

a
c l b

d (y = -100 y1 = -100) (7.42) 

Uit 7.40 volgt b = 0. Uit 7.41 en 7.42 blijkt dat c - -0, 
02 d en a = 3d. De algemene formule voor y ' gaat dus over in: 

ï 

y = 
3d.y. JUL 

-0,02d.y. + d ~ -0,02y + 1 (7.43) 

Verder volgt u i t de schaal vergel i jking 7.24 dat y = -a.2 
(modulus \i2 « 1) zodat y ' wordt 

-=3 : 0,02a2"TT (7.44) 
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De schaalvergelijkingen voor c en a volgend ui t 7,24 en 7,44 
z i jn dan resp. 

x/ •- c2 x3* - 100 

i „ i -3 a 

De schaalvergelij king van de getransformeerde è-schaal moet 
nu zodanig zijn, dat in de constructiedeterminant 

(7,45) 

P en Q zodanige waarden hebben dat deze determinant na ont­
wikkeling identiek is aan de oorspronkelijke vergelijking 
7,21 

Ontwikkeling van 7,45 naar de eerste kolom geeft 

o „ 2 
3a 

cJ 

100 

P 

0 

-3a2 

0„02a2 + r 

Q 

ï 

1 -

ï 

'• ; - .:J«_ „ 0) + 100 O + P ( . 6a ) - 0 

v 0,02a2 + 1 ÜJ 1U y ^ ' ^ , 0 2 a 2 + \' ~ U 

c2 {--3a2 • Q(0J02a2 + |> \ + 100 ß('0J02a2 + 1) + 3Pa2 ~ 0 

of 
c2 

of 

-a2c2 f3 + 0,02$ - Cc2 + 100 Q + a 2 ^ + 2Q) ~ 0 (7.46) 

Daar 7,46 identiek moet zijn aan 7 21 moet gelden 

-a V (3 + 0,02 Q) _ zQ£i ._ 100 P 
-a2g2 - -b2c2 ~ {(job* 

als verder 

a2(3P + 2Q) =• 0 

Uit 7,48 volgt dat P - »2/3 Q en u i t 7,47 

3 + 0,02 Q •- - i L 

(7,47) 

(7,48) 

of 
n - 3b2 

1 - 0S026* 

(7,49) 
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zodat 

P = 
-2b3 

1 - 0 0262 (7,50) 

Voor de constructiedeterminant van het getransformeerde no­
mogram volgt dan uit 7.45, 7,49 en 7.50: 

c 

100 

0 

1 

o 

-2b2 

- 0,026* 1 

,02a*^l 

3b' 
0,02b3 

= 0 (7.36) 

Deze determinant is dezelfde als die welke we gevonden heb­
ben met behulp van de algemene vergelijkingen. 

7. Overbrengen van twee rechte schalen op een kegel snede 

Bij de in de vori­
ge paragrafen be­
sproken transforma­
tie blijven de 
schalen recht. Een 
verbetering van de 
schaalafstanden kan 
echter ook worden 
verkregen door twee 
van de drie rechte 
schalen over te 
brengen op een ke-
gelsnede. Hierbij 
wordt gebruik ge­
maakt van de uit 
de projectieve 
transformatie be­
kende stelling van 
Pascal. Deze stel­
ling zegt, dat 6 
willekeurige pun­
ten op een kegel-
snede, in een wil­
lekeurige volgorde 

genome, een zeshoek vormen, van welke de snijpunten van de 

Fig. 27 
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overstaande zijden op een rechte lijn liggen 
In fig, 27 is dit gedemonstreerd, Van de getekende zeshoek 

1,, 2, 3r 4, 5, 6 iL de /llips liggen de snijpunten van de 
overstaande zijden 3, 4 en 1.6 (I) 4,5 en 1 2 (II) en 2,3 en 
en 5 6 (III) op een rechte lijn, 

We nemen nu het A'-nomogram met u en v-as en AC als nullijn 
(met projectieve verdeling).. De punten E, F en G zijn drie 
willekeurige bij elkaar horende waarden van het nomogram, 
(fig.28) 

We brengen nu door de 
punten A en C (uiteinden 
van de nullijn) een wil­
lekeurige kegels nede In 
dit geval een ellips. De­
ze ellips snijdt de dra­
gers in B en D. We pro­
jecteren nu de waarden 
van de -v-as vanuit punt 
B (snijpunt u-as met el­
lips) op de ellips. Voor 
het punt G wordt dit dus 
punt I op de ellips. De 
punten van de u-as wor­
den vanuit puntD (snij­
punt ellips en f-as) op 
de ellips geprojecteerd. 
Voor punt E wordt dit 
dus punt 'E. 

De stelling van Pascal leert nu, dat in de zeshqejc ABIEDC 
de snijpunten van de overstaande zijden AB en ED*; (punt E), 
BI en CD (punt G) en IE en AC (punt F) op de rechte lijn EG 
liggen. Het punt F ligt nu en op deze lijn en op de lijn AC, 
zodat het tevens gelegen moet zijn op de overstaande zijde BI, 

Projecteert men dus op de aangegeven wijze de punten van 
de u- en de v-as op de ellips, dan ziet men dat elke drie bij 
elkaar horende punten weer op een rechte lijn liggen 

Fig. 28 
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Fig. 30 

projectie een even groot deel van de 

De projectiemethode is 
schematisch weergegeven 
in fig, 29. Het is dui­
delijk, dat het oneindig 
verre punt van de f-as 
in de nieuwe figuur over­
eenkomt met het punt A . 
Het oneindig verre punt 
van de u-as zal samen­
vallen met punt C, 
Door de keus van de el­
lips is een vergroting 
van de schaal mogelijk 
Dit kan verklaard worden 
aan de hand van fig 30. 
waarin de hoofdas van de 
ellips evenwijdig aan de 
(projectief verdeelde) 
nullijn is getrokken. 
Alle punten van de v-as 
komen nu op de korte boog 
AC. terwijl alle punten 
van de u:-as komen op de 
lange boogABD. Deze lig­
ging zal dus moeten wor­
den gekozen als de schaal 
van de u as vergroot moet 
worden weergegeven. Zou­
den daarentegen de scha­
len op de u a s en de f as 
geen onderlinge verande­
ring hoeven te ondergaan, 
dan zou de nullijn met 
de hoofdas van de ellips 
samen kunnen vallen. De 
u- en v-as zijn dan raak™ 
lijn aan de ellips en 
beide schalen krijgen na 

ellips« 
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In bepaalde gevallen kan direct uit J determinant een ke~ 
gelsnedenomogram worden afgeleid. Nemen we b,. v. de vergelij­
king, 

(a + b) - a2(b + c) - b2(a - c) (7.51) 

Hiervoor kunnen we schrijven 

1 

1 

a a 

•b b2 

c 1 

= 0 (7.52) 

optellen van de le kolom bij der-2a|en deling van de eerste 
en tweede kolom door de derde verandert niets aan de waarde 
van de determinant, dus 

1 - a . 
â*~+T a2 + 1 

bJ + 1 b2 + 1 
= 0 

Hieruit volgt voor de schaalvergelij kingen 

(7.53) 

aJ + 1 
x2 = b2 + 1 

y3 -bc 

(7.54) 

Uit de eerste vergelijking voor Xj en yt volgt, dat 

xi + yt 

(7,55) 
1 + a2 _ a2 + 1 1_ _ „ 

(a2 + l)1 (a2 + l)2 - (a2 + 1) 2 '~ P~Tl ~ 

Deze vorm komt overeen met de algemene to-pvergelijking van de 
cirkel 

x2 + y2. = 2rx = 0 

Een zelfde vergelijking volgt uit de vergelijkingen voor x2 

en y. Dit wil zeggen, dât de beide eerste schalen op een 

it) 



Fig.31 

We kunnen dus de waarden a uitzetten op 
deze vanuit 01 ©g de cirkel projecteren, 
eerste drager 1̂  uit kunnen zetten en vanuit 

a 
projecteren. 

zelfde cirkelom-
trek kunnen worden 
afgebeeld . Deze 
cirkel raakt in de 
oorsprong van het 
assenstelsel aan de 
y-as en heeft de x-
as tot middellijn. 
Nemen we nu de y-as 
als eerste drager 
en de x-as als nul­
lijn en stellen we 
de middellijn van 
de cirkel als een­
heid, dan is voor 
de tweede drager x 
= 1. verder volgt 
uit de eerste ver­
gelijking y t = ax1 

de tweede drager en 
Ook zouden we op de 

02 op de cirkel 
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V I I I . NORMAALVORMEN 

1, Algemeen 

We hebben gezien, dat van elke vergelijking die met drie 
onbekenden in de algemene vorm van een determinant 

(8.1) 

of 

f la) 
f(b) 

f(c) 

f(a) 

f(b) 

f(c) 

g(a) 
g(b) 

g(c) 

g(a) 

g(b) 

g(c) 

h(a) 

h(b) 

h(c) 

1 

1 

1 

(8.2) 

kan worden geschreven, een nomogram met collineaire aflees-
punten kan worden geconstrueerd. We zullen nu een overzicht 
geven van de mogelijkheden die bestaan wat betreft de typen 
van functies die zich laten afbeelden. Hiervoor zijn een aan­
tal normaalvormen gegeven, welke in de volgende paragrafen 
worden besproken. Het aantal functies dat in deze normaalvor­
men voorkomt, noemt men de orde ervan. De laagste orde is 
drie. De nomogrammen zijn in 4 soorten ingedeeld. 

In tabel 1 is een overzicht van de in dit hoofdstuk bespro­
ken typen van nomogrammen gegeven. 

2. Nomogrammen met twee evenwijdige schalen 

2.1 De derde schaal is een kromme 
De algemene vergelijking luidt 

f(a) . g(c) + f(b) - f(c) (8.3) 

De determinant voor deze vergelijking 
kan worden geschreven als 

~f(a) 
-f(b) 

-f M 

1 

0 

g(c) 

0 

1 

1 
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Door de tweede kolom bij de derde op de tellen, de rijen 
te delen door de waarden in de 3e rij en invoeren van moduli 
geeft 

-V-tf(b) 0 

-V-if(c) V.2g(c) i 
1 + g(c) 1 + g(c) 

Waaruit voor de schaalvergel i j kingen volgt 

= 0 (8.4) 

\Llftc) 
[Ljf(a) x2 =, - \Ltf(b) x3 = - T-TJTc) 

Vl = V-2 y2 = o y s -
V2g(c) 
1 + g(c) 

Worden de waarden (xiy3) langs de v- as ^ igezet , dan komen 
de waarden (x1y1) opeen schaal evenwijdig aandex-as op een 
afstand (JL2. 

Een bijzonder geval doet zich voor a ls er «en betrekking van de 
2e graad geldt tussen f(c) en g(c), Dan l ig t de derde schaal op 
een cirkelboog. 

2.2 De derde schaal is recht en snijdt de beide eerste scha­
len 

De algemene vergel i jking voor d i t soort nomogram i s 

f(a) . f(b) = f(c) 

Hiertoe behoren functies als 

f(a) . f(b) . f(c) = 1 

f(a) . g(c) + fib) - 0 

(8.5) 

(8.6) 

(8.7) 

die tot de algemene vorm zijn terug te brengen. 
De constructiedeterminant voor de algemene vergelijking 

luidt (zie V.6) 
1 0 - [ijf(a) 

\i2f(b) Pi 
1 

0 

\i.2f(c) 

= 0 (8.8) 
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Voor lijncoordinaten volgen hieruit de schaalvergelijkingen 

u ~ \ltf(a) = 0 

[i.2f.(:b;. u + \if> -, 0 

v + V<2f(c) - 0 

De eerste vergelijking geeft een puntenserie op de u-as, 
de derde een serie op de negatieve v-as (als jj.., en (X2 beide 
positief). De tweede vergelijking geeft een serie punten op 
de nullijn.. De u- en v-schaal zijn hierbij lineair verdeeld. 

Bij gebruik van Cartesiaanse coördinaten gaat men uit van 
de constructie determinant 

0 

1 + \±2f(c) 

0 

V-i 
\i.1 + \i.2f(b) 

1 

- 0 (8.9) 

welke verkregen wordt door achtereenvolgens verwisseling van 
Ie en 3e kolom, optellen van 2e kolom bij derde en delen van 
de derde kolom op de beide eerste. Voor de schaalvergelij­
kingen krijgen we dan 

\i.tf(a) 0 = 1 + \i2f(c) 

y, = o 
Ui 

'2 - \l2f(b) y» - ï 

Uitzet ten van (x^J langs de x-as, en (x3y3) langs een l i j n 
/ / de x-as op een afstand = 1, geeft voor (x2y2) een schaal 
onder een bepaalde he l l ing , j 3en voorbeeld van een dergeli jk 
nomogram i s gegeven in hoofdstuk VII,5 

Door inplaats van de functies de logarithme van deze functies 
op de schalen af te zetten, ontstaat een nomogram met drie even­
wijdige schalen. 

2.3 De derde schaal is evenwijdig aan de beide andere 
De algemene vergel i jking vooj_dit nomogram i s 

f(a) + ftbf - f(c) (8.10) 

waarvoor in determinantvorm kan worden geschreven 
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fia) 

f(b) 

fie) 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

= 0 (8.11) 

Deling van de tweede en derde kolom door resp, \i2 en (Ĵ  en 
"armenigvuldiging van de rijen met resp, fXj , \i2 en |J.i |12 

dan de tweede kolom bij de derde optellen en delen van de eer­
ste en tweede kolom door de derde geeft als constructiedeter= 
minant \Xjf(a) 

li2f(b) 

\lj\l 

v-i + : ^ 2 

S—f(c) 

o 
1 

V-l + ^ 2 

- o (8.12) 

Voor de schaalvergelijkingen volgt hieruit 

xx - \i.2f(a) x2 - \L2f(b) x3 * 

y.t= 

W&3 
H, + n3 

V-! 

f(c) 

Ui + K 2 

Om een afstand - d fee krijgen tussen a-en fr-schaalmoet de 
tweede kolom van de determinant met d worden vermenigvuldigd 
(hetzelfde geldt voor de voorgaande paragraaf), Voor de meet­
kundige afleiding zie 1.1 en V.5. 

3 Nomogrammen met elkaar snijdende schalen 

2-1 Le derde -schaal is gebogen 
De algemene vergelijking voor dit nomogram is 

(8.13) 
f(a) g(c) f(b) f (cl 

In determinantvorm is deze vergelijking te schrijven als 

1 
Jtcî 

fïaj 

Tibi 

1 

=* o (8.14) 

of na omwerken en invoeren van moduli 

80 

file:///lj/l


O \X2f(b) 1 

De schaalvergelijkingen hiervoor zijn 

x 

(8,15) 

x2 = 0 f(c) 

y 1 = O y 2 = M-a/f'W y 3 

Uitzetten van (xtyx) op de X-SLS en f*3y2J op de y-as geeft 

•voor * 3 y 3 een gebogen lijn. 
Een byzonder geval doet zich voor, wanneer er tussen f(c) 

en g(c) een kwadratisch verband bestaat, De derde schaal ligt 
dan op een cirkelboog. 

3.2 De derde schaal is ree hf sen snijdt beide andere schalen 
De algemene vergelijking voor dit geval luidt 

1 , 1 , 1 
f(a)f(b) +7ïal +7TbI 

1 
TTcl 

(8.16) 

De determinant is in dit geval 

1 

1 

1 
f(c) 

0 7Ù 

'~jh 
1 Z.S 1 

f(c) 

(8.17) 

Omwerken en invoeren van moduli geeft 

\Ljffa) 0 

- \l2f(b) 

V-i 

•\l2f(b) 

•\ltf(c) 

= 0 (8.18) 

Hiervoor gelden a l s schaalvergelijkingen 

x 1 = \ljia) x2 = - \l2f(b) x3 = [Lt 

yt = o y2 - - vL
2f

(b) y3 = v-2f
(c) 

Uitzetten van (x^j) langs de x-as en (x2y2) langs een rechte 

onder een hoek £ï geeft voor 6c,y.,J een lijn // y-as op af­
stand (J.J P7 3J3' 

81 

file:///Ljffa
file:///ljia


3»3 De drie schalen zijn recht en gaan door een punt 
Dit is het geval voor de algemene vergelijking 

f(a) f(b) f(c) 
(8 19) 

Voor deze vergelijking werd in VII.3 de volgende déterrai 
nant afgeleid 

(8.20) 

[itf(a) 

0 

\Ljic) 

met a l s schaalvergel i jking 

x1 T, \i.tf(a) x2 

yt =-.0 y2 

0 

\i2f(b) 

[i2f(c) 

~ 0 

= H2f(b) 

1 

1 

1 

:-. 0 

x3 - \ltf(c) 

y , ••= V2f
(c) 

4 Nomogrammen met gebogen schaaldragers 

4,1 De derde schaal is een kromme schaal 
Dit type nomogram ontstaat uit de algemene vergelijking 

f(a) + f(b) = f(a) + f ie) 
gia) + gib) g(a) + g(c) 

(8.21) 

Voor deze vergelijking valt te schrijven 

f(a) + f(b) g(a) + g(b) 
0 

fia) + f(c) g(a) + g(c) 

Randen van deze determinant met in de eerste kolom de waarden 
1,0.0 en in de eerste rij 1, fia), gia), omwerken (Ie rij 
van 2e en 3e rij aftrekken en 2e en 3e rij met -1 vermenig 
vuldigen en invoeren van moduli geeft 

\Xjfia) \i.2g(a) 

- \ltf(b) - \i.2g(b) 

•• V-ific) - \i.2g(c) 

met schaalvergelijkingen 

x1 •.-.-. \ijfla) x2 *••• - \J.jf(b) 

yt --•-• v-2?(a) y2r- - v-2sW 

(8,22) 

X 3 - " V-if(c) 

y3 = - v-2g
(c) 

Over het algemeen zullen alle drie schalen gebogen zijn. 

Het nomogram heeft een gemeenschappelijke drager voor a en 
b als 
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gta) = F(f(b) ) 

gib) = F(f(b) ) 
dus voor de algemene vorm 

jla) + flb) _ f la) + flc) 
'Cf la)) + Flflb)) * Flfla)) + glc) 

(8,21a) 

(8.21b) 

(8.23) 

Hiermede is dus een kegelsnedenomogram verkregen. De nor­
maalvorm is dan tot de derde orde teruggebracht. 

Een voorbeeld voor een dergelijke nomogram vormt de alge­
mene vergelijking (8.24) 

fla).f(b).flc) + {fla) + f(b)} glc) + hlc) - 0 
Stellen we hierin 

f la) . f(b) - a (8.25) 

fia) + fib) = 'ß (8.26) 

dan geeft de eliminatie van f(b) uit 8.26 en invullen in 8.25 

a - ß / f W + f2(a) = 0 (8.27) 

en eliminatie van fia) uit 8.26 en invullen in 8.25 

a - ßf(b) + fib) = 0 (8.28) 

Invullen van 8.25 in 8.24 geeft dan 
Of le) + ßglc) + hic) = 0 (8.29) 

zodat voor de determinant uit 8.27, 8.28 en 8.29 volgt 

1 -f la) f2 la) 

1 -flb) f 2 l b ) = 0 (8.30) 

flc) glc) hlc) 
of 

of 

j 

1 f la) 

1 flb) 

flc) -glc) 

1 
f* la) + 1 

1 
f tb) + 1 

flc) 
r(c) + hlc) 

f2 la) + 1 

flb) + 1 = 

hlc) + flc) 

f la) 
fJ(a) + 1 

flb) 
flb) + 1 

glc) 
flc) + hlc) 

' = 0 

1 

1 

1 

= 0 

(8.31) 

(8.32) 

83 



waarvoor de schaalvergelijkingen zijn 

1 „ _ 1 flc) 
f2(a) + 1 

f la) 

f2(b) + 1 

flb) 

flc) + hlc) 

Jhl 
(8.33) 

31 f la) + 1 2 f2(b) + 1 J flc) + hlc) 

De schalen voor (x1y1) en (x2y2) komen op een cirkel te lig­
gen, (zie VII,7), de schaal voor x3y3 is gebogen, 

4.2 De derde schaal is recht 
Dit geval doet zich voor bij de algemene vergelijking 

f la) + flb) ^f(c) 

gla) + gib) 
(8.34) 

0 

In determinantvorm schrijven als 
f la) + flb) gla) + gib) 

f le) 1 

en randen door in de eerste kolom 1, 0, 0 en in de eerste rij 
1, flu), flb) ontstaat na omwerking (Ie rij van 2e aftrekken) 

1 f la) gla) 

-1 flb) gib) ~ 0 (8.35) 

0 flc) 1 
Verder omwerken en invoeren van moduli geeft 

gla) 

gib) 

0 

fia) 

^glaJ 

flb) 
^2 = 0 

gib) 

\i.2f(c) 

Hieruit volgen de schaalvergelijkingen 

Xl -Jïa) X*~ gib) 

y2 - M-2 fjb\ y3 = v-3fic) 

(8.36) 

x3 = 0 

r 2 gTal 
\i2 flb) 

De beide eerste schalen zijn nu in het algemeen gebogen, de 
derde is recht. 
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Het nomogram krijgt weer een gemeenschappelijke drager 
voor fia) en fib) als 

gia) = F(f(a)) (8.34a) 

gib) - F(f(b)) (8.34b) 

dus voor de algemene vorm van de derde orde 
f(a} + f(b) -f(c) (8.37) 

F (fia)) +F(f(b)) 

Een algemene vorm van dit geval is 

fid + fib) + fie) - f (a).fib), fie) 
waarvoor als determinant geldt 

1 -fia) fia) 

2 -fib) f3(b) 

-fie) 1 fie) 

0 

(8,38) 

(8.39) 

Omvormen als in de vorige par. geeft als uiteindelijke deter­
minant 

•iisl— 
ffïa) + 1 f2 ia) + 1 

r. 1 
f Hb) + 1 

2 

fib) 
f2 tb) + 1 

_ 1 
2 f ie) 

= 0 (8.39) 

5, Kegelsnedenomogrammen 

Kegelsnedenomogrammen worden voorgesteld door de algemene 
vergelijking 

f (a), fib) - (fia) + f(b)j fie) + gic) = 0 (8.40) 

Stellen we hierin 

f ia).f lb) = a (8,41) 

fia) + /(6^-ß (8.42) 

dan geeft eleminatie van resp. fib) uit 8.42 en invullen in 
8.41 'ß (ia) f2 ia) - 0 (8.43) 

85 



(8.44) 
Evenzo geeft eliminatie van fia) 

a - ß fib) -fib) ~ o 
lïivullen van 8.41 en 8,42 geeft 

a - ß f(c) + gic) = 0 (8.45) 

zodat voor de determinant uit 8.43, 8.44 en 8.45 volgt 

1 -fia) f2 (a) 

1 -fib) fib) = 0 

1 -fie) g ie) 
welke determinant kan worden omgewerkt tot 

(8.46) 

1 
fia) + 1 

1 
fib) + 1 

1 

fia) 
f2(a) + 1 

fib) 
fib) + 1 

fie) 
gic) + 1 gic) + 1 

(8,47) 

Evenals de in par. 4 genoemde gevallen komen nu (x^J en 
(x2y2) op een kegelsnede te liggen. Over het algemeen zal de 
derde schaal gebogen zijn. Deze schaal wordt recht wanneer , 
voor gic) geldt 

gic) = A fie) + B (8.49) 

waarin A en B constanten zijn. 
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Type nomogram 

1) f (a) + f(b) - f(c) drie evenwijdige schalen 

2) f (a) + f(b) •- fie) twee evenwijdige en 1 snij-
f la) . f(b) ,f(c) - 1 dende schaaldrager of drie 

evenwij dige dragers met log, 

j schalen a en b op gemeen -
schappelijke kegelsnede, 
schaal c recht. 

5) 1_ + 1 + 1 1 ffe schalen a en b recht en 
f(a)f(c) f la) f(b) flc) elkaar snijdend, schaal c 

is recht en snijdt beide 
andere schalen 

6) 1 + 1 _ 1 drie elkaar in een punt 

7) 

8) 

fia) fib) fie) 

f(a).g(c)+f(b),f(c) 

1 + 1 = 1 
f(a)glc) f(b) fie) 

snijdende schalen 

twee evenwijdige +1 kromme 
drager 

schalen a en b elkaar snij­
dend, schaal cgebogen, in­
dien kwadratisch verband 
tussen f(c) en g (cl±xi der­
de schaal op cirkelboog 

9) f(a)f(b)~lf(a)+f(b)\f(c)+g(c)z£ schalen a en 6op kegelsnede 
Derde schaal recht als li­
neair verband tussen f ie) 
en g(c) bestaat 

10) f(a)f(b)f(c)+{f(a)+f(b)}g(c)+h(c) •-. 0 als nr 9 

11) f(a) + fib) r! f(c) 3 k r o n m e schalen. Schalen 
g(a) + g(b) a en 6 op kegelsnede, als 

g(a) en g(b) zelfde func­
tie van f(a) en f(b) zijn 

12) f(a)_-*f(b) f(a)+f(c) 
g(a)+g(b) g(a)+g(c) als nr. 11 
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