Tussen Theis en Hantush

C. van den Akker?

In de publicatie “Tussen Dupuit en De Glee” in Stromingen wordt een geohydrologische
situatie beschouwd met stationaire grondwaterstroming in een gedeeltelijk afgesloten
watervoerend pakket. De gebiedsgemiddelde freatische grondwaterstand wordt mede
bepaald door het vrij afwaterende opperviaktewater systeem. In een daaropvolgende
publicatie “Een fysische onderbouwing van de overdrachtsfactor” wordt aangetoond
dat de relatie tussen de freatische grondwaterstand en de opperviaktewaterafvoer kan
worden weergegeven met een logaritmisch verloop. De afleiding van een differentiaal-
vergelijking waarmee de grondwaterstand- en stijghoogteveranderingen kunnen worden
berekend in het geval van stroming naar een volkomen put wordt daarmee mogelijk.
In de praktijk hebben we echter ook te maken met onttrekkingen (bijvoorbeeld ten
behoeve van beregening) die uitgesproken tijdsafhankelijk zijn.

Op basis van de overdrachtsfactor met een hyperbolisch verloop wordt de afleiding
gegeven van de partiéle differentiaalvergelijking voor tijdsafhankelijke stroming naar
een volkomen put in gedeeltelijk afgesloten grondwater.

Inleiding

Voor het begrijpen van het zogenoemde fenomeen achtergrondverlaging, een fenomeen
dat feitelijk niet bestaat omdat het zeer wel verklaarbaar is en deel uitmaakt van de
totale verlaging als gevolg van ingrepen, heb ik voor vrij afwaterende gebieden zoals
die voorkomen in het zuidoosten van Nederland enkele geohydrologische formules
afgeleid gebaseerd op de wet van Darcy en het continuiteitsprincipe.

Ik heb dat gedaan voor stationaire grondwaterstroming in een gedeeltelijk afgesloten
watervoerend pakket waarbij de freatische grondwaterstand mede wordt beinvioed
door het oppervlaktewatersysteem. De relatie tussen de gebiedsgemiddelde freatische
grondwaterstand en de oppervlaktewater afvoer per oppervlakte eenheid wordt
weergegeven met een logaritmisch verband. In “Een fysische onderbouwing van de
overdrachtsfactor” ( Van den Akker, 2014) wordt teruggegrepen op het onderzoek
(Ernst, 1971) waar een gemeten relatie wordt opgevoerd die een logaritmisch verband
vertoont.

De relatie tussen de verandering van de freatische grondwaterstand en de verandering
van de stijghoogte kan worden gekarakteriseerd met de overdrachtsfactor F (Van den
Akker, 2013).
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Deze overdrachtsfactor varieert tussen 0 en 1 waarbij voor F=0 een vaste bovenrand-
voorwaarde geldt (De Glee) en voor F—1 een bovenrandvoorwaarde zonder voedings-
verandering (Dupuit) wordt benaderd.

In het geval van stationaire stroming naar een volkomen put in het watervoerende
pakket is het mogelijk, door gebruik te maken van de Lambert W functie, de tweede
orde differentiaalvergelijking op te stellen voor dit grondwaterstromingsgeval (Van den
Akker, 2013). Met behulp van MATLAB kan voor gekozen waarden van de bodem-
constanten, onttrekkingshoeveelheid, geometrie en randvoorwaarden de oplossing
worden berekend.

Echter ook voor tijdsafhankelijke stroming naar een volkomen put die op tijdstip t=0
begint te onttrekken kan de tweede orde, partiéle differentiaalvergelijking worden
opgesteld. Ook hier kan bijvoorbeeld MATLAB gebruikt worden om de oplossing te
berekenen.

In dit geval beslaat de differentiaalvergelijking de stromingssituaties die zijn gelegen
tussen de geohydrologische schematiseringen die gelden voor de formules van Theis
en Hantush.

Ter toelichting: De formule van Theis geldt voor radiale tijdsafhankelijke stroming naar
een put in een pakket met volkomen afgesloten grondwater maar waarin een elastische
berging aanwezig is. De formule van Hantush geldt voor radiale tijdsafhankelijke
stroming in een pakket met gedeeltelijk afgesloten grondwater waarin elastische
berging aanwezig is. Door de afsluitende laag met een hydraulische weerstand treedt
voeding op waarbij de bovenrandvoorwaarde (bijvoorbeeld de freatische grondwater-
stand) constant wordt gehouden.

Afleiding van de tweede orde, partiéle differentiaalvergelijking

De geohydrologische situatie wordt geschematiseerd tot een uitgestrekt homogeen
watervoerend pakket met gedeeltelijk afgesloten grondwater. Het pakket heeft een
relatief hoog doorlaatvermogen en wordt afgedekt door een slecht doorlatende laag
met een constante hydraulische weerstand. Boven deze laag bevindt zich een relatief
dun watervoerend pakket met een freatische grondwaterstand. De horizontale grond-
waterstroming in dit freatische pakket wordt zeer klein aangenomen. De gebieds-
gemiddelde grondwaterstand wordt mede bepaald door het vrij afwaterende oppervilak-
tewater systeem. Er wordt aangenomen dat er een relatie geldt tussen de gebieds-
gemiddelde grondwaterstand en de oppervlaktewater afvoer per eenheid opperviak.
Voor deze relatie wordt een logaritmisch verband genomen. Een dergelijk verband is
gemeten (Ernst, 1971) en is tevens aangetoond te gelden indien gebruik wordt gemaakt
van de hyperbolische overdrachtsfactor (Van den Akker, 2014).

In het gedeeltelijk afgesloten grondwater is elastische berging aanwezig en het freatische
pakket heeft een constante freatische bergingscoéfficiént.

In afbeelding 1 is de geohydrologische schematisering weergegeven.
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Afbeelding 1: Radiaal symmetrische stroming naar een put.
Uit de wet van Darcy volgt:
dy
= —2nrkH —
Q nr ar (1
waarin:
QO = volumestroom [m3/dag]
r = poolcoordinaat [m]
k = doorlatendheid [m/dag]
H = dikte pakket [m]
@ = grondwaterstijghoogte ten opzichte van het referentie niveau [m]
Op basis van continuiteit geldt:
a ' d
020+ + @+ 1) - 122 @rrar) @)
or at
waarin:
L(eakage) = volumestroom [m3/dag]
AL = verandering in L ten gevolge van freatische berging [m3/dag]
u = elastische bergingscoéfficiént [-]

Eveneens volgt uit continuiteit:
h— dh
L+ AL = —T(p(Zm'Ar) - SE (2mrAr) (3)

waarin:
s = freatische bergingscoéfficiént [-]
h = grondwaterstand ten opzichte van het referentie niveau [m]

Uit vergelijking 1 volgt:

2Q 9% 1%
6_7' = —Zfl'kHTW - Zil'kHa—r (4)

Uit de vergelijkingen 2,3 en 4 volgt:

62g0+16<p h—¢ s oh uaqa_o -
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Deze differentiaalvergelijking bevat zowel de grondwaterstijghoogte als de freatische
grondwaterstand.

Uitwerking van de overdrachtsfactor resulteert in de volgende vergelijking tussen de
grondwaterstand en de stijghoogte:

¢o=h—m,—b+aln(-h+m,+b)+C1 (6)

waarin:
m, = hoogte maaiveld ten opzichte van het referentie niveau [m]
a, b constanten, a <0, b <0 [m]

Stel:
f=—h+m,+b

dan is:
o=—f+alnf + (1

en dus:

dp _ Of adf

ot~ ot For @)

Stel:

g=¢—-C1

dan is:

g=—f+alnf (8)

Hieruit volgt:

Yoac L psa ©)
a a

Na introductie van de Lambert W functie kan vergelijking 9 geschreven worden als:

1
W(__eg/a) __f (10)

a a
Substitutie van vergelijking 10 in vergelijking 7 heeft als resultaat:

-1
dg 1 g of
—— =11 i = —_ 11
at + (W< aexp (a))) Jt (an
Combinatie van vergelijking 5, 10 en 11 geeft als resultaat:
1 -C1
29 109 (p—mv—b—aW{—aexp(%)}
arz Trar kHe *
1 s do

-—— —+up;—=20 (12)
kH 1 ot
1 (p — C1)
1+ {W (_ EeXp (T))}
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hierin is:
Cl=¢,—hy+m, +b—aln(—hy+m, +b) (13)

Om een oplossing te vinden voor de differentiaalvergelijking 12 zijn de volgende rand-
en beginvoorwaarden te stellen:
Randvoorwaarde 1 ter plaatse van de omtrek van de put:

qr2mHry, = Qo

waarin:

q, = volumestroomdichtheid [m/dag]

straal van de put [m]

onttrokken volumestroom aan de put [m3/dag]

Ty

o

Randvoorwaarde 2 op grote afstand van de put (r—o)
=Py

Beginvoorwaarde op het tijdstip dat de put begint te onttrekken (z=¢,) met een volume-
stroom Q,.

Oplossing van de tweede orde partiéle differentiaalvergelijking

Ook deze publicatie, evenals Van den Akker (2013 en 2014) is tot stand gekomen

aan de keukentafel. Ik heb daarbij slechts de beschikking over zeer elementaire reken-
faciliteiten. MATLAB behoort daar zeker niet toe. Voor de publicatie “Tussen Dupuit

en De Glee” was Ed Veling zo vriendelijk mij behulpzaam te zijn en een MATLAB script
op te stellen voor de oplossing van de differentiaalvergelijking voor het stationaire
stromingsprobleem. Ook voor de oplossing van vergelijking 12 zal ik weer een beroep
moeten doen op anderen die wel beschikken over de benodigde faciliteiten. Ik heb
echter besloten het anders te doen dan de vorige keer en wel om de volgende redenen.

Ik heb gemerkt in de discussies die ik de afgelopen tijd heb gevolgd en gevoerd dat
de belangstelling voor de klassieke grondwatermechanica sterk aan het verdwijnen is.
Geohydrologen gebruiken bij voorkeur numerieke modellen waarbij wordt gepreten-
deerd dat “alle” relaties er in zitten. Ik waag het te betwijfelen of deze relaties goed
gedocumenteerd en verifieerbaar zijn voor derden en of deze relaties voldoen aan de
harde fysische wetmatigheden.

Ik geloof nog altijd in de kracht van analytische oplossingen al was het alleen maar

om de modellenbouwers van de talrijke numerieke modellen een mogelijkheid te bieden
tot het verifiéren van modeluitkomsten in sterk geschematiseerde situaties. Het is dus
zaak de belangstelling voor analytische oplossingen te stimuleren.

Ik nodig daarom jonge, fysisch/mathematisch ingestelde hydrologen, die goed
kunnen omgaan met tools zoals MATLAB, uit om vergelijking 12 op te lossen, met deze

oplossing een aantal voorbeeldberekeningen uit te voeren bijvoorbeeld in relatie met
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de beregeningsproblematiek en het resultaat samen met mij te publiceren in Stromingen.
Het MATLAB script voor de stationaire oplossing van het stromingsprobleem naar een
volkomen put (de situatie tussen Dupuit en De Glee) wordt ter beschikking gesteld.
Overigens is ook voor andere geinteresseerde hydrologen het MATLAB script beschik-
baar.

Conclusie

De oplossing van de tweede orde partiéle differentiaalvergelijking die de tijdsafhankelijke
stroming naar een put beschrijft in een watervoerend pakket met gedeeltelijk afgesloten
grondwater en een niet-lineaire functie tussen de grondwaterstand en de oppervlakte-
water afvoer biedt inzicht in het verloop van de verlagingen van stijghoogte en grond-
waterstand.

Daarmee is het een waardevolle analytische oplossing die het mogelijk maakt numerieke
modelberekeningen te toetsen voor sterk geschematiseerde situaties. Aangezien wordt
uitgegaan van de gebiedsgemiddelde freatische grondwaterstand wordt in de oplossing
het probleem van het moeten kennen of berekenen van de drainageweerstand
vermeden.
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