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1. INLEIDING. - ,

De natuurkunde heeft ons sedert haar bestaan als zelf-
standige wetenschap telkens verrassingen bereid. Elke

nieuwe theorie, die samenhang bracht tusschen tevoren ge- -

scheiden ' gebieden van ons ndtuurkennen, werkte eenigszins
- verbijsterend door de ongedwongenheid waarmee ze vast-
‘gewortelde opvattingen aanrandde; ze bracht den een in
verrukking, vervulde den ander met afgrijzen, wekte bij
‘een derde hilariteit op, al naar gelang van hun ontvanke-
. lijkheid voor nieuwe denkbeelden. Om ons te bepalen bij-
- de laatste eeuw, hoe hebben de theorieén: dat electriciteit
en magnetisme uit één natuurkracht voortspruiten, dat
warmte een vorm is. van arbeidsvermogen van beweging,
dat het licht een electromagnetisch verschijnsel is, dat de
electriciteit atomistisch verdeeld is, dat zelfs het arbeids-
vermogen slechts bij afgepaste porties overgedragen wordt,
—- hoe hebben al deze theoricén ons beeld van de natuur-
verschijnselen geleidelijk maar grondig gewijzigd1

Toch kan men niet zeggen, dat de natuurkunde sedert
- GaLwer - (+ 1600) en. NewrtoN (1 1700) op de denkge-
woonten . van haar beoefenaars buitensporige aanslagen deed;
de wijsgeerige grondbegrippen werden vrijwel onaangetast
‘gelaten; aan de intuitieve voorstellingen werd geen noe-
menswaard geweld aangedaan. _ ’
~ Hoe moet het ons dan wel te mgoede zijn tegenover een.
~ theorie,. die.onze dierbaarste overtuigingen doet wankelen,

’)‘ Dit opstel is, 6p enkele aanvullingen na, het vérslag van een
tweetal voordrachten door den schrijver gehouden voor het Natuur-
‘wetenschappelijk Gezelschap te. Wageningen op 15 en 23 Get. 1917.
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~die van ons het offer eischt, dat we onze zekerste wijs-

geerige geloofswaarden prijsgeven! Zulk een natuurbe--
schouwing zullen we voorzeker, hoe gaarne we ook bereid
* zijn ons inzicht te verruimen, met groote terughouding ge- .
wapend tegemoet treden.” Maar onze houding tegenover
zulk een theorie zal niet alleen het kenmerk dragen van .

een zekere nuchtere kritiek, ze zal ook getuigen van geest-

_driftige  belangstelling voor een natuurwetenschappelijk

kunstwerk; en die belangstelling zal, zoodra we ons op-
geheven gevoelen naar de gedachtensfeer, waarin die-kunst-
schepping het aanzijn kreeg, geleidelijk overgaan in: be-'_
wonderend begrijpen.

Van zulk een wetenschappelijk-hooge geboorte nu is de

leer van de relativiteit der bewegingen, waarmee sedert korten - -

tijd (1915) Ausert EinsTENN de natuurwetenschap heeft
vem_]kt en die zulk een vermetelen aansiag heeft gepieegd
niet alleen op ‘de natuurkundige maar ook op de wijs-
geerige gronddenkbeelden' der meeste natuaronderzoekers,
dat het zeker niet gewaagd is, in navolging van Pranck,

‘haar te vergelijken met de scheppingsdaad van Corernicus, |

die, ‘met mmachtmg van de toenmalige theologisch-wijs-

geerige dogma’s, het ingewikkelde wereldstelsel van PToLE- s

MAEUS ontwarde tot ‘ons zonnestelsel.
Het ‘spreekt vanzelf, dat een theorie, die zoo diepin de

intuitieve voorstellingen grijpt ‘en ‘daarenboven zich vande . .

meest abstracte ‘wiskundige beelden bedient, zich niet bij-
zonder leent tot een lichtbevattelijke behandeling. Van den
hoorder ‘of lezer wordt verlangd, dat hg de operatieve ver-
wijdering van enkele hmderluke vergroeiingen in zijn geestes-
orgaan als'een opluchtmg ondervindt, terwijl hij zich eipestijc
in .'t geheel niet onwel voelde en aan genezing niet de
min"ste, behoefte -had.. Bovendien zal het-wiskundig bietoog, -
“dat, om tot een ‘iets meer ‘dan ‘oppervlakkig inzicht te ge-
raken, helaas onvermijdelijk tis, menigmaal ‘een beroep
moeten -dden ‘op het — gelukklg :zelden ontbrekend ——

gevoel voor analogie, zoowel .in -algebratschen als in meét- "

~ .kundigen zin. Moge nisttemin de volgende ‘uiteenzetting |
een zij 't ook ruwe schets geven van de wijzea,:wm;:db -
theorie wiskundig is verwerkt. :

 iDe Hewr wan -de ‘rélativiteit -der 5bewe_g‘-inggn d'iln ‘twee



207

tempos ontworpen. In 1905 kwam EINSTEIN te voorschgn

~. meét een relativiteitsbeginsel, dat in zekeren zin kon be-

schouwd worden als sluitstuk van de onderzoekingen van
onzen landgenoot Prof. H. A. Lorentz over de electro-
magnetische verschijnselen in zich bewegende lichamen. In.
1915 gaf EINsTEIN van deze eerste theorie een uitbreiding, die
haar tot den hoogsten graad van algemeenheld opvoerde.
Vandaar dat men, in tegenstelling met het aigemeen rela-
kﬂdatséegwsel van 1915, de in 1905 verschenen theorie
aanduidt met den naam: Jgzomder relatsviterisbeginsel.

"We zullen eerst het bijzondere relativiteitsbeginsel be-
spreken; deze theorie vormt, in overeenstemming met de
histosische lijn, de natuurlijke en onontbeerlijke inleiding
tot het algemeene relativiteitsbeginsel.

De beide relativiteitsbeginsels spreken van de betrek-
kelijkheid der beweging. Wat hebben we onder deze -
betrekkelijkheid der beweging te verstaan? :

Een beweging of plaatsverandering kan eerst dan volledig
omschreven worden, als men opgeeft fen opsichic van welke
_gmgeving de verandering van plaats beschouwd wordt. Een
- beweging zou alleen dan’absoluut kunnen genoemd worden,
wanneer er een ruimtelijke omgeving bestond, waarvan het
ongerijmd ware te onderstellen dat ze zich beweegt Zulk
een ruimtelijke omgeving nu.is logisch onbestaanbaar. -
-Niemand kan oplogische gronden bewijzen, dat een persoon,
.die zichzelf in rust beschouwt, inderdaad in rust verkeert
of integendeel zich beweegt. Het cenige wat van hem
~ gezegd kan worden is dat hij rust of zich beweegt t.0. van
een zekere stoffelijke omgeving; maar de persoon zelf heeft
het volste recht deze omgeving als stilstaand te beschouwen
of haar zulk een beweging toe te kennen, dat hij zelf in
rust is. ‘Een absolute, objectieve beweging is dus ondenk-
~ baar, dw.z. logisch onmogelijk. In loglschen zin is alle
bewegmg betrekkelgk d.w.z. eerst bepaald zoodra de om-
.gev;.ng wordt . aangcgevcn t.0. waarvan de bewegmg plaats-
heeft

‘Hoewel nu ons. denkvermogcn zich tegen de volstrekt-
heid .der- beweglqgep .verzet, heeft toch de natuurkunde
tot .voor zeer korten tijd geleerd, dat de meeste, bewegpngen
Len; zekere mate van. obwctmte:t ‘hadden, dat m. a. w.' de
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"waamemmgen ons een omgeving aanwezen, ‘waaraan een
.bijzonder bevoorrechte plaats toekwam, in dien zin, dat de

natuurwetten een: opvallend eenvoudige ultdrukkmg kregen,
wanneer die omgeving in rust of hoogstens in een eenparig-
rechtlijnige beweging werd gedacht Deze omgeving viel,
zo0 nauwkeurig als de wa.arnemmgen dat konden aan- -

‘toonen, samen met de omgeving zooals die gevormd wordt

door het geheel van de voor ons zichtbare vaste sterren.

‘De gedaante der natuurwetten zou, als men de rust (of

de eenparig-rechtlijnige beweging)' van het sterrenstelsel

" opgaf, zbéoveel ingewikkelder, om niet te zeggen: zbo

totaal onbruikbaar worden, dat men aan dien bijzonderen
bewegingstoestand van het sterrenstelsel een wezenlijk, een .
absoluut karakter ging toekennen, ni€ttegenstaande wij ons
geen enkele beweging anders dan relatief kunnen denken.

Het is nu aan EinsTEIN gelukt aan te toonen, dat de

bevoorrechting van het sterrenstelsel (later van den aether) . - '

en de daarmee ‘samenhangende bgzondere vorm der natuur-
wetten berustten op eén vooroordeel in onze natuurbe-
schouwing. Door dit vooroordeel te overwinnen heeft

EsTEIN niet alleen het sterrenstelsel en den aether ont-
“troond’ en zoo de natuurbeschrijving in overeenstemming

gebracht met de a-prioristische wetten van ons denken,
maar tevens de wijsgeerige grondslagen van ons natuur-

"kennen van een wafuurkundig standpunt uit belicht enons . :
~opnieuw getoond, dat de wijsbegeerte en de natuurkunde

niet elkaars vijanden zijn, maar integendeel elkaars bond-

- genooten in de jacht naar natuurkennis.

1. HET RELATIVITEITSBEGINSEL DER KLASSIEKE
MECHANICA. ' :
, Om een denkbeeld te krugen van de- draagm_;dte der

relativiteitstheorie zullen we in 't kort aangeven hoe de
voorstellingen 'aangaande den aard. der beweging zich in
"den loop der eeuwen hebben ontwikkeld.

We beginnen daartoe met hetgeen ARISTOTELES (384— 322

~v. Chr.) omtrent de beweging leerde.

Volgens. ARSTOTELES staat de aarde stil; binnén deze

" gtilstaande aarde ligt 'het middelpunt der wereld Alle voor-.
“werpen of lichamen hebben hun plaats van bestemming,
de zware beneden (d.i. zoo dlcht mogeh;k bij het middel-
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. punt der wereld), de lichte (bijv. de dampen) boven. Elk
lichaam tracht door een ,natuurlijke’’ beweging zijn plaats
van bestemming te:bereiken, De zware voorwerpen doen
dit door te ,vallen”. Slechts door een ,kunstmatige” be-
weging (bijv. een worp) kunnen de lichamen van hun plaats
van bestemming verwijderd worden.' :

Bij AwistoreLes wordt alle beweging geconstateerd !. o. van
“de vaste, rustende aarde.

De natuurlijke beweging der ‘aardsche lichamen is rechs
.lynig (de zware voorwerpen . vallen reckt naar beneden).
"Daarentegen volbrengen de eeuwige hemellichamen van
nature de eindelooze, onvergankelijke, steeds gelijkmatige

~ cirkelbeweging om het middelpunt der wereld.

Elke beweging, ook de gelgkmatige, eischt — als ver-

. andering van p[aa&r —-" een oorzaak, hetzij deze oorzaak
in de ,natuur” der dingen ligt, zooals bij de patuurlijke
beweging, hetzij ze kunstmatig is, zooals bijv. bij een
wagen, die om met gelijkmatige snelheid voort te gaan
voortdurend getrokken of geduwd moet worden. Alieen
de rust, d. w.z. de rust t.o. van de aarde, behoeft geen
oorzaak. . :

- Wie' onbevangen deze ,,bewegmgsleer beoordeelt en
er rekening mee houdt, dat ten tijde van ARISTOTELES nog
geen. natuurkundige proeven genomen werden ten einde
aan de natuur- concrete vragen te stellen, zal moeilijk
_kunnen ontkomen aan een gevoel van bewondering voor

een z6o eenvoudige en z6o harmonieuze natuurverklaring.
Het behoeft ons dan ook geenszins te verbazen, dat het -
‘wereldbéeld van ArisTorELEs bijna twintig eeuwen lang
voor het eenig ware heeft gegolden, althans bij de groote
massa der ,geleerden”, die liever a priori, met de oogen
dicht, uvit hun theologische - bespiegelingen een wereld-
schema samenstelden, - waaraan de stoffelijke werkehjkheld
zich maar moest aanpassen, dan hun handen, ja zelfs hun ~
geest te verontreinigen doar aanraking met het vuile stof
en deszelfs minderwaardige eigenschappen.
+ Met des te meer eerbied worden we vervuld jegens de
mannen, die zich aan het hardnekklge vooroordeel tegen
proefondervindelijk onderzoek wisten te ontworstelen. Met

-.voorbijgaan zelfs van LEeoNarpo DA VeI (1452--1519)
en COPERNICUS (1473—1543), zullen we het eerst stilstaan blj
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GALILEG GALILEI (1 564—-1642) die het eerst de wettén

der va!bewegmg stelselmatlg uit opzettelifk daartoé inge- -

~ - richte proeven afleidde en zoo den grondslag legde van een
bewegingsleet in den strengen zin, dien wij eraan hechiten.
Gauier nam waar, dat de valsnelbeid in vertikale richtitig

-  in gelijke tijdsintervallen met gelijke bedragén toéneemt, .
dat m.a. w. de versneliing (d.i. de snelheidsvermeerdefing .

per tijdseenheid) constant is, of, in onze ui‘tdrukkmgsque
dat de valbeweging eenparig versneld is. Verder merkte

- GaLii op, dat de beweging langs een hellend viak ge- -
lijksoortig is met die van den vrijen val, dat n.l alleen

het bédrag van de versnelling kleiner is, en wel des te
geringer, naarmate het. hellend vlak een kleineren hoek
maakt met het horizontale vlak. Uit de wijze, waatop de ver-

de beweging in een horizontaal vlak (waarbij deze hoek

nul is) de versnelling nul is, dat m. a. w. de snelheid niet
veranderd wordt, dus. een standvastige waarde behoudt.

Volgens Gauwer was dus het kenmerkende der valbe-

weging niet de snelheid maar de versnelling, ¢n deze

- versnelling moest een oorzaak hebben, moest te danken

zijn aan een kracht vergelljkbaar met de trekkracht, die

wij zelf met onze spieren kunnen uitoefenen. Bij afwezigheid

van een kracht verdwijnt niet de snelheid maar de. ver--

r snelling, di. de verandering in snelheid, hetzij in grootte,
}’?"U‘*' ol hetzij in richting, hetzij in beide. Zoodoende werd door
M’M ™ Gartir  onder alle bewegingsvormen éen bijzondére uit-
"“"’"‘“"‘ verkoren, voor welker instandhouding geen kracht vere:sch
M‘n& N'?'& werd n.l. de eenpurig-rechiliinige beweging. F
‘ . it het hier medegedeelde blijkt, hoezeer het standpunt‘
aw..lle DeatVan GaLnrt afweek van dat van AwistoTeLes, die voor alle
r«l--o--a&-7 wwbewegmgen, 6ok voor de eenparig-rechtlijnige, een oorzaak
’ yanerst. noodig oordeelde. F
wt Dat een lichaam, waarop geen kracht werkt, volhardt in
en toestand van rust of eenparig-rechtlijnige bewegmg

aos] o rechtstreeks uit de proeven van Gaumer volgde, voor =
2 f.het - eerst duidelijk geformuleerd door onzen landgenoot . .

Christiaan Huveens (1629 —1695). De wet dér traagheid

snelling met dezen hoek afneemt, besloot Garmrmi, dat bij -

e rin het zich eenmaal beévindt, wordt pitgedrukt in de
7}" ‘Y wet dér z.g. traagheid (d.i. weerzin tegen verandering van'
7 bewegingstoestand). Deze wet is, hoewel het beginsel ervan

A
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“was verder eei van de grondbeginselen van de bewegmgs— |

leer van Isaac NEWTON (1642—-—1 727)

'We willen nu nagaan welk een inviced de wet van' de
traagheid heeft op de natuurwetten. De natuurwetten geven

" _aan hoe de tusschen verschillende lichamen werkende na-

- tuurkrachten afhangen van den onderlingen stand der
- lichamen. Hierbij worden- voerloopig de electromagnétische
* krachten (om een later te vermelden reden) buiten spel

_gelaten, zoodat we alleen de z.g. ,mechanische” natuur- -

_ wetten .in onze beschouwmg opnemen. -

.. Terwille van “den eenvoud der voorstelling zullen we
. onze ,natuur’” beperken tot een zekere rechte lijn A8,
- tusschen welker punten al of niet krachten werkzaam zijn.

Het punt P (zie fig. 1) moge zich (onderden  ,
invloed ‘van een standvastige kracht) met een

. eenparig versnelde beweging langs 4.8 bewegen ;

zijn aanvangssnelheid (snelheid op den tijd Z=o0

‘sec.) zij 10 M. p. sec., de versnelling, d.i. de

- snelheidstoename per seconde, zij 1 M. p. sec. Q
-7 De snelheid en de versnelling worden positief

* gerekend in de richting van 4 naar B.

'P

Het punt Q blijve in rust. IR
Het punt R bewege zich met een eenparzge
_snelheid van 5 M. p. sec. naar O toe; de snel- 16

heid van & bedraagt dus voortdurend —5M. p. sec.
Het punt S neme deel aan een eenparig ver-
snelde beweging. Zijn aanvangssnelheid zij 20 M.
p- sec. in de rxchtmg van (); deze moge afnemen met
‘3 M. p. sec.; d.w.z. zijn snelheid op den tijd f=o0is —20
- M. p. sec, en de versnelling, die een verzwakking van deze
‘negatteve snelhexd bewerkt, bedraagt 4+ 3 M. p. sec.

Fis.1.

| Men vindt dan op den tijd: Osec.1sec.2sec.3sec.

voor desnelheid van Pto.van@ 10 11 12 13 M.p.sec.
»oo» » » By 4o @ -5 5 . —5 —b 45 45
» » L] » S .n Q —20 —17 —14 '__11 » 9 »
dus, , -, » Py » R 15 16., 17 18 , . 5
! ., » 8 » L) P s » S 30 28 2 24 T

- De 'vérsnelling van P to. van R is dus 1 M. p. sec.,
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- die van £ to. van S daarentegen —z2 M. p. sec. feen -

vertraging van 2 M. p. sec.). .
Hieruit blijkt, dat de versnel[mg van 2 t.o. van het zich
met eenparige snelheid bewegende punt R ezen groof is

als t.o. van het rustende punt @, daarentegen verschillend

van de versnelling t.o. van het ,versaelde” punt S.
Wordt nu uitsluitend de versnelling. van P aangegeven,

dan kan men niet zeggen of het punt, t.o. waarvan de

versnelhng is geconstateerd, in rust is dan wel in een

- eenparig-rechtlijnige beweging. Men kan dus aan de geheele

liin een eenparige snelheid (bijv. die van R) meedeelen, -
zonder dat de versnelling van 2 er door gewijzigd wordt;

daarentegen zou een werswelde beweging van de geheele ll_]n
(bijv. met S mee) wel degelijk de versnelling van P doen ver-
anderen. Uit de opgave van alle op de lijn 48 voorkomende

versnellingen kan men nooit te ‘weten komen of de geheele .

lijn zich misschien met -een eenparige snelheid beweegt..
Geeft men aan de geheele lijn, d.i. aan al haar punten dezelfde
eenparige snelheid boven degene die ze eventueel réeds

hebben, dan behouden alle punten hun oude versnellingen:

Eveamin veranderen door ‘die aangebrachte snelheid hun
onderlmge afstanden. Nu zijn de versnellingen in de’ lijn-

vormlge wereld 4B te danken aan krachten, ‘die door =

't eene punt van 48 op 't andere worden uitgeoefend;en
het bedrag van die krachten, dus ook van die versnellingert,
hangt bij mechanische, d.z. niet-electromagnetische ‘ver:
schijnselen uitsluitend af van de onderlinge ligging der op

" elkaar werkende punten. De aard van dcze' afhankelijkheid,

de wijze waarop de krachten afhangen van de onderlinge
afstanden, wordt uitgedrukt door een mechanische ,,natuur- B
wet”’ (men denke bijv. aan de aantrekkingswet van Newton, '
waar de aantrekkende kracht omgekeerd evenredig is met -
het kwadraat van den afstand, of aan de wet der -elasti- -
citeit, volgens welke de kracht waarmee een veer terugge-
trokken wordt evenredig is met de uitwijking uit den
evenwichtsstand). Daar nu de beide bestanddeelen van de

natuurwet: de kracht en de onderlinge ligging, onyeranderd ‘

blijven bij het aanbrengen van een eenparige snelheid, zal’
ook . de samenhang tusschen krachten en liggingen dodr

~ die eenparige  snelheid onaangetast blijven, of: zullen de -

natuurwetten ondanks de:aan de gekee/e lijn meegedeelde -
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eewparige snelherd hun vorm behouden.: Maar dan émmm N
de natusirwetlen ons ook noodt wiisluiisel geven aangaandeeem - F
eventucels eenparige swelheid, waaraan het beschowwde punten- LeTE
stelsel als geheel declnoemt!
Wat hier. voor een-, lijnvormige wereld” is. besproken,
is. evenzeer van- kracht voor onze ervarmgswereld in drie-
. ruimteafmetingen: Geldt een - ‘bepaalde gedaante der
© natuurwetten t.o.:van een zekere omgeving, bijv. t.o. van
" het sterrenstelsel, dan geldt ze in gelijke mate t.o. van
een andere omgeving, die t.o. van de eerste een eenparig- - - -
* rechtlijnige beweging heeft. ‘Deze . uitspraak vormt den ‘
- inhoud van het relativitedtsbeginsel der- klassicke mechanica.
Volgens de klassieke werktuigkunde met haar ,,mechanische
natuurwetten”” (waarvan NEwTon de grondslagen heeft ge--
legd) is dus niet eens die omgeving, t.o. waarvan de natuur-
wetten hun eenvoudlgste gedaante. krijgen, ondubbelzmmg
© bepaald; deze is slechts bepaald op een eenparige snelheid na. ol
" De klassieke -mechanica kent derhalve geen absolute ruimte, .. oy
"waarvan de rusttoestand vaststaat. De absolute rust van
het sterrenstelsel als geheel bijv. wordt door geen enkele
' -mechanlsche natuurwet bewezen of zelfs aannemelijk'gemaakt.
‘Daarentegen veranderen de natuurwetten wél, wanneer
men aan de omgeving t.o0. waarvan die wetten opgesteld
zijn, een versnellmg meedeelt, dus een verandéring van
"de. snelheid, hetzij in grootte, hetzij in rlchtmg, hetzij in
beide. Mén kan bijv. van een draaiende ruimte (bijv. een
draaimolen) #n7¢f met hetzelfde recht beweren, dat ze stilstaat,
aangezien bij de draaiende beweging de snelheid telkens -
- van “richting verandert; terwijl hier de onderdinge ligging
“der punten dezelfde blijfi, geven de versnellingen aanleiding
tot traagheidsweerstanden (de -z.g. ‘middelpuntvliedende
kracht), die het draaiende stelsel in.wezen doen verschillen .
- van- het rustende. In de klassieke mechanica zijn de .mel«
heden velaticf, maar de versnellingen absoluut. e

~

i

Voordat we overgaan tot de. met-mechanlsche na.fuur—
- wetten, zullen we een grafische voorsteflmg ontwerpen van
het ovefgaan van een bepaalde omgeving op-een ‘andere,
.die t.o. van de eerste een eenparig-rechtlijnige beweging
heeft, en dus- — in den zin der klassneke mechamca —
' ermee - gelijkwaardig is. : , SR




~'plaats van een punt

‘wanden van een v

R

Bq de wiskundige nkleedmg der natuurwetten wnrdt de ‘
elal aange%even door de afstanden

e onderling lo

ek); deze afstanden heeten de (recht-

" van het ‘punt.  Beperkt men zich tot

dt. de ligging van een punt aange-

van dat punt tot

hoekige) ,,cobrdinate
een plat vlak, dan

" wezen door de afstanden tot twee- (meestal onderling lood-

rechte) lijnen. Ook hier spreekt men van de cotirdinaten van

het punt; de eene heet de ,abscis” (letterlifk : afgesneden R

lijnstuk), de apdere de ,.ordinaat”. Beschouwt men slechts -
de punten van een enkele lijn, dan wordt de plaats van een

punt op die lijn aangewezen door den afstand van het .

punt tot een aangenomen’ nulpunt welke afstand ook hler '
abscis heet.

Terwille van den ‘eenvoud der voorstelhng zullen we onze

" wereld niet verder uitstrekken dan tot een.zekere {onbe-

-

grensd gedachte) rechte lijn, waarop alle punten hunresp.

-abscissen hebben. We zullen. zulk ‘een abSCIS voorstellen' »

door z.. :
De natuurkrachten, die tusschen de versch:llgnde punten

werken, zullen de plaats dier punten telkens wijzigen, zoodat, . -
de volledxge kennis van onze hjnvormlge ruimtewereld eerst - -
bereikt is, als we den toestand van de lijn op e/ oogenbisk ..
_kennen. We kunnen de heele geschiedenis van dit ,.hjnland”ﬂ =
in' beeld brengen door alle ,,momentopnamen” van de =

— bijv. -vertikaal gedachte — lijn naast elkaar te plaatsen

" en: zoodoende .een ,,wereldﬁlm" te construeeren. Wanneer
" we de voorzorg nemen, dat momentopnamen die met.ges
" lijke ‘tijdstusschenruimten zijn genomen op-onderling geh;ken‘ B

-~ (horizontaler) afstand naast elkaar gerangschikt worden, dan |
krijgen .we in het vlak een figuur, waarvan de horizontale |

. afmeting een beeld geeft van den tijd- (dien we aanduiden

“met /). We nemen voorloopig aan, dat alle beelden van het - = *

(in. rust blijvende) nulpunt Ozich bevinden op de (horizontale) -

. loodlijn, die we in O, op de beginopname / van de ljn
* kunnen oprichten” (zie ﬁg. 2). o

Voor deze (hormontake) loodlijn is dan vooruiurend x=0 .

(daai' de .afstand van het nulpunt. O tot zichzelf patuurlijk

. nul'is). Nu zal de horizontale lijn P, P, de geschiedenis T
. afbeelden. van .-het punt P, dat voortdurend denzelfden’ -

afstand £’)P (... OP OPI) tot het nulpuat bewaa-rt, is

odrechte viakken (bijv. ..
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&re afstand bljv 2" leagte-eenheden (bgv 2 cM of 32 K.M. ),i
.dan geldt voor deze geheelelijn PP,..x=2.
De beginopname (of beg‘inmtand) O,F, van ons hjnland.

moge correspondeeren met den tijd £ = o. Stelt dan bijv. _, "

- O,P, de opname (toestand)
véor na 3 tijdseenheden .
(bijv. 3 sec.of 3 jaren), dan __.Ib
gﬁldt voor de heele liin 0,2, -
=3 '
Beweegt een punt Qzich _B
met slandvastige snelheid  YF--------
langs de lijn-wereld, dusz6o, '
dat in gelijke tgden gelijke = Lo
wegen worden doorloopen, | .
en zijn afstand xtot Odis: g g,
regelmatig met den tijd toe- :
neemt (of afneemt), dan zal de geschiedenis van dat punt o
afgebeeld worden door 'een meetkundlge plaats van punten,
‘waarvootr de toename van x evenredxg is met detoename
van £ Deze meetkundige plaats is blijkbaar een recht ljn
en het is duidelijk dat de verhouding van'de aangroeiingen
van x en ¢ d.i. de smelheid van die eenparige beweging,
wordt gemetén door de z.g. nchungsfangens van de lijn
2,0, d.i. de tangens van den hoek, dien ¢, Q, maakt met
0 O Bij sneélheden in de richting' van O naar Pis deze hoek
_ scherp, bij tegengesteld gerichte snetheden is hij stomp., .
- In 't algemeen. zal van elk punt van onze lijnvormige

Ct=o i»e ,

ruimte de bewegingstoestand afgebeeld: worden door een.

meetkundige plaats in ons lengte- ujd-vlak {x,vlak). Van
punten -die standvastige snelheid hebben is die. meetkundige .

plaats een vechZ lijn, van de punten, die een veranderlijke .
'snelheid ‘hebben zal ‘die meetkundige plaats. een &romme = .-

lijn zijn. In navoigmg van HerMany Minkowski (1 864-—1909)

zullen we in 't algemeen deze ‘meetkundige plaats de .

wereldlgn van het punt noemen.

"We kunnen ons nu als volgt uitdrukken: Punten met

_ standvastige snelheid hebben rechte wereldlijnen; van pun-
ten met veranderlijke snelheid zijn de wereldlijnen ktomme

lijnen. Rustende punten hebben bun (rechte) wereldiijnen =
* evenwijdig wet 0,0, Men zou deze lijnen dus ook st -
lynen kunnen noemen. De lijnen’ loodrecht op de rustlgnen e
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kunnen gevoeghjk aelyktgdeg‘kaddym heeten, men - kau- .

ze, als men wil, beschouwen als de wereldlijnen van punten,
..die zich met onemdlge snelheid bewegen. - .
bast beo ber tem tes +  Voor de natuurbeschn_]mng .

X . . t.0. van zekere omgeving —
x»a dat wil hier zeggen: too. van -

- zeker als raséend aa.ng"enomen

x =2 pulpunt O — is ’t dus vol-

doende, dat ‘men van elke ge-

_ beurtenis ' kan - aangeven, hoe
= x =o- groot de bij die gebeurtenis
' : behoorende waarden van x en

¢ =~1.¢ ziin, dat men m. 2. w. in staat

A - is van -elke gebeurtenis: het
- Me. 3. " beeldpunt (,;wereldpunt’”’ van
. Mivkowskr) te construeeren in het rechthoekig netwerk der -
rustlijnen en gelijktijdigheidslijnen (zie fig. 3).

- Thans gaan we ons voorstellen, dat de geheele lijnvormige
‘ruimte een eenparige snelheid » krijgt t.o. van haar vroe-
:geren stand. Deze beweging zal men afbeelden door van
alle punten van de beginopname /, d. i. yan de gelijktijdig-
heldsth = o, ondcrbng evenwgdige wereldlijnen te laten

o C xfen uitgaan met (gemeenschap-
= % =8+vt peiiike) richtingstangens o,
—1="1" o= _ Pely gstang )
-1 gl 4+ ) " dus evenwijdig met de lijn
;‘M - - : ' )
=¥ T : * door @, waarvoor geldt

‘_,--W’ B lA. x= 0 -
N N P | le=%odt x=uol{fig. 4). Hoezal nu

SR - - . de ,natuurbeschrijving”
Q=L LBl luiden van het standpunt
=T LT - _ van een  waarnemer, - die

T 1TFT - aan dezelfde eenparige be:

: - SR - weging ‘deelneemt? '

Fle. 4. De wereldlijnen even-

wqug aan x=uvf zullén voor hem rustlgnen zijn. Wanneer
hlj zijn abscissen a’ afrekent van het punt, dat-op den tijd

= o met O, samenviel en dus de wereldhjn x = v.f heeft,
dan zal hij deze’ wereldlgn aanduiden door 4’ =o. En de
wereldlijn, die door 't punt P, (v = 2,,£ = 0) gaat en
- waaraan de - stilstaande waarnemer -de vergelijking x ==

=2 -+ v toekent zal voor den meebewegenden waarnemer .
- heeten-2’ =
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De rustlljnen van den eenen waarnemer ZIJn dus geen "

“rustlijnen  voor .den ander. Daarentegen zullen beide waar-
nemers er wél dezelfde gelijktijdigheidslijnen op na houden.

‘Wanneer slechts eenmaal ervoor gezorgd is dat het
oogenblik, dat de stllstaande waarnemer #-= o noemde, .

ook door den-bewegenden waarnemer — wiens tijd # moge - o

. heeten — aangeduid wordt door # = o, en ook dat het
_tempo: van den- tijd voor beide geh_]k is (dat de klokken
-dénzelfden gang hebben), dan is bovendien steeds voldaan.

- “aan de gelijkheid # = 2

Een w1Ilekeur1ge gebeurtems, met beeIdpunt A dle door Lo

den stilstaanden waarnemer door de getallen x, £ wordt be-
“schreven, wordt door den bewcgenden waarnemer a.ange-
" duid met de getallen x/, ¥

Daar ¢ = O,B, x. = AB; CB_.'z;xooB_vXt AC=x',

-volgen uit 4C = 4B — CB en. mt het getijkblijven van den tijd@
de betrekkingen .
x’.nx—v.t x=x vt’- .
tt_;...t_" 3}_31—!—. : (I)
Hlermee is aangegeven door welke: ,,transformatle van :
cobrdinaten” men overgaat van het stelsel (z,#) op het stelsel
(«'y ¢) of vice versa, wanneer men bij zijn besclm;vmg van
. de lijnvormige wereld in lengte en tijd zijn waarnemings:
“ standpunt in een eenparigeé beweging laat deelen. De ge-
noemde - transformatieformules zijn afgeleid in de onderstel-

- ling, dat de gebeurtems % = 0, £ — o ook in 't andere

stelsel x’ =0, # = o heet, terwijl bovendien stilzwijgend
is aangenomen, dat de eenheden van lengte en tijd door
den beschouwden overgang niet gewijzigd worden.’

Nu kupaen we over de lengte- en tijdcodrdinaten niet
altijd 266 beschikken dat x = o, / = o samengaat met
&= 0, ¢ "= 0. Wanneer echter eenzelfde gebeurtems G,

" “in ’t eene stelsel door x4, in ’tandere door x,, £’ wordt

' weergegeven en  een w1Ilckeur1ge andere gebeurtems G
door x, ¢ resp. «’, ¢, dan zullen voor de verschillen X = x — x

en =t — ¢ resp. X' = x" — x/ en T" = ¢ —~¢ de-

_zelfde formules’ gelden, die hierboven voor x en t x en
¢ zijn afgeleid; immers deze vier verschillen verdwijnen

~alle tegeh_]k — X= 0, T=0; X' =0, T'=0 - wanneer

- we. G met G, laten- samenvallen '

- Terwijl onder de beperkendevoorwaarde (x_o, tuo)._
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= (=’ 'o,' t = o) de tijdfzelfor‘weran&é:ﬁjbbleéf zalin'-' L

‘het algémeene geval -dat wel het fempo maar wict het mulpunt
-van den tijd behouden blijft, de ultdru.kkmg T=¢—1

' in de analoge gedaante 7" = £ — ¢ overgaan..

. In het algemeen kunnen we dus zeggen, dat onze ti'ans-
" formatieformules feitelijk betrekking hebben op wverschilien

van gelgknam:ge codrdinaten. In de wiskunde zijn zulke - o

formules van bijzonder belang, wanneer die. verschlllen‘ .

-oneindig klein zijn. Men vergelijkt dan twee gebeurtenissen;

- die zoowel in plaats als in tijd oneindig dicht bij elkaar -
* liggen; men. beschouwt als het ware een oneindig kleine
-(elementmre) toestandsvefandermg Zulke oneindig kleine
aangroeiingen (,,differentialen”) worden aangeduid door het
voorvoegsel @; zoo schrijft men-in ons geval
X Ty =T, E by, X — xy = AX, 1) =4 ' ,
Het voorvoegsel & is onafscheidelijk van de letter waar- -
voor het geplaatst is en mag vooral ni¢t.als factor behandeld -
worden! -In plaats van (4x)* mag ‘men’ dan ook schrijven .
ax’, enz. '
- In deze meuwe schrgfwyze heeft men dus

dx' =dx—vdt o [ dv= dx‘-}-fvdt’ ;
{ ar=dr of { at=adr, -_..(I&) -
“waarvan in 't bijzonder de betrekkmg . \
Vo dt=ar. (Ib)

uitdrukt, dat het tempo, ‘waarin de tijd verloopt voor de

transformaue ongevoehg is. Uit (Ia) -volgt nog

dx' _dx
ar T dt

Nu is f“, als quot:cnt van een weg (dx) gedeeld door

den voor het aﬂeggen van dien’ weg benoodigden tijd (a7) -
.gelijk aan de snelheid' %, waarmee een punt zich in.de
;lqnvormlgc ruimtewereld verplaatst, welke snelheid gemeten
iis in het stelsel (x) dat.in. rust verkeert Deze zeifde anel—-

“heid # = ‘f;f wordt .echter -voor .een’ waamemer ‘die aan

- 8e - eenparige beweging (met snélheid 9) van 'het stelsel

{x, ¥y deelneemt, beschreven -door het ‘quotient %—_u' .

Tusschen de snelheden 7y en -+ 1bestaat «dus deﬂbctrekkmg"'«
o a‘-—w—-ﬂ ofu-’-u +«v o L ode)
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_ fwelke den regel aangeeft volgens - welke in de klassieke
- mechanica de snetheden langs een rechte lijn worden_
samengesteld '
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De 'wiskundige - betrelékmgen tussﬁhen xen tfaf tusschen
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,-wanp?ear ‘men “voor x en - (rcsp dx en :a) de zooeven

(t-eu)_, :
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'afgelende ultdrukkmgen substﬂ:ueert, prec1es dezelfde ge-
daante krijgen in x’ en 7 (resp. da’ en 4¥): de formules .
" der mechanische natuurwetten zijn bestand tegen ‘de hier-
boven. onderzochte cobrdinatentransformatie. -

Dé ,eindige” coordinatentransfarmatie (1), met -de be-

' perkende voorwaarde dat’ x =0, /=0 overeenkomt met .

x' =0, ¢ =0, gaat in de grafische voorstelling gepaard met -

~ een vervo'rming van het coordinaten-netwerk, zooals diein .
Afig. 5 is geschetst. Het oude netwerk (doorgetrokken hjnen '

en gepuntstreepte lijnen) bestaat uit viérkanten, het nieuwe -

netwerk (stippellijnen en gepuntstreepte lijnen) uit paral-

lelogrammen. Beide netwerken hebben de (gepuntstreepte)‘

geh]ktgdrghetdshjnen gemeen.

1. DE BEWEGING - TEN- OPZICH’I‘E. VAN 'DEN S

.« AETHER. .
~ Tot dusver hebben we ultdrukkelqk ondersteld dat der
beschouwde verschijnselen van mechanischen aard zouden
zijn en daarbij dus de electromagnetische verschijnselen bui- -
‘tengesloten. Deze laatste toch eischen een ander verklarings-
begmsel dan de mechamsche Het is voor ons doel onnoodig
uitvoetig het verschil in verklaringsmethode te bespreken;

" we kunnen volstaan met de vermelding, dat de electro-

-magnetische verschijnselen .de aanwezigheid hebben doen

B “onderstellen van een allesdoordringende middenstof, den
*asther, waarin de electrische en magnetische werkingen zich -
voortplanten, en waaraan dad- ook de overbrenging van het e

licht is opgedragen.

In verband met de bcschouwmgen, die ons ‘tot dusver .

‘bezig hielden, - dringt. zich . de vraag op: welke is de. be-
wegingstoestand van dezen aether? Heeft ‘het zin dezen

" aether in rust te verklaren? Stel, dat zelfs het mededeelen .
'van een eenparige snelheid aan dezen aether den eenvoud

 der’ natuurwetten verstoorde, dan zou het toch zeker niet
‘geheel . zinneloos zijn aan dezen aether een absolute rust
‘toe te kennen, en de ruimte,: t.o. waarvan ‘de aether rust
als de absolute ruimte ‘te ‘betitelen.. : o
" Hoe de bewegingstoestand- van den dether- ook moge :

-zijn, in elk geval zullen de stoffelijke voorwerpen in het . -

algemeen niet voortdurend rusten t.o..van den acther; ze

zullen dus in -den regel een. anderen bewegmgstoestand o
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hebben dan deze. De aarde bijv. zal bij haar kringloop
om de zon telkens een andere: snelhe:d t.0. van den aether
hebben.

De aarde zou alleen dan in rust zijn t.o. van:den aether,
wanneer ze den omringenden aether meezoog; maar zelfs
in dit geval zou slechts dat deel van den aether, dat zich
in de onmiddellijke nabijheid der aarde bevindt, t.o. van
de aarde in rust verkeeren. Deze onderstelling is' inderdaad
op grond van de uitkomst van eenige proeven opgeworpen. -
Andere proeven daarentegen, -betreffende de lichtbeweging:
in de buurt van de aarde (speciaal de aberratie der vaste
sterren), hebben het’ meesleepen van den aether door de
aarde voor onmogelijk verklaard, zoodat men wel gedwongen
is aan te nemen, dat de aarde door den aether voortvliegt,
en dat dus omgekeerd voor den aardbewoner de aether
door de aarde ,heénblaast”. Zulk een ,aetherwind” moet’
dan echter door electromagnetische- .of lichtproeven kurnen
worden aangetoond. ,

Een van de manieren om dit te doen berust - l?
op de volgende overwegingen: ' |

Een staaf 425, ter lengte /, draagt in B
een spiegel (zie fig. 6). Uit 4 wordt een licht- 48
sein uitgezonden, dat tegen B teruggekaatst
wordt en weer in' A4 terugkomt. Gevraagd:
hoeveel tijd gebruikt het licht voor dienweg? 4

Het antwoord valt verschillend wuit naarmate  Fre. 6.
men aanneemt:

~a) dat de staaf in den aether rust

' b) dat de. staaf een (eenparige) snelheid heeft in- haar
lengterichting

¢) dat de staaf een (eenparlge) snelheid hceft loodrecht
-op haar lengterichting.

We zullen deze drie ge.vallen achtereen T 7By By
volgens onderzoeken. | ki

De voortplantingssnelheid vanhet llcht in
den rustenden aether worde aangedund door 1f
¢ (c.M. per sec.); dé waarde van ¢ is in de '
ledige ruimte, en bij benadering ook in lucht,
ongeveer 30.000.000.000 (overcenkomende A, ’A, A,
met 300.000 K.M. p. sec.). Fig. 6

. De plaatsen der verschillende punten op- =~

I5
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het oogenblik van 't vertrek van 't licht nit A4, van spiegeling

in B en van terugkomst in A worden ondersc‘heidenlijk

aangegeven door de indices o, 1. 2 (bijv. 4, 4, 4, enz.).
a) De staaf rust t.o. van den aether (er is aetherstllte)
(fig. 6a). |

De punten A4, en A, vallen dus samen met A ; B, en
B, met B, Voor den’ weg A B, die / ¢.M. lang is, ge-

bruikt het licht £ _.% sec., voor den weg 5 A4, die even-

eens / cM. lang is, wordt.evenveel gevergd, nl. 4 = =

sec. De geheele tijdsduur is dus

: 2
T:ll—l-t,:?.

b) De_staaf heeft een eenparige snelheid z (c.M. p. sec.)
t.o. van den aether in de richting van A4 naar B (hg. 6b). .

i De staaf loopt nu eerst met het licht mee,

’ - daarna er tegenin. Op het cogenblik van terug-

B’-]_'R,' komst is het punt A4 in A, gekomen. Tusschen

B, | * het oogenbhk dat het licht uit A, vertrekt en

e dat het in A terugkomt ligt het oogenblik

van spiegeling in- B,". Daar het licht eerst &

moet mhalen, daama A tegemoet gaat, is de

L), tijd voor den heenwe.g AB/ langer dan die

As  voor den terugweg B4, (zoodatB * ligt voorbij

A het ‘midden van BO’B,'). Deze tijden bedragen
ﬂ@.6b' tl':i'% y &= #’-’-

Het geheele verschijnsel vordert dus, den tijd
' = —I—ts = A8y + B"A’

In. denzelfden tijld 77 is 4 van A uit met de snelheld
v in A, gekomen, zoodat - :

T = AoAs . 7
Nu ‘volgt uit AA _.AB' —BA:

7= __ ABy +-31As AOBI ‘AUBIAQ L'_ (;f ;v) S 1)

Verder is ' ,
B(]Bl' — AﬂAll —_— @.tll v AIIA” == 'v.tg’,
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dus
A,B = ABy 4 BBy — 10!, Bydy— By Ay — Ay A, —I—vy,
- en :
Ao By + Bidy =2+ vl — ts')
of, krachtens (0,
oI — 21 %gr,

- zoodat

(¢~ 8)r=2
of _ oo
, __ 21 1
r==X—
t—5
. [
of
= Tv,.
1=

-De tijd 77 is dus langer dan de tijd 7., |
¢) De staaf heeft een eenparige snelheid z:(c.M. P. sec.)
t.0. van den aether loodrecht op haar lengterichting (fig. 6c).
De totale tijd 7" wordt nu besteed

1° door het punt A4 om te komen van 4, naar B, B, B,
A", 2°door het licht om den weg A4 B " A
af te leggen. Men heeft dus
P — Ady" _ B B4 !
v c .
— 2VEF 4,473 _ VT —
. ' c- - T ’ A A, A,
dus ) Fie. 6<- |
AT =2, ‘ o
‘waaruit :
42 _ 4P i
. %= —_—
m= G-t 2 X v?
=G
of -
. Z 1 T
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Hier is 7" grooter dan 7, maar kleiner dan 77, omdat.
Tﬂ - T." >< 1 . 2:. . .

De factor zal in het vervolg een belang_rijke rol

‘
‘*F

vervullcn we zullen hern aanduiden door k en dus stellen

b — 1

- 7 =
Iil__

\ , .
De factor £ is grooter dan 1 en neemt toe naarmate z

tot ¢ nadért. Stelt men v =v¢, dan wordt % oneindig groot..
Voor den lichttijd is dus in de drie gevallen gevonden:

a... T:%l; b)... T’;k*.%lxkﬂ.T; J... T”=k.¥=, kT,

De- drie lichttijden zijn dus alle drie ongelijk als gevolg
van de omstandigheid- dat.de staaf een verschillende een-.
parige heweging had t.o. van den aether.

Het is dus voor de wiskundige vitdrukking der. natuur-
wetten geenszins onverschﬂhg of de aether in rust wordt
gedacht dan. wel in eenparige beweging. Het relativiteits-
beginsel der klassieke mechanica geldt derhalve niet voor
electromagnetische- en lichtverschijnselen.

Alvorens verder te. gaap zullen we van de beide gevallcnr

. 4) en b), waarbij de wereld beperkt. blijft tot de lijn- die.

- .AB draagt, het wereldfilm ontwerpen.

- We zullen als eenheid van tijd nemen’ de seconde en
als eenheid van lengte, niet.den centimeter, maar de lengte
© van ¢ ¢.M. = 30.000.000.000 ¢.M. == 300.000 K.M: Daarmee

. bereiken we, dat de eenheid van snelheid gelijk is aan de,

. snelheid van het licht t.o. van den.rustenden aether, zoo-
dat deze lichtsnelheid door het getal 1 (of —1) wordt
uitgedrukt, De wereldlijn - van een lichtsein in rustenden
aether is dus een rechte lijn, waarvan de richtingstangens -1
of —1'is, dus een lijn, die een hoek van 4350 of 135°
‘maakt met de rustlijnen.

, In het eerste geval (a), waar A4 en B in rust blijven, zijn
de wereldlijnen van 4 en B rustlijnen (A,4,.A4, en B5,B,8,)
(zie fig. 7). Het. lichtsein, dat ap den. tijd t..._o uit A,
(x = o) vertrekt, heeft tot wereldlijn de lijn door A, die een
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. wereldlijn van het <

'2 25

hoek van 45 ‘maakt nfet de rustlijn A A A,. Despiegelitiy
tegen B, d.i. de 'ontmoeting tus‘schen et fichtsein en ‘den
. spiegel, wordt ma weergeg‘evan ‘door het sm}punt ‘B, vén de
wereldliin van het
lichtsein en die van
‘den spiégel. Daarna
krijgt het teruggaan-
de lichtsein de we-
fr‘eldlljn BIAS, dieeen
- hoek van 135°maakt
met de rustlijn B, B
Tenslotte wordt de
terugkomst in A
'voofgesteld door het
snijpunt A4, van de

=0

lichtseinmetdievan 't
punt A. De totale
verbruikte tijd wordt Rk
‘nu afgelezen op de o FiG. 7
rustlija; men vindt
_ervoorhetbedrag 7= AA _2><A'A =2 QBAA =2
(aangezien in ons eenhedenstelsel ¢= 1 is}.
In het tweede geval hebben alle punten van de staaf A8

rustlijnen. Zoo heeft A de ‘wereldlijn A4 .A'A) (x =2.4), B
de wereldifjn B,B/8, (¥ = {4-v.4). Het hch'tsém heeft in "t
begin dezelfde ges’ch édenls als in 't eerste geval: het
vertrekt op de tijd 7= ¢ et dé snelheid 1 it 4. De ont-
_ineting met den spiege] wordt nu ¢chter door €en ander pint
afgebeeld, n.l. door het $nijpiint B,' van de hcht%ﬁ:idﬁjn
met de smegelwereldh_;n Hierna kn_]gt het lichtsein bij zijn
teruggang de ﬁ'eréldhjn By .«4' die 135° thazkt met de
rustlijnen. Deé ter kbinst in 4 elﬁd‘ehjk wordt Weetgegeven
door het shijptiat . Ag van d¢ wereldlijh vah hét tefugkéérende
. lichtsei e dig Yan 't puiit 4. De totale bestéde tijdsdunt
7' wordt nu gévonden in dén horifontalen afstand 4,C
tusschen  de gelijktijdigheidslijnen 4,8, éf A ’B’ Ock
wit de figuur blijke dat hij grooter is dan de 9BFprodke-
ke dijdsduie 7, die aangbweﬁ wordt dodk A‘A

D in ket veui'gaaﬁﬂé Besptoken ilchipiﬂ&f i$ IidéFdaad
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vitgevoerd door MicHeLsoN en Moriey (1881 en 1887).
Daar men niet kon beschikken over aetherstilte — de aarde
heeft altijd een’ zekere snelheid t.0. van den aether — heeft
men zich moeten bepalen tot de gevallen b) en ¢). De proef
{over welker opstelling we hier niet in bijzonderheden kunnen
treden) was erop ingericht het verschil tusschen. 7 en 77 .

aan het licht te brengen. Het verhoudingsgetal # = -——1—~;
l/ -5
van deze tijden wijkt des te sterker van 1 af, naarmate o
* dichter tot ¢ nadert. Nu is de grootste snelheid, die we
met onze instrumenten t.0. van den aether kunnen be-
reiken, die waarmee de aarde in haar baan om de zon voort-
-viiegt. Deze snetheid is ongeveer 30 K.M. per sec., dus
©0,0001 van de lichtsnelheid ¢, zoodat £ =1: ¥ 1="0,0001, hetgeen '
ongeveer gelijk is aan 1 4 Y, x 00001 = 1,000.000.005,
Het verschil tusschen de beide hchttl_]den is dus bijzonder
klein. Toch was de. nauwkeurigheid met behulp van een
interferentie-methode zoo hoog opgevoerd, dat men 1y, van
het te verwachten bedrag zou hebben kunnen waarnemen;
zoodat men zeker was het theoretische verschil tusschen
7' en T” te constateeren. 'En wat leerde de proef?...
Geen spoor van eenig verschil fusschen T’ en T/ De-
proef leverde . S
=T, _
een uitkomst lijnrecht in strijd met de voorstelling, die men
zich van de electromagnetische- en lichtverschijnselen had
'gevormd en waaraan men toch te zeer gehecht was ge-
worden om haar zoomaar voetstoots prijs te geven. Hoe
dus dit negatieve resultaat te rijmen met de leer van het
‘electromagnetlsme en van den aether?

IV, HET Bl]ZONDER RELATIVITEITSBEGINSEL

Als de theorie verlangt, dat 7 en 7" ongelijk zijn, en
de proef uitwijst, dat ze wel gelijk zijn. dan moet de theorie,
zoo niet gewijzigd, dan toch aangevuld worden. De vraag
is, dan: welke inviced heft den factor iz inde vergehjkmg
" = &7 opt

‘De theorie eischt, dat de tijd, dien 't licht gebruikt om
" denzelfden afstand / heen en terug af te leggen, verschillend
uitvalt naarmate de beweging van de staaf plaats heeft in
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~de lengterichting of loodrecht erop; de proef leert, dat die
llchttljden wel gelifk zijn. Welnu, zou die gehjkheld van
de lichttijden niet daarvan het gevolg kunnen zijn, dat die
afstand /, waarvan men het als van-zelf:sprekend beschouwde,
dat ze in beide gevallen dezelfde waarde had, \mderdaad
in 't eene geval een amdere waarde had dan in’t andere
geval? Wanneer de bewuste afstand -/ eens in 't geval van
de beweging in de lengterichting £ maal zoo klein was als in 't
geval der daarop loodrechte beweging, zou dit tengevolge

hebben, dat de lichttijd 77 in 't eerste geval, in plaats
van £ maal zoo groot, even groot zou uvitvallen als de

lichttijld 7°“ van 't tweede geval.

Deze hypothese nu is door LoreNTZ (1892) en Frrz-GERALD
(1893) opgesteld om den negatieven vitslag van de proef
van MicuELson en MorLey te verklaren.

Volgens Lorentz en Firz-GeraLp ondergaat dus een -
staaf /, die zich met een snelheid # t.0. van den aether .

beweegt, juist daardoor een lengteverkorting in de richting
der beweging, en wel in reden van £ tot 1, d.i. van

v
1«:"

de staaf bedraagt dus tcngevolge van de zg ,,Lorentz—

verkorting”
' Y
r="~= zl/lu,_

tot 1, of van 1 tot ]/1_7_)_’;. De ware lengte van - |

Loodrecht op de bewegingsrichting heeft geen leng.te-, -

verandering plaats. Een bol zal dus bij zijn beweging door
den aether de gedaante aannemen van een (afgeplatte)
omwentelingsellipsoide, waarvan de omwentelingsas & maal
z00 klein is als de middellijn van den aequator. ,
De boven behandelde w1skund1ge afleidingen geven nu
voor den hchttgd VAR
i
25
’=k9'>< k”X-m—kX——T"
gelijk te verwachten was.
De hier beschouwde Lorentz- -verkorting zal in bijna alle

voorkomende gevallen uiterst gering zijn, daar bijna alle

snelheden, waarover we kunnen beschikken, onbeteekenend
zijn vergeleken met de lichtsnelheid. Zelfs in 't geval van
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 anze grootste mechanische snelheid, die van de aarde om
de z6n, bedraagt de factor £, zooals we reeds hierboven
~aangaven, slechts 1,000.000.005.. Toch zou deze lengte-
- verandering door, onze fijne meetwerktoigen wel aan 't licht
_gebracht, kunnen worden, ware het niet, dat die Lorentz-
vcrkortmg krachtens haar wezen onwaarneembaar is voor
ieder die in de beweging deelt. Immers, niet alleen de te
meten staaf, maar ook alle geijkte meetstaven, die eriangs
worden ‘gelegd, ondergaan precies dezelfde betrekkelijke
verkortmg Voor het waarnemen der Lorentz-verkorting zou
-noodig zijn, dat men een staaf, welker rustlengte men kent,
" kon meten terwijl ze voorbij den stilstaanden waarnemer
vipog,

Met de invoering van de Lorentz-verkorting was dus
de tegenspraak tusschen de theorie en de feiten weggenomen.

Maar voor de theorie was het vraagstuk daarmee nog
niet van de baan. Voor de uitkomst van, de proef was
het nu onverschillig hoe het toestel t.o. van zijn bewegings-
richting geori€nteerd was; de bewegingsrichting kon dus
ook niet uit deze proef afgelexd worden, of — zooals we
ook kunnen zeggen —— van de snetheid t.o. van den aether
was wel de richting relatief, maar niet de grootte.

Bij zulk een gedeclteh_]ke relativiteit konden de natuur-
kundigen zich niet neerleggen. Er moest dus naar gestreefd
~worden om ook de gmotée relatief te maken, d.w.z. om de
formules z66 te wijzigen, dat voor den lichttijld 7' = 7
nu ook dezelfde waarde te voorschijn kwam als voor den
lichttijd 7" in rustenden aether.

. De theoretische formules moesten onafhankelijk gemaakt
worden van een cventuecle eenparig-rechtlijnige bewegmg
t.o. van den aether,

Lorentz bewerkte in 1895 ') deze onafhankelijkheid door

in plaats van den tijd Z een hulpgrootheid 7 in te voeren,

met ¢ verbonden door de formule = % of t =4.t %). Door

nu de rol, die de tijd in de natuurwetten speelt, te laten
overnemen door deze m’s:éwzdz:g'e hulpgrootheid ©, werd be-

HH, A Lomnu'z Versuch einer Theorie der elektnschen und
opnschen Erscheinungen in bewegten Korpern, Leiden, 18%.
9 Prof. LogpNTZ voert een factor kin, dxe met zeer ggoote nauwkeu-

righeid de hier ingevoerde grootheid =1: V i— — benadert.



229

reikt, dat de -betrekkingen tusschea de ruimtelifke cobr-
dinaten wen. .deze hulpgrootheid : (door Lokrentz plaatstyd
genoemd) dezelfde ‘bleven, ‘met welke eenparige rechtlijnige
snelheid het stelsel zich ook t.o. van den aether bewoog.

De betrekking # = £ X z geeft aan, dat het bedrag =
(in plaatstijd) overeenkomt met een £ gelijk aan' £ X ¢, dus
met . een £ ‘maal zoo grodt bedrag in waren tijd; het is
"dus alsof de plaatstijd £ maal zoo langzaam verloopt als
de: ware tijd. Alleen bij rust t.o. van den aether is#=1;
dan is de plaatstijd geheel gelijk aan den waren tijd.

De grootheid = wordt in de formules ingevoerd door
overal voor ¢ haar waarde £ )t te substitueeren. Met den
lichttijd 7° komt dan een waarde ¢ overeen bepaald door
7" = k7. Daarentegen zal de lichttijd 7" bij rust t.o. van
den aether gelijk zijn aan den correspondeerenden plaatstijd =
(7" = ). Uit -de betrekkmg T = kT volgt dus door
vertaling in plaatstijd: £+ = 4« of v == In plaatstijd
uitgedrukt is dus de lichttijd bij eenparigen aetherwmd even
groot als bij aetherstilte.

Door het invoeren van dezen ﬁctzevm p&aam‘yd worden
de formules (men denke bijv. aan ' = r van zooeven)
formeel onafhankelijk van elke eenparig-rechtlijnige beweging .
t.o. van den aether, wordt m.a. w. deze beweging formeel

relatief gemaakt.

- Deze relativeering is inderdaad fomwe[ Die plaatstijd,

waarvan het tempo afhangt vam de snetheid to. van den
aether, is. toch niet meer dan een fictie, geheei verschitlend
van onzen werkelijken tijd, met zijn onwrikbaar standvasti-
gen gang, onaandoenlijk voor rzulke bijkomstige invioeden
als beweging t.o. van een zekere, op natuurkundigen grond--
slag gedefinicerde omgeving! Zulk een wit natuurkundige
ervaring a posteriori afgeleide plaatstijd kan voor ons met
onzen aangeboren tijd-zin toch nooit in de plaats treden .
van onzen a priori gegeven waren tijd! :

Althans, zoo zou men meenen! In 1905 echter komt
EixsTEIN '} te voorschijn met de verklaring, dat die plaatstijd

. van LorenTtz in 't geheel geen fictie is, maar volle wer

kelijkheid. Voor Emstemv berust het onderscheid tusschen

9 A, EmerIN Zur Elektrodynamik bewegter Korper. Ann. d.
Physik, 17. (1905).
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den veranderlijken plaatstijd en den onverstoorbaren waren
tiid ‘op vooroordeel, op een verkeerde wijsgeerige rede-
neering. Wat wij tijd noemen is toch — KAaNT leerde het
reeds — een schema, waarin wij onze ervaringen rang-
schikken, ‘en dus in hooge mate afhankelijk van den aard
dier ervaringen. Wanneer dan de tijd een zoo subjectief
begrip is, waarom zouden dan niet twee personen elkaars .
tijdmaten verschillend kunnen beoordeelen?

Hoe " weinig .er ook van wijsgeerig standpunt tegen de
zienswijze van EINSTEIN moge zijn in te brengen, toch kost
het groote moeite ons van het door ENsTEIN zoo gehekelde
vooroordeel te bevrijden, en vele natuurkundigen kennen
ook nu nog, na zoovele jaren van discussie, aan den tijd
. een absolute beteekenis toe, waarnaast de veranderlijke
plaatstijd slechts als wiskundige hulpgrootheid recht van
bestaan heeft.

De Lorentz-verkortmg ontmoet geen ernstigen princi-
pieelen tegenstand, althans niet meer. Tegen het automa-
tisch korter worden van alle lengten in een bepaalde richting
verzet zich ook niet onze intuitieve voorstelling. We hebben
een verkorting, een vervorming van alle lichamen  zoo
dikwijls waargenomen (bijv. door temperatuurverschillen)
dat het ons in 't geheel geen moeite kost die toe te
schrijven aan een of andere oorzaak als bijv. de bewegings-
toestand t.o. van den aether, welke als overdrager der
electromagnetische verschijnselen toch wel een grooten
invioed op de materie zal hebben!

Maar de tijd, op welks voortschrijden geen enkele invioed
vat heeft! De tijd, die zoowel in ons wereldbeeld als in onze
formules optreedt als de onafhankelijk-veranderlijke ! Nooit
zullen we zeggen: de tijd is veranderd omdat we volwassen
zun geworden, maar wel wordt onze lichaamslengte, althans
in 't spraakgebruik, verklaard uit onzen leefn_]d! Dien tijd
voor subjectief te verklaren, ... dat offer is bijna t& groot!

Toch zullen we dat offer gewnlhg brengen. Tot belooning
zullen we verrijkt worden met een dieper inzicht in den
natuursamenhang en met een wereldbeeld, welks aanschou-
wing ons de hdogs_te aesthetische bevrediging verschaft.‘

We hebben du:, gezlen, dat de aan Lorentz—verkortmg
onderhevige lengte en "de door EinsTEIN voor regel ver-
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klaarde plaatstijd samen de formules der natuurwetten
onafhankelijk maken van een eenparig-rechtlijnigen bewe-
gingstoestand  t.o. van den dether; dat dus de eenparig-
- rechtlijnige beweging t.0. van den aether relatief gemaakt
is. Het relativiteitsbeginsel der klassicke mechanica strekt
zich dus Zock ook uit over de electromagnetische verschijn-
selen, zij het ten koste van' de onveranderlijkheid van
lengtemaat - en, tijdmaat, die het kenmerk der oude me-
' chamca waren. -

- Daar een eenpa.nge snetheid t.o. van den aether toch
nooit waarneembaar is, vindt EINsTEIN dat de aether voortaan
in de " electromagnetische theorie wel gemist kan worden
en stelt hij voor hem af te schaffen. Daarvoor zijn echter
" nog lang niet alle natuurkundigen te vinden.

Laten we, alvorens de draagwijdte van het nieuwe be-
. ginsel te onderzoeken, het nog eenmaal formuleeren:

Beschouwen we twee stelsels 4 en 2P, en nemen we aan
dat ze, wanneer ze t.o. van elkaar in rust zijn, dezelfde
lengtemaat en dezelfde tijdmaat (gang van de kiok) hebben,
dan zal een eenparige beweging (met de snelheid #} van
P langs A4 tengevolge hebben, dat voor.-den stilstaanden
waarnemer in A de meetstaven van 2 £ maal te kort
zijn en de klokken van P £ maal te langzaam loopen

,(\ = ]7—{1:5) De lengte van 1 cM. in 't zich bewegende
A c? S
stelsel 7 wordt door den bewoner van 4 waargenomen als

;—c M., en de tijdsduur van 1 sec. in 't bewegende stelsel

P wordt door den bewoner van .4 bepaald op # sec.
Hoe beoordeelt nu een medebewegende waarnemer in
P- de maten in het rustende stelsel 4? Voor den waar-
nemer in 2 bestaat het verschijnsel daarin, dat het stelsel
A hem met de snelheid » voorbijviiegt. Voor hem doet
zich de lengte, die in 4 1 ¢.M. wordt genoemd, voor als

~een lengte van 2 Loem, en de tijdsduur die in 4 1 sec

"heet, als een- tl]dsduur_' van # sec. Deze laatste ultkomst,
die onmiddellijk voortvloeit uit de betrekkelijkheid van de
beweging van 2 t.o. van A (of van A t.o. van F)schijnt
in verband met de waarnemingen van den bewoner van 4
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paradoxazl. De -ervaringen van de bewoners van 4'en P
schijnen tegenstrijdig te zijn,... dat wil zeggen: tegen-
strijdig voor iemand, ‘die gelooft aan de eenig warelengte -
van den centimeter en aan den eenig waren tijdsduur-
van de seconde! Maar die eenig ware maten voor lengte
en tijd 29z er niet/ De lengte van den centimeter en de-
- dunf van de seconde zijn begrippen, waaromtrent alleen
overeenstemming is te bereiken tusschen waarnemers, -die
t.o. van elkaar in rust zijn. De paradox verdwijnt, zoodra.
men zich er rekenschap van geeft, dat lengte en tipdsduur
alleen voor bepaling vatbaar zijn met betvekking lot desé af

- gene amgmng'

Het bijzondere relativiteitsbeginsel, waarmede we onsnu
bezighouden — bijzonder, in zooverre slechts de eenparige -
rechtlijnige beweging: relatief gemaakt is —— verlangt, dat
. elke waarnemer, welke spelheid hij ook t.o. van den aether. -
moge hebben, hetzelfde bedrag constateert voor de snehheid
van het licht'). Immers de waarde van deze lichtsnelheid:
mag niet afhankelijk zijn van zijn eigen snetheid t.o. van
den aether, daar deze laatste anders door lichtproeven -
waarneembaar zou worden. - Trouwens, uit het schema van
de proef van Micrerson volgt ook, dat de snelheid door den -
stilstaarrden waarnemer even groot wordt beoordeeld als
door den zich bewegenden waarnemer ; immers beide noemen
hun staaflengte / en hun fichttijd + = 7.

Omgekeerd kan men zeggen, dat de relativiteit en de
constantheid der lichtsnelheid de Lorentzvetkorting en de

klokvertraging eischen. :
© Dat een zekere snelheid altijd even groot uttvalt welke
snelheid de waarnemer ook moge hebben; is vierkant in
strijd met de beginselen der oude. mechamca, die leert, dat
de snelheden, als ze gelijk gerlcht zijn, algebraisch moeten
worden samengevoegd en, als ze niet gelijke !':chtmg hebben,
doer parallelogramconstructle

De nieuwe mechanica zal dus een anderen samenstel
lingsregel voor .de snelheden moetén geven. '

1) Hierbij wordt natuurlijk vooroggesteld dat de dootl n mld-
denstbf optisch hDrhogeen is, dat de Brekingsindex ov'ei'a

ecft. Waar sprake iz van de consfanté wgn le& der Iicht—
snélh zullen we het oo hebR%n opde snelheid in ige ¥Yuimie,

rage van ohg am
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- Daar een snelheid: v grooter dan: ¢ den factor £ imaginair -

zou maken, is voor snelheden. grooter dan de lichtsneiheid

in de nieuwe mechanica geen: plaats. In de mechanica van.-

het. bijzondere relativiteitsbeginsel is de lichtsnelheid derhalve
de grootst mogelijke snelheid; het is de grenswaarde, die

een natuurkundige snelheid niet kan overschrijden. Natuurlijk

doet in de nieuwe mechanica, het bestaan van zulk een
grenssnelheid overal zijn invioed gelden. Het zou ons te
ver voeren in - bijzonderheden na te gaan, hoe men zich

»mechanisch” moet voorstellen, dat een niet-elactromagne-

tische snelheid als 't ware automatisch beneden de licht-
snelheid  blijft. Het zal: echter reeds aanstonds duidelijk
zijn, dat de nieuwe mechanica in a! haar onderdeelen fun-
-damenteele afwijkingen vertoont van de klassieke. Toch
- zullen deze afwijkingen, van hoeveel belang theoretisch ook,
in. de praktijk nauwelijks merkbaar zijn. Alle afwijkingen

* toch krijgen eerst een waarneembaar bedrag, wanneer de

optredende snelheden eenigszins vergelijkbaar worden met

de lichtsnelheid. Hoe grooter de lichtsnelheid. is. t:o. van

die mechanische snelheden, hoe nauwkeuriger de oude me-

chanica. de nieuwe benadert. Men kan het ook aldus uit- .

_drukken_ de oude mechanica is het grensgeval van de
‘nieuwe mechanica, wanneer men in deze laatste de. licht-
- snelheid onbeperkt laat toenemen, oneindig groot laat worden.

De regels der oude mechanica zullen dus voor de gewone
mechanische vraagstukken nog- zeer- bruikbaar blijven, -en
de klassicke mechanica, die, als bijzonder geval van: de
nieuwe le = oo (oneindig)], eenvoudiger: formules heeft dan
deze laatste, is- dan ook nog lang niet- uvitgeleefd!

~ We zullen thans gaan onderzoeken hoe het lengte-tijd-
. netwerk van ons wereldfilm moet vervormd worden, als we:
overgaan op- een omgeving met- andere snelheid.

Evenals. vroeger beschouwen we éen lengte- afmetmg X
en dentijd 4 De eenheden kiezen we weer: zéodanig, dat:
de lichtsnelheid : door. het- getal 1 (of —1) wordt.aangewezen. .

De wereldlijn van een lichtsein, dat op den. tijd: =0 uit
O:(x == o) ‘vertrekt; deelt:dus den heek tusschen-de tijd-as
(x = o) en. de. lengte-as (¢ = o) middendoor; ze beant-
woordt aan de vergelijking x = /.

. Het. oorspronkeh}k netwerk, behoorende.bij het rustende
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stelsel A (met lengte x en tijd ) bestaat, evenals vroeger,
uit vierkanten; de diagonalen van deze vierkanten zijn
steeds wereldlijnen van lichtseinen. :
We denken ons nu een stelsel 2, dat een snelheid #
heeft t.o. van A. De wereldlijn van het punt, dat op den
tijd £ = o met O (x=0)
t=o theo x=t samenviel, gaat door O,
! jléx’--'v" (x =0, £=0) en maakt
met de rustlijn x — o een
hoek, waarvan de tangens
axc=v.t i$ ». Voor elk punt van die
=T *%° jiin geldt ‘dus x = v.2.
We nemen aan dateen
bewoner van 2 zijn lengte
x’ meet van het punt, dat
op den tijd £ = 0 met O
samenviel en dat hij het

LI " oogenblik van dit samen-
Fie: a. oA vallen ‘cok als het nulpunt

van zijn tijd # kiest; dan
geldt dus voor het punt 0, niet alleen x =0, {==0 maar
ook x'=o0, #'=o0. Voor de geheele wereldlijn » = 2. geldt
nu, daar ze rustlijn is in het stelsel P: x'=o.

Nu verlangen we, dat de voortplantingssnelheid van het -
lichtsein wit O in' het nieuwe stelsel ook 1 bedraagt, en
dat dus de bijbehoorende wereldhjn tot vergelgkmg heeft-
x =17

Worden de eenheden van lengte en tijd ook in 't nieuwe
stelsel door onderlmg gelijke lijnstukken weergegeven, dan
zal de lijn = = ¢ diagonaal moeten worden van de »ws,.
die:- op de beide. nieuwe eenheden van Iengte en tijd is
geconstrueerd; de nieuwe gelgktgdlgheldsll_]n £ —ozaldan
niet meer samenvallen met de oude as # = o0, maar met
deze laatste denzelfden hoek maken als de nieuwe rustlijn
#' = o met de oide x = o, zéodanig, dat de wereldhjn .
x == ¢ of x’ = # den hoek tusschen ' —=cen = 0 mid-
dendoordeelt (fig. 8).

Het nienwe netwerk, behoorend bij het bewegende stelsel
(met lengte x’ en tljd ¢'), zal dus uit rusten bestaan (fig. g).

De eenheid van # moet z60 groot zjn, dat ze, beoor-
deeld in het oude stelsel, de waarde £ heeft, dat m.a.w..
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haar gelijktijdigheidslijn den afstand £ heeft van de oude as

= o. Men kan dus de nieuwe eenheid construeeren,
door in 't punt x = o, # = £ de loodlijn op x —oopte
richten. Waar deze loodlijn de nieuwe rustlijn x = o snijdt,
ligt het uiteinde vah de nieuwe eenheid.

De eenheid van leng-
te is een even groote
liijn gelegen op een

nieuwe gelijktijdig-

1::0 'l:’-o . x'-‘&'

Hiermee hebben we
het nienwe schema vol-
ledig beschreven en ge-
construeerd. We zijn
dus in staat van elk
‘punt zijn nieuwe codr-
dinaten x’ en # aan te
geven.

Tusschen de grootheden x en # die bij een bepaald wereld-
punt (gebeurtenis) behooren, eenerzijds en de bij hetzelfde
punt behoorende grootheden z' en ¢ anderzijds bestaan
betrekkingen, die natuurlijk door de wijze, waarop de nieuwe
codrdinaten zijn ingevoerd, geheel bepaald zijn.

. We zullen echter deze betrekkingen niet door een meet-
kundig betoog uit de figuur, maar door een ,,werktuig-
kundige” redeneering afleiden.

~ We beschouwen. daartoe een staaf 4.7 in rust. Het punt
A zij nulpunt van telling, de lengte van 45 zij X. Stellen
we de abscis van een punt op AZB, d.i. zijn afstand tot
:g voor door ‘x, dan geldt voor A: x=o0 en voor

xr =

Daarnaast denken we ons een staaf PQ, waarop P als
nulpunt van telling dient. De lengte van PQ moge X' be-
dragen. Noemt men 2 de abscis van een punt van P(Q,
dan geldt voor P: &’ =0 en voor Q: ' = X'

We nemen aan, dat PQ aanvankelijk in rust verkeert
to. van de staaf 45 en dat in dien betrekkelijken rust-
“toestand een. waarnemer op A7B precies dezelfde lengte-
.".eenheid ‘bezit als een: waamemer op PQ. De waamemer
op 4B en die op PQ zjn 't ér dus over eens, dat de
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lengte: van' A8 X en die van PQ X bedraagt. Bovendien
zullen in dien betrekkelijkerr rusttoestand de klokken. van
AR precies even snel rloopen‘ als de klokken van - PQ. Een
tijdsduur, dien- de man in A8 7 noemt, krijgt ook van
den man in PQ de waarde 7.
We laten nu PQ met een snelheid v in derichting van
P naar @ rakelings voorbij 42 schieten. Het oogenbilik.,
waarop het punt 7 het punt 4 passeert, wordt zoowe! op
AB als op PQ als nulpunt van den tijd # resp. # aange-
genomen. Het gaan van 7 langs. A is dus een gebeurtenis -
in plaats en tijd, die door een waarnemer op A5 beschreven-
wordt door x =0, {=0 en door een waarnemer op PQ
. . a door ¥ = o, ¥ = o.
B : We beschouwen nu het oogenbhk;
R dat het punt Q het punt 7 passeert.
Q ‘| Volgens een waarnemer op 4.5 moge
het 7" tijdseenheden later zijn' dan
het oogenblik waarop 2 aan A voor-
bijging. Voor die passage van
_ p langs B geldt dus, beschouwd van
‘A P A het standpunt van den waarnemer op.
t=o t-T AB : x = X, ¢t = T (fig. 10).
Fle. 10. . De waarnemer op 4B kan, als hij
' bekend is. met de lengte X' van PQ,
de waarde van 7 berekenen: Hij redeneert dan aldus:
PQ krijgt door- zijn snelheld z een Lorentz verkortmg, .

waardoor zijn lengte wordt - ...X' X l/ 1-— Toen P-

B -

bt

het punt 4 passeerde, had Q nog. af te leggen een stuk
gelijk aan. X ___X, daar de snelheid van (v bedraagt,
heeft O daarover een tijd noodig gelijk aan :

-T-:‘(X'——g.)i: . - 2

Dit alles is het oordeel van den waarnemer op 45. De
laatste formule, die aangeeft hoe men- 7 berekent, als men
X en' X' kent, kan herleid worden tot

X=k(X—0I), = @

_in welken vorm ze leert, hoe men, door waarnemirtg van

de grootheden X en 7" 7n het stelsel AR, delengte X' . kan
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bGerekenenr van de staaf PQ, zo0als een waarnemer op PO
zelf die beoordeelt.

Laten we ons thans plaatsen op het standpunt van een
waarnemer op P(Q. Volgens dezen
beweegt zich niet ¢ maar Ju1st B .
AB, en wel met de snelheid zin Q B Q
de richting van £ naar 4! De
ontmoeting van 5 en ¢ zal vol-
gens hem plaats hebben na 7
n]dseenheden, dus op den tijd
¢'=1T' (fig. 11). Voor den waar-

nemer op PQ heeft de staaf 484} P | P
een Lorentz-verkorting ondergaan, Y i t=T
waardoor haar lengte is geworden ' =° M
X, F1e. 11.
z om O voorbl_) te komen had
het punt B dus nog af te leggen den afstand 7 -—X’,
en wel met de snelheid », dus in den tijd
T’z(%—-X’): v _ 4) |
Uit deze laatste vergelijking volgt nog
X=k(X +vl) (5)

Deze vergelijking. (5) kan ook als onmiddellijk gevolg
~ van (3) worden beschouwd [evenals (4) van (2)]; immers
de overgang van het eene stelsel op het andere komt
slechts neer op het verwisselen van X met X', 7"met 7"
en z met —o.
7 De beide u1tdrukkmgen (2) en (3) voor den tijdsduur
tusschen het elkaar passeeren van 2 en A4 en het elkaar
passeeren van (¢ en B, naar gelang deze tijdsduur van
ARB of van PQ uit beoordeeld wordt, stellen in 't geheel
niet hetzelfde bedrag voor.

Ware P, gemeten in rust to. van AB, even lang ge-
weest als 478, waren we dus uitgegaan van X' = X, dan
zou voor A8 het ocogenblik ¢ = A gevallen zijn #a het
‘oogenblik P = A; daarentegen zou dan voor PQ het
oogenblik B = (Q gevallen zijn voor het cogenblik 4= P,
terwijl iemand, die van de Lorentz-verkorting niets afwist,
zou verklaren, dat die oogenblikken moeten samenvallen.

Hier treedt duidelijk aan het licht, dat zelfs onze be-

16
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grippen ,.voor en ,na” relatiel zijn geworden, dat de
volgorde in den tijd eerst beteckenis lkrijgt in serdend
mel den bewegympstoesiomsd van den tigdmeter (waamnemer
en klok).

Substitueeren we in (4) voor X' de u:!x!rukkmg {3), dan
komt er:

' T’=(‘%(—kX+va) o= kT—{—(—--—k) X _pr® x(l-1)

i— k S — — -_— — e
_._kr+5x(1 z 1)_kT Bx
of
ree bl 7.V ¥
T __k(T_E,X), - ®
naast deze formuie krijgen we ook .
T= k(T’+ X) R )

De in de formules (3), (5 (6) en (7) 0ptredende groot-
-"heden X, 7; X', T kunnen, daar de snelheid v en de
lengten der staven willekeurig  zijn gckozen, beschouwd
worden als de cobrdinaten van een zekere gebeurtenis
(het passeeren van B en (). Alleen zijn deze codrdinaten
in zooverre niet algemeen, als uitdrukkelijk vooropgesteld
is, dat de gebeurtenis X=—=o0, 7=o0 (het passeeren van
A en P) in het andere steisel heet X' =0, 7 ' =o.

Gaan we nu over op onze gewone schrijfwijze x, #;
x', ¢, dan kunnen we onze uitkomst als volgt formuleeren:

Heeft men in twee zich met de eenparige snelheid v
t.o. van elkaar bewegende stelsels de lengte- en tijdcobr-
dinaten (x, ¢} en (2, ) z6odanig vastgelegd, dat de ge-
beurtenis, die in 't eene stelsel £ =0, £ = 0 heet, in't
andere  stelsel eveneens x'=o0, # =o0 heet, dan gelden
tusschen de lengte- en tijdcodrdinaten x, £ resp. 2, # van

dezelfide gebeurtenis, waar en wanneer deze ook moge
.voorvallen, de betrekkingen:

xX=k(x— v.iP x=k (x' vt _ .b.,b (II-)
. Of e ol 27 ] ‘U -'1waar lJ he

'Dit zijn nu de fwmnles voor de wordmtentransformm
behoonende bij het. bljzonadere relativiteitsbeginsel.




Wanneer we ¢ onemdig groot ondersteilen, wondt == 0

L en A=1, zoodat de formules (II) overgaan in de formules
() der Klassieke nrechanica.

- Terwijl bij de transformatie der klassieke chha,mga de
tl_]d anveranderd bleef, hetgecn tot viting kwam in de for-
mule ¢ =¢ is de.tijd in de nieuwe mechanica terdege
afhankelijk van het stelsel waarin we heém beschouwen.

" Ook hier echter bestaat een mtd.rukka,ng in z en ¢
die precies dezelfde gedaante krijgt in x' en #', wanneer
we van de-codrdinaten x, # overgaan op de cobrdinaten
#', ¢ met behulp van de formules (II). Deze uitdrukking luidt:
xﬂ
CE
~ Inderdaad vinden we door herleiding (met gebruikmaking

‘van B (1 — f):l):

92—

c?

x?

| 2v P8 k2
—_— kRl 2l 4 Rl ot ) R 7L ) o’ 2 g2l —
2 cﬂ‘—k_(t -]— Nl .x’) _cﬁ(x +20.x't' | o2 )_

eu! , k2 o . x'sa'

De uitdrukking P ’CL: is dus bestand tegen verande-

ring vap stelsel. Is bijv. eenmaal # — %;: o, of r=+ c.f,

dan blijft dit waar in elk ander (met eenparige snelheid
voorbijtrekkend) stelsel. Nu drukt x = £ c.2 uvit, datde
lengte x met de snelheid ¢ doorloopen wardt, dat er dus
een /ichisein wordt uitgezonden. Daar echter de voort-
plantingssnelheid van het licht in ¢/ zich eenparig bewegend
stelsel de waarde ¢ heeft, is ook om die reden de vergel;jkmg

x-=xct eengevolg van x = L ¢4, dus £7 — G =0
van £ — %; = 0. ' _ .
Zooals we reeds herhaaldelijk opmerkten, zijn de in't
vorige gebruikte codrdinaten «,¢; 2', ¢’ zao gekozen, dat
x = 0, {= o samiengaat-met 2z’ o, £ =o0. Nu kunnen
we over de lengte- en tijdcobrdinaten niet altijd op. zulk
. «en eeavoudige wijze beschikken. Flerhalen we de redeneering
aan het eind van Hoofdstukﬂ dam komen we tot het besluit,
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dat onze formules, die onder de voorwaarde x—=o0,f=o0;
% =o, ¢ ==o, voor x, ¢ x', £ golden, in 't algemeen
gelden voor cosrdinaatverschillen x—x, t—¢ 3 x'—=x, ¥ —1),
en dus .in .’t bijzonder ook voor de ,differentialen” Jx,
di; dx', dt'.
‘Men heeft dus de volgende ,differentiaalformules”:
'gdxl =k (dx — vdt) 3dx =k (dx’ + vdt))

dr:k(dt—%-dx') of dté_:k(dt'-i-%-dx') (113')

waafbl_] k= —
1— f_’_
en _
dxt dx’* -
ar— Ci_dt’s—?- _ (Iﬂa)

Duidt men den vorm dﬂ'—F door een enkel symbook
d7* aan, zoodat

dx? ¢
an=an—£3, . (8)
dan wordt de vergelgkmg (IIb) : ‘
dv = dr"?, (IIbb)
Uit (Ila) vindt men - _
_ éx _ 4
dx’ _dx —wodt __ dl ,
ar at—2ax 1-;.%

Zooals we bij de afleiding der formule (Ic) betoogd hebben
stelt % =u de snelheid voor, waarmee het beschouwde punt

zich op zeker oogenblik langs de lijnvormige ruimtewereld

verplaatst, en wel gemeten in het oorspronkelijke stelsel

evenzoo beteekent ‘;"ff =« de.waarde, die in. het tweede

stelsel aan de snelhe:d dier beweging wordt toegekend.
Tusschcn # en u’ bestaat derhalve de betrekking:

v

w=2""Y of u= wto . (IIc)
1 Hy 1 u'v :
- 62 . + ci

Dit is nu de regel voor de samenstelling van snelheden
op een rechte lijn. Stelt men #=¢, dan vindt men ook

»
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#’ =¢, gelijk te verwachten was. Voor ¢ = w gaat de.for-
mule (lic) over in de formule (Ic) der klassieke mechanica ).

Ook hier kunnen we de vergelijkingen (II) formeel ver- |
eenvoudigen door de lichtsnelheid ¢ gelijk te stellen aan 1
{hetgeen neerkomt op een bijzondere keuze der eenheden, -
bijv. de secunde en 300.000 K.M.). De formules (II), (IIa),
(Iib) en (Ilc) gaan dan resp. over in o 4

x=Fk(x— vl x=kx'4 vt — 1 ,

{z':k& —v;x)) of {t:k((f‘iv.x’; (k""“ ]/1_,,:), (Ir)
dx’'=k(dx — v.df dx =1k {@dx' 4 v.d 1 ,

dt’:k%dr Z ot ©f {_dt:k((dt’ -|'I-" q.dﬁ(’é—}/——l_v,), (Il'a)

ar — dxt = dr® — dx’, (II'b)
,_H—7 _ w4t I'c),
N of “=1Fuv ( )
terwijl de vergelijking (8) in dit geval luidt:
dvt = dif — dx®, ' (8)

De snelheid ¢ is hier dus uitgedrukt als fractie van .de
lichtsnelheid. Door de bijzondere keuze ¢=1 hebben de
formules een uiterlijke gedaante gekregen, waarin het onder-
scheid tusschen x en ¢, althans uit wiskundszg oogpunt, zoo
goed als geheel verdwenen is. Deze symmetrie in den bouw .
der vergelijkingen, die bij de formules der klassieke mecha-
nica geheel ontbreekt, heeft Mmkowsk: ertoe gebracht den
tijd. als een denkbeeldige ruimtegrootheid te beschouwen ).
Door zoodoende van de eigenschappen der transformatie-
formules een eenvoudige meetkundige vertolking te geven,
heeft Mivgowsk: de denkbeelden van EinsTeEIN krachtig
helpen verbreiden. )

Zooals we reeds vroeger gevonden hebben, gaat bij de
transformatie krachtens het bijzondere relativiteitsbeginsel het
vierkanten-netwerk over in een ruiten-netwerk, terwijl de
onveranderlijke wereldlijnen der lichtseinen, bij de eenheden-
keuze ¢ = 1, de hoeken tusschen de assen middendoor-
deelen (zie fig. 8 en fig. 9).

Yar = gr—0 = at)/1_L (5 = a1/ 1 _ ¥ is dediffe-
e ct \dt ¢’

rentiaal van een grootheid 7, die overcenkomt met den plaatstijd van
LorenTz, en door Minxowsk! ,Eigenzeit” is genocemd. -
3 H. Minkowskr: Raum und Zeit. Leipzig, 1909.
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Dﬁ&r #1422 ¢% - 2%, 7al dé figtior, voor welker putitets

P—x?=—a,
in 't meuwe stelsel  dezeléde vergeigkmg kn;gwen (n.l
{% — o =a). Deze fguur is een rechthockige hyperbool,

‘waarvan de asymptoten sanrenvallen mét de (onveranderll_}ke)

bissectrices der assen.

De tijdseenheid - in het nieuwe stelsel, dus dé eenheid
van ¢, #wordt van de rustlijn # =o afgesneden doot de
rechthoeklge hyperbool £ — ¥ =1, (1mmers voor deze
geldt ook * —2? =41, zoodat de lijn ' = o haar snijdt
in twee punten, waarvoor ¢ = % 1);de (even lange) lengte-
eénheid wordt van de gelljkﬁjdxgﬁeldslijn ¢’ = o afgesneden
deor de rechthoeklge hyperbool £ — =1 ‘

In fig. 12 is d€ vervorming van het netwerk - weerge
geven. De getrokkén lijnen vormen het (oorspronkehjke) '
vierkanten-netwerk ; de géstippélde lijnen het (nieuwe) ruiten-

netwerk ; de onveranderhjke lijnen £ —2P=t-1,f — =1

e £ —%*=o0 (d.W.z = xeh I=— x) ziju gepuntstreept.
In het lengte-tijd-vlak van de klassieke mecharica was
eén fechté lijt, opgevat als wereldlijh, steeds het béeld

vih een eetipatige bewegldg ). Ook in het nieuwe wereldfilni

stélt de fechite ljh, in hast functie van wereldlijn, steeds
séh  ednparigt bewegihg voor. hnmefs t6. van het oor
sprotikelijke vierkanten-net geldt’ deze uitsptaak eve:xgo*ed

- dls 0. van het precies eendér géboﬁwﬂe aanvangsnet det

ciile metchaniea. Nu beantwobrdt de weéiéldlijn vati eéit

- béweging, die etnparig (féchitlijitig) is t.0. van het stelsel et

rechthoekige cobrdinaten, aan een vergelijking tusschet rens -
van den eersten graad, dus van den vorm r ==z, +zn.'
Deze vef‘ge]i}km gaat echter doof transformatie over in eén
velge 1_]kmg m « en ¥, die evenéens van den eefsten graad ,
is, dis 2’ = & 2 #. Deze laatste betreLkmg drukt echiter uit,
dat, als ¢ tdeheemt iét p, #' totneemt met 7 % p. De
aangfoeiingen vin de abséis zijn dus evenred;g met die van

.den tijd, en dit is juist het kenfﬁerk van' éen eenpaﬁge

beweging. Derhalve:
~In het werelddlagram van het bl_]zcmdere relatmtelts-

Y) Daar de géhéélé door ofis beschom#de wereld eeii rechte lijh, is
deze eenpange bewdging ievéis fech
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x "=k (x-vt)
{"t -k(t-vx)
x fk(OC'-I-.Vt )
{ t =k(t'+vah)

‘beginsel is de reclzte ljn wereldlxjn van de eenpange

(rechtlijnige) bewcgmg
Deze stelling is voor ons van groot gewicht. Ze zal ons

e
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dienen als punt van uitgang bij de wiskundige behande-
ling van het algemeene relativiteitsbeginsel.

V. DE GELIJKHEID VAN TRAGE EN ZWARE MASSA.

Het bijzondere relatmte1tsbegmsel behoort, in den vorm
zooals het hierboven beschreven is, tot de bewegingsleer
“of cinematica; de eenige begrippen, die in de transformatie-
formules (1I) optreden, zijn lengte, tijd en het uit deze
twee zuiver-wiskundig afleidbare begrip snelheid.

Nu kan de bewegingsleer in ontelbare stijlen opgebouwd
worden. Evenmin als de klassicke. bewegingsleer is de -
‘cinematica van het bijzondere relativiteitsbeginsel de eenig
ware. In-plaats van de transformatieformules (1) of (1I) had
men tallooze andere transformaties kunnen opstellen en
daarop een bewegingsieer grondvesten. Welk stel men
uitkiest, hangt ervan af, welke nafuwurkundige feiten men
ermee wil verklaren en van welke natuurkundige grond-
beginselen men uitgaat. Zoo waren het de electromagne-
tische verschijnselen, die de klassicke mechanica in ongunst
brachten en ertoe leidden de onvcranderlijkheid van de
~ tijdmaat prijs te geven, maar daarvoor in de plaats de
onveranderlijkheid van een zekere grenssnelheld {(de licht-
snelheid) aan te nemen.

Terwijl men dus de theorie van het bijzondere relativi-
teitsbeginsel uitsluitend met cinematische hulpmiddelen kan
ontwikkelen, wordt in de leer van het algemeene relativi- -
teitsbeginsel een voorname rol gespeeld door een, wel is
" waar werktulgkundxg, maar niet cinematisch begrip, n.L
het begrip massa.

Ter wdle van een behoorlgke analyse van dit begrip
wmassa” moeten we enkele zeer bekende natuurkundige
verschijnselen in herinnering brengen.

Geeft men aan een stilstaand voorwerp, bijv. een wagon,
een stoot, dan geraakt het in beweging; de toestand van
rust gaat over in een bewegingstoestand met een zekere
snelheid, bijv. van 1 M. persec.;de aanvankell_]ke snelheid
van o M. per sec. wordt gew1_]zlgd in de snelheid van 1
M. per sec.; er heeft een sm!imdwemndenng, een versnel-
lng plaats.

Een dergelijke stoot kan evenzeer een aanvankeh_]ke
snelheld vergrooten of verkleinen. :
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Een voortdurend werkende kracht brengt een ' voort-
durende snelheidsverandéring, een voortdurende, zij 't mis-
schien veranderlijke, versnelling teweeg.

Constateert men, dat verschillende krachten aan een
zelfde voorwerp verschillende versnellingen geven, dan
- stelt men, in navolging van NEwToN, de grootten dier
krachten evenredig met de versnellingen- die ze teweeg-
brengen. Is eenmaal” deze evenredigheid vooropgesteid,
dan kan men ook omgekeerd zeggen, dat verschillende
op een zelfde lichaam werkende krachten versnellingen ten
gevolge hebben, wier bedrag evenredig is met' de grootte
dier krachten, zoodat bijv. een.tweemaal zoo groote kracht
_een tweemaal zoo groote versnelling bewerkt.

Een zelfde stoot geeft aan verschillende voorwerpen in 't
algemeen verschillende versnellingen. Dezelfde stoot, die
aan een stilstaanden wagon een snelheid van 1 M. per.
- sec., dus een (oogenblikkelijke) versnelling van 1 M. per
" sec. meedeelt, heeft ten gevolge dat een uit twee dergelijke
wagons bestaande stilstaande trein een kalf zoo groote
snelheid dus - een sielheid van 1, M. per sec. krijgt, be-
werkt dus een (oogenbhkkelgke) versnelling van Yy M
per sec.

Om aan den uit twee wagons bestaanden trein dezelfde
versnelling te” kunnen geven als aan den enkelen wagon,

moet ook een tweemaal zoo groote kracht aangewend worden.
- Ook zal het minder inspanning kosten, een geringere
~kracht vereischen om aan een houten wagon een bepaalde
versnelling te geven dan aan een ijzeren wagon.

Voor dezelfde versnelling zijn dus bij verschillende voor-
- werpen in 'talgemeen verschillende krachten noodig; de
grootte van die kracht hangt af van de grootte van het
voorwerp en van den aard van het materiaal waaruit het
bestaat. Men kdn, aan de voorwerpen een attribuut toe-
kennen, waarvan het bedrag evenredig is met de grootte
van de kracht, die een gegeven versnelling bewerkt; dit
attribuut kunnen we ruwweg noemen: de ,hoeveelheid
stof’ " van het vodrwerp. Hoe grooter de hoeveelheid stof

- hoe grooter kracht verlangd wordt voor een gegeven
versnellmg, hoe kleiner versnelling een gegeven kracht
~ vermag te geven.

Nu is de versnelling de afwijking van de rechtlijnig-
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eenpirige beweghng, die het voorwerp, als er geem ksacht
op werkt, krachtens zijn #roaegheid behoudt. Hoe g

~de hoeveelheid stof, des te geringer is het effect van een
gegeven kracht, des te sterker verzet het voorwerp zich
tegen d& bewegingsverandering, des te ,trager’ is het
voorwerp. In- plaats wvan | hoeveekimd stof” spreekt men
daatom van frage massa. :

We Lkunnen de traagimdsverschgnselen aldus beschrij-
ven: Een vootwerp heeft voor den gegeven versnelling
(eneclheidsvermeerdering of snelbeidsvermindering) een kracht
noodig, die evenredig is met zijn Hage massa, en krijgt
onder den invioed van een gegeven kracht een versnelling,
die omgekeerd evenredig is met zijs trage massa.

De bepaling van het begrip ,,trage massa’ steunt geheel
ei at op de ervaring aangaande de ,.traagheidsverschijn-
.selen”’. Deze stellen ons in staat van elk voorwerp de
trage massa aaf te geven, z0odra we een keuze gedaan
hebbers voor de eemheid van trage massa (bij. dle van
1 ¢.M.? water bij 4° C., het gram). .
- De hier besproken trage massa ‘treedt ook op in een groep
van vetschijnsélen, geheel verschillend van de traagheids-
verschijnselen, en wel bij de algemeene aantrekkingskracht.

De algemeene  aantrekkingskracht, waarmee NewroN ons
bekend heeft gemaakt, openbaart zich in 't bijzonder op
het oppervlak van ofize aarde in de zwaartekracht of

ngravitatie”, waarvan reeds GaLier de wetten heeft op- .

gespoord.

Laten we ons eerst dutdehjk rekenschap geven van de
eigenschappen van deze  santrekkingskracht (die in haar
algemeoenen vorm ook ,gravitatie” genoemd wordt). Daar-
toe willen we ons verbeelden, dat alle voorwerpen op
aarde miet onderhevig zijn aan de ons bekende zwaarte-
kracht, tmaar aan een andere natuurkracht die elk los -
. VOOrwerp et dezelfde krach! omlaag trekt (alsof aan elk

voorwerp een koord ware bevestigd, aan welks andere . .

viteinde steeds met . deselfde kracht werd getrokken). In
dat geval zouden verschillende voorwérpen verschillende
wwvalversnellingen” ktijgen naar gelang van hun (verschil:
lende) trage massa. Van een voorwerp zou de valversnelling
omgekeerd evenredig zijn met zijn trage massa. Had van -
twée voorwerpen het eene een twedmasl zoo 'groote trage
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iaséa , als het andere; dan zou het eérste ook hulf oo

snél vallen gls hée tweede. . .
- Constateérde men Siigekeerd, dat een lichaam dey te -
langzanter viel, néarmite het grooter teage massa had,
zobdanig, dat de valversaelling half zos groot werd, als
de trage massa verdubbeld werd, dan rou men daatuit
. besluiten, dat elk lichaam wisf deselfde hracht door de aarde
werd aangetrokken. Elk voorwetp zou dan ook op een
tafel of op onze hand dezelfde drukking uvitosfetien, zou
. d. w. ,,even swaat” zijn, Aefzalfide pewitht hebben.

Heét géwickz van eefi voorwerp; d.1. de kracht waarmee
de aarde hét omlaag trekt, zou dan niets te niaken hebben
- met zijit trage Mmassa: '
Wat wordt nu echiter inderdaad op oftze aarde waar-
- genotilen? Wannéef we onze proevei nemen 6p het
oppetviak der aatde; dus op dengelfden afstand van het.
dantrekkingsmiddelpunt, dan bevinden we, dat alle voor-
Wetpetl fengevolpe van de cwaaplekvacht evem snel vallen, dus.
deselfdle versnelling ktijgen. Maar das moet sok deze gravi-
‘tatle voor de verschillende voorwerpén verschillend sijn,
en wel recht eventedig niet de trage massa van de veor- .
werpen: een lichaath met de dubbele trage massa moet
-met de dubbele kracht aangetrokken worden, wil de gravi-
tatie dezelfde versnelling bewerken. Blijkens de gefjke
versnelling van alle lichamen is dus de op hen werkende
aanttekkende krachit, d.i. Hun pewiche, cvenvedig met hun
trage massa. :

Noenten we Het attribuut van een voorwerp, dat zijn
gewichit, d.i. het bedrag der aafitrekkingskracht, bepaalt,
deé ,zware massd” van het voorwerp, dan kutines we zeéggen,
dat deze zware thassa evéntédip is met de trage tnassa
van hietzelfde voorwerp. Déot een geschikte keuse van de
eenthedd van gware massa (bijv. die vad 1 &.M.® water bij 4° C.)
kunnen we beréiken, dat de sware muasa steeds gelik
dan de trage massa. Ult de gelijike valversnelling beshuiten
. we dus, dat van ek lichaam de zware (of graviteertnds) massi.
gelgk is aun de trage massa.

Deé .gelijkhieid van deee beide soorten van massd is dus
niet iets van-zelf-gprekends; z¢ is eeh ervaringsfeit; ze is
dus in yekeren zin toevalllg, d.w.z. nfet lopisch noodzakelijk,
Van deze toevalligheid is then zich lang nict altijd -even
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duidelijk bewust geweest. De. gelijkheid van zware en .trage
- massa- werd vroeger zoo natuurliik gevonden, dat men
. slechts éen begrip massa in de natuurkunde verwerkte en
dit nu- eens definieerde met behulp van de gravitatie, dan
weer met behulp der traagheidsverschijnselen. Eerst EinsTEN
heeft deze gelijkheid in haar volle beteekenis ,,ontdekt’.

Emstemn vond deze gelijkheid, wel verre van van-zelf- .

sprekend, integendeel .zoo opvallend, dat er ,,wat achter
. moest zitten”', dat er een diepere grond voor moest zijn.
Voor EINSTEIN wees deze overeenstemming tusschen de
beide massa’s op een innigen samenhang tusschen de beide
groepen van verschijnselen, voor welker beschrijving die
beide soorten van massa waren ingevoerd, tusschen de
traagheidsverschijnselen en de gravitatieverschijnselen. Hier-
mee opende zich een hoopvol verschiet. Er bestond nu
kans, dat ons een nieuwe blik zou worden gegund in het
wezen der algemeene aantrekkingskracht, die weerbarstige
- natuurkracht, die tot dusver hardnekkig aan alle verklarings-
pogingen weerstand had geboden. Wie weet, misschien zou
men zelfs wel bevrijd worden van dat onverteerbare begrip,
naar 't scheen onvermijdelijk in de beschrijving der gra-
vitatie, het begrip ,,werking op afstand’.

V1. HET AEQUIVALENTIEBEGINSEL.,

Het door EinsTeiN ontdekte verband tusschen de traag-
heids- en’ de gravitatieverschijnselen is, na het hierboven
behandelde, met geringe moeite in te zien.

"We denken ons een spoortrein, die op een rechte baan
(rlchtmg bljv Zuid ~» Noord) wordt voortgetrokken. Binnen
in een coupé van dien trein zullen dan alle punten in den-
zelfden bewegingstoestand verkeeren. Wordt de locomotief
langzaam aangezet, dan  krijgen al die punten eenzelfde.
versnelling. We zullen -aannemen, dat het aanzetten: zoo
geleidelijk geschiedt 'dat gedurende eenigen tijd de ver
snelling standvastig is, bijv. 1 snelheidseenheid (1 M. per
sec.) per secunde.

We stellen ons nu binnen den coupé een persoon voor,
die,- doordat de gordijntjes dicht zijn,. niets ziet van de
buitenwereld, d.i. de spoorbaan en omgeving, en die door
gebrek aan natuurkundige kennis geen besef heeft van de
‘wet .van de traagheid. Zoolang de trein stilstaat zal zijn

o
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werktuigkundige ervaring zich bepalen tot het constateeren
van -de zwaartekracht; hij za] waarnemen, dat alle voor-
werpen -even snel naar beneden vallen en dat deze voor-
werpen, als ze op een bank liggen en zoo verhinderd worden |
te vallen, op die bank een -drukking uvitoefenen, zooals ook
de persoon zelf zich (zittend) tegen de bank of (staande)
tegen den vloer aangedrukt voelt. Onze coupébewoner
schrijft deze wval- -en drukkingsverschijnselen na eenig
overleg toe aan een naar beneden gerichte aantrekkings-
kracht, die aan alle lichamen dezelfde versnelling geeft, dus
" aan een zwaartekracht, zooals wij. die kennen. En wij, die
hem in natuurkennis verre overtreffen, geven hem in zijn
verklaringswijze gelijk.

Nu wordt, zonder dat de coupébewoner recht weet, wat
er gebeurt, de locomotief aangezet, tengevolge waarvan de
trein een (naar we onderstellen) standvastige horizontale
versnelling krijgt, bijv. in Noordelijke richting. Wat zal nu
de coupébewoner waarnemen? Rijdt hij achteruit (zie fg.
‘13) dan zal hij t.o. van de '
bank een versnelling krijgen,
waardoor hij, als hij zich niet
vasthoudt of door wrijving

* ScH. veran,

tegengehouden wordt, van de --- —

bank afvliegt. Diezelfde ver- Ser-irace W veasn.
snelling zal hij bij alle losse

voorwerpen waarnemen. Rijdt Ul

hij daarentegen vooruit, dan . ¥ Werk kpacHT
zal hij zich plotseling tegen Fie. 13,

den rug van de bank gedrukt voelen, zooals ook alle voor-
werpen tegen den Zuidwand gaan drukken. Die drukking
zal evenredig :zijn met de trage massa van den persoon
of het voorwerp, dus ook met de zware. massa, de eenige,
die de coupébewoner kent.

In beide gevallen zal hij, die van traagheidsverschijnselen
niets afweet, verklaren, dat er een horizontzle (in Zuidelijke
richting) trekkende kracht is opgetreden, die op hem en
alle in den coupé aanwezige voorwerpen werkt, die aan alle
lichamen dezelfde versnelling geeft en aan alle lichamen een
,yhorizontaal gewicht”’ verleent evenredig met hun zware massa,
en die dus van geheel denzelfden aard is als de vertikale
(naar beneden) trekkende kracht, die hij reeds vroeger kende.
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Wij echter, met onze grootere natuurkennis, geven hem
dismaal geen gelifk! Wij toch, die de beweging van den
gebeclan trein kennes, weten dat de kracht, die hij waar-
neems, slechts schgn is, dat xjs waarnemingen slechts
traagheigsverschijasclen betreffen! Magr ... geven we ons
eens enbevangen rekepschap wan wat w.erke,l;_pk wordt
 wassgenomen, dae komen we al spoedig tot het inzcht,
dat de wverklaring van denm ecoupébewoner nog zoe gek
 miet was, dat ze, zij 't misschiep minder eenvoudig, niet-
temin even juist is als de onze.

Onze coupébewener heeft dus het volste recht de ver-
schijnselen, die wij met de traagheidswet verklaren, te
wijten aan een voortdurende horizontaal werkende kracht.
- We stellen ons nu eens een tweeden coupébewoner yveoor,

die nmiet alleen die gen&emde verschijnselen — naar onze -

opvatting terecht’ — apa traagheidswerkingen toeschrijft,
maar zelfs zulk een grondigen afkeer heeft van aantrek-
kende krachten, dat hij ook van de zwaartekracht — die
wij wel erkennen — het bestaan loochent. Hij dan be-
weert, dat de heele coupé (trein) een standyvastige ver-
snelling heeft, naar doven gericht. Aan die versnelling
nemen alle voorwerpen deel, die met den coupé vastver-
bonden zijn, of die op de bamk liggen en bij wijze van
‘traagheidsprotest op die bank drukken met een kracht
evenredig met hun #age massa. Daarentegen zullen de
wvrije”’ voorwérpen, die los zijn, dus niet met de bank
mee opgetild worden, in die versneling nief deelen, en
krachtens hun traagheid in rust blijven-of in een even-

tueele eenparige beweging. Dit volharden in hua ouden -

bewegingstoestand epenbaart zich echter daarin, dat ze
ten opzichte van den coupé een versnelling naar beneden
krijgen, en wel alle dezelfde verswelling. Aldus redeneert. '
~onze zwaartekracht-afschaffer.

Mogen wij hem. ai ongelijk geven? Neenl Zijn ver- .
klarmg van de betrekkelijke versnelling tusschen coupé .en
vrij voorwerp moge minder eenvogtdlg zijn van de enze,
.minder juist-is ze peker niet!.

We zien hieruvit, dat een standvastige w;rﬁneklmg, dank
7ij de traagheid, dezelfide verschijnselen teweegbrengt als
een tegengesteld gerichte standvastige aantrekkingskracht,
die, evenals onze awaartekracht, aan elk lichaam, watook.
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zijn manska of andcse natuurknndige clgmsehappen zIJn,
dezelide versnalling geeft, — en dat omgekeerd de werking
van z00'n dergelijke standvastige aantrekkingskracht gehes]
overeenkomt met de trasgheidseffecien wan een tegenge:
steld gerichte stnndvasmge versmlltng

We beschouwsm nu een dfaaamoien, dmregelmatlg ropnd-

drazit. De drasimplen moge geheel dichtgetimmerd zjjn,
. “spdat een persoon, die op den melen staat, geen kennis
heeft van de buitenwereld en dus oeok niet kan consta-
 teeren, dat hij zich wvoeriduresd in een andere richting
- beweegt. De vraag is ook bier, wat zal zulk een persoon
wagmemen ! Blijkbaar alleen de z.g. ,middelpuntviiedende
kracht’. De waarmemer zal zich maar den buitenwand toe
getrokken voelen (zie fig. 14). Geeft :
hij aan die trekkende kracht geheel
gehoor, dan.'is zijn wersnelling voort- Scw.xracH
durend gericht volgens de lijn, die
den persoon met de as werbiadt, en .
wel van de as af. Het bedrag van - . |
de versnelling is verschillend op ver- . Fie. 4.

schillende afstanden wvan de as (het is met dien afstand
evenredig); maar ek voorwerp, dat zich op een zelfden
gegeven afstand van de as bevindt, knijgt dezelfde wer- .

snelling. Wordt daarentegen de persoon of het weorwerp
in zijn beweging van de as af verhinderd, bijv. deor den
tegenstand van den wand, dan openbaart zich die middel-
puntvliedende kracht in. een drukking, die, behalve van
den afstand tot de as, afhangt van de trage imassa van
den persoon of -het voorwerp, en wel daarmee evenredig
is. Het is dus voor dien waarnemer alsof er eem harizon-
tale gravitatie werkt, die overal van de as af is gericht,
en waarvan het bedrag verandert met den afstand tot de
as. En wanneer hij aan die gravitatie realiteit toekent en
miet weten wil van traagheidsmerkingen, dan staat het.ons
wel w»rij om die verklaringswijze anpraktisch te neemen, maar
niét om haar als ondeungdelijk te verwerpen. Die waarnemer op
den draaimolen zal er zich van zijn standpunt tereeht ever
yerwonderen, dat wij in opze werktuigkunde met zulk een
spitsvondige redeneering die middelpuntvliedende kracht,
gie toch ieder aan den lijve kan woelen, weggoachelen.

PR ';"'.‘?%
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-Zoowel in het voorbeeld van den spoorwegcoupé als
in dat van den draaimolen konden we in elk punt van
de ‘beschouwde ruimte de versnelling aangeven, die elk
voorwerp, hoe.zijn natuurkundige. gesteldheid ook zij, daar
krijgt. Men .spreekt in dit geval van een
. versnellingsveld”. Zulk een versnellingsveld
kan ook tot een plat vlak of zelfs tot een
enkele lijn beperkt worden.

Bij den spoorwegcoupé was het, versnel-
lingsveld uniform (zie fig. 15a), elk punt
kreeg dezelfde versnelling in richting en
grootte. Bij den draaimolen is in elk punt
de versnelling verschillend, 'tzij in richting,
't zij in grootte (zie fig. 15b). Het versnel-
lingsveld is hier niet uniform.

Evenals van een versnellingsveld spreekt

p, men ook van een ,frachtveld’’.

Fleas ™ We hebben zoowel bij een uniform - als
bij een bijzonder niet-uniform versnellingsveld laten zen,
dat dit versnellingsveld gelijkwaardig is met een zeker
ngravitatieveld”. Het zal wel duidelijk zijn, dat ditzelfde
gezegd kan worden van elk willekeurig versnelligsveld,
“d.i. van elke versnellingsverdeeling, waarbij de versnelling
uvitsluitend afhangt van de pleals in het veld en mief van
de bijzondere eigenschappen van het lichaam, dat aan de
versnelling wordt onderworpen. '

We kunnen ons resultaat als volgt formuleeren:

- Elk  versnellingsveld fkan vervangen wovden door een
gravitatieveld : de traagheidswerkingen, die ten gevolge van .
de versnellingen optreden, worden dan geinterpreteerd als
gravitatiewerkingen. Omgekeerd kan ook elk gravitatieveld
vervangen worden door een versnellingsveld.

Deze onderlinge gelijkwaardigheid van gravitatieveld en
versnellingsveld is het, welke ENSTEIN geproclameerd heeft’
inzijn ,,gelijkwaardigheidsbeginsel” of aeguivalenticbeginsel” ).

Door een versnellingsveld te vertolken -als gravitatieveld
worden van alle met een zekere omgeving vast verbonden

) A. FinsTEIN: Ueber den Einfluss der Schwerkraft auf die Aus-
breitung des Lichtes. Ann. der Physik, 4. Folge, Bd. 35 (1911), p. 898, -
Verg, ook. A. EmstEN: Ueber das Relativititsprinzip und die aus
demselben %ego§enen Folgerm}gzn. Jahrbuch der Radiocaktivigitund
Elektronik, Bd. 4 (1907), p. 411, 4b4. - .
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punten de versnellingen weggenomen; .de géhee}e be-

doelde omgeving krijgt~ dan - een eenparige rechtlijnige

beweging -en de verschijnselen, die van ouds op rekening:

van traagheid gesteld werden, worden dan geweten aan
de werking van graviteerende krachten. Bovendien ‘zal het
ophefféen der versnellingen, dus het veranderen der snel-
heden, krachtens het bijzondere relativiteitsbeginsel van
invloed zijn op de lengte- en tijdmaten en zoodoende aan
onze ruimte-tijd-wereld ongewone meetkundige en natuur-
kundige eigenschappen verleenen.

We zullen op enkele van deze eigenschappen de aan-
dacht vestigen.

In de eerste plaats beschouwen we de baan van .een
lichtsein. Deze baan is.in de klassicke mechanica en ook
in de mechanica van het bijzondere relativiteitsbeginsel een
rechte lijn, wanneer het lichtsein zich in een homogene
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middenstof voortplant. Een kromlijnige lichtbaan wordt
dienovereenkomstig geweten aan veranderlijkheid van den
brekingsindex: of, w.h.i., aan veranderlijkheid van de voort-

plantingssnelheid :als gevolg wvan de natuurkundige eigen-

schappen der doorloopen mlddenstof
17
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Stellen we ons bijv. een lichtsein voor, dat zich in ver-
tikale_ richting voortplant en van een st/siaanden spoorweg-
coupé de zoldering in 7 en den vioer in Q treft. Zoowel
voor een coupébewoner als voor een buitenstaander volgt
het sein de reckte Lyn PQ (zie fig. 16a).

Denken we ons nu den spoorwegcoupé in eenparig-rechi-
lgnige beweging (richting Zuid —> Noord), dan zal in den
tijd, dien het licht noodig heeft om den afstand tusschen
zoldering- en vloer af te leggen, de coupé zich verplaatst
hebben, bijv. zéover, dat de plaats; die vroeger door 't
punt { werd ingenomen, nu ingenomen wordt door het
punt R van den vioer. Voor den buitenstaander volgt het
lichtsein nog steeds de vertikale baandoor P (zie ﬁg 16b).
Voor den coapébewoner is echter de lichtbaan niet meer
vertikaal, maar ze is nog wel reckt (zie fig. 16¢c). Immers
de horizontale verplaatsing is hier evenred1g met den tijd,
die op zijn beurt weer evenredig is met den vertikalen
lichtweg.

Beschouwen we nu eens den spoorwegcoupé in versnelde
beweging (Z. — N.). Dan zal de horizontale verplaatsmg niet
meer evenredig zijn met den tijd, dus ook niet meer met -
den in vertikale richting doorloopen lichtweg ; de baan van
het licht t.o. van den coupé zal dan gedromd zijn; de
combinatie van de vertikale standvastige snelheid met de
horizontale versnelling (Noord - Zuid) t. 0. van den coupé
levert (evenals bij den worp de horizontale standvastige
snetheid met de vertikale benedenwaarts gerichte versnelling)
een parabolische baan (zie fig. 16d). Een persoon, die zich
binnen den versnelden spoorwegcoupé bevindt, neemt dus
een kromlijnige lichtbaan waar; en als hij niets van zijn
eigen versnelling (Zuid — Noord) afweet en dus geen ver-
klaring kan geven met behulp van traagheid, zal hij die
kromming toeschrijven aan de door hem bespeurde aan-
trekkingskracht in de richting Noord — Zuid. Daar hij de
kromming van de lichtbaan aan den anderen kant in ver-
band brengt met veranderlijkheid van de voortplantings-
snelheid, zal hij zijn ervaring als volgt formuleeren:

De baan van een lichtsein, die zonder gravitatieveld recht
is, wordt in een gravitatieveld gekromd en de voortplantmgs
snelheid wordt door de gravitatie gewijzigd. -

Daar we, als aanhangers van het aequivalentiebeginsel,
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den coupébewoner geen ongelijk kunnen geven, kunnen
we zijn verklaring niet minder juist achten dan onze oude
opvatting van het verschijnsel, waarbij wij die kromming
voor onwerkelifk hielden. We komen dus tot het besluit,
‘dat een gravitatieveld de eigenschap heeft de baan van
cen lichtsein te krommen en de voortplantingssnelheid te
wijzigen. Een lichtsein is dus vergelijkbaar met een stoffeh_}k
voorwerp; wanneer dit aan de werking ‘van een gravitatie-
.veld wordt blootgesteld, wordt ook zijn eertijds eenparig-
rechtlijnige beweging veranderd in een’kromlijnige (worpbaan).
Uit deze stelling volgt, dat het bijzondere relativiteits-
beginsel, dat de onveranderlijkheid van de lichtsnelheid (in
een homogene middenstof) vooropstelt, alleen geldt in een
ruoimte zonder gravitatieveld. Daar wij zulk een ruimte
zonder gravitatie nergens aantreffen, is ons ook geen ruimte
bekend, waarin het bijzondere relativiteitsbeginsel geldt
Daarmee is echter de beteekenis van dit beginsel geenszins
verzwakt. Een gravitatielooze ruimte toch kan beschouwd
worden als grensgeval van een steeds zwakker wordend
_ gravitatieveld, en een zwa# gravitatieveld zal 84 bemadering
~dezelfde eigenschappen hebben als een gravitatieloos veld. -
Welnu, zoo zal ook de theorie van het bijzondere relativi-
teitsbeginsel, d.i. de theorie van de gravitatielooze ruimte-
~ tljd-wereld, een by denadering juiste beschrijving geven van
een zwak gravitatieveid. Maar ook — wat zeker niet minder
belangrijk is —— de theorie van de gravitatielooze ruimte
kan als model dienen bij den opbouw van de algemeenere
theorie; en inderdaad heeft EinsTEIN bij het ontwerpen van
de theorie van het algemeene relativiteitsbeginsel de leer van
het bijzondere relativiteitsbeginsel voor oogen gehad.
Zooals we hierboven reeds aankondigden, heeft de toe-
passing van het aequivalentiebeginsel ook verstrekkenden
invloed op onze meetkundige begrippen. Om dezen invloed
na te gaan zullen we ons nog eens verplaatsen in den
toestand van den waarnemer op den drasimolen. We onder-
stellen, dat de opmetingen bij stilstand geleerd hebben, dat
de vloer van den molen volkomen vlak is en door een
zuiver cirkelvormigen rand begrensd wordt. We denken
ons nu den molen in draaiende beweging met eenparige
hoeksnelheid en op den molen een meedraaienden waar-
nemer. Deze waarnemer gaat den straal van den cirkel-
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vormigen buitenrarid meten; hij vindt daarvoor.dewaarde
- a. Vervolgens gaat hij den omtrek van den buitenrand§
meten. Elk punt van den rand heeft, ten gevolge van de
draaiing, dezelfde snelheid, bijv. z.. Deze snelheid bewerkt
echter, dat een meetketting, die langs den rand gelegd
wordt, een Lorentz-verkorting ondergaat, dus £ maal zoo-

kort wordt (é:l : l/ —%—:) ; onze waarnemer kn_;gt dus als

vitslag van zijn meting niet 2me, maar 20 X k; hij vindt
voor de verhouding van omtrek tot middellijn niet =3, 14...,
maar £ X n, dus een getal groofer dan . Onze waarnemer
komt zoodoende tot de ontdekking dat onze -planimetrie
niet deugt, althans niet -voor hem. Hoe dit te verklaren?
Twee verklanngsmethoden dringen zich op:

1° of onze planimetrie is niet algemeen geldig,

2° of onze planimetrie is weél algemeen geldig, maar de
waarnemer verwacht fem omrechfe een uitslag der meting
overeenkomstig de plammetrle, omdat de vlak gewaande
vloer inderdaad niet viak is.

We zullen eerst de laatste mogelijkheid bespreken

De waarnemer heeft, nemen we aan, eerst geconstateerd,
dat elk punt van den-omtrek denzelfden afstand a heeft
van het punt A7, waar de as van den molen den vloer
treft. ‘Liggen de punten van den rand dan al niét op een
cirkelomtrek, zoo liggen ze toch in elk.
.geval op een boloppervlak thet A7 als
middelpunt en & tot straal. Dat de omtrek
van den rand niet 2zz, maar méer be-
draagt, is gemakkelijk te verklaren door
te .onderstellen, dat de rand niet samen-
: valt met een grooten cirkel van den bol

Fie. 7. (den aequator), maar met een lijn, die

zich -om een grooten cirkel heenslingert (zie fig. 17). Ver-
bmdt men :de punten van zulk een lijn met het middelpunt
door rechte lijnen, dan onstaat een
oppervlak van zadelvormige gedaante
(zie fig. 18). De waarnemer zal dus zijn
geloof in.onze planimetrie kunnen be-
‘houden, maar dan tot het besluit moeten

F:c-s 1e. . komen, dat de vloer, die in rust vlak
was, door de draaiing-gebogen wordt en een zadelvorm krijgt.
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- 'Nu, de andére mogehjkheid.

De man op den molen kan onze plammetne (en stereo--

metrie) voor ongeldig verklaren. Hoe vreemd dit moge
schijnen, daartoe. heeft hij het volste recht. Onze meet-
kundige stellingen toch berusten in laatste instantie op een
.stel axioma's, die wel zeer aannemelijk zijn, wel groote

praktische waarde ' hebben voor onze natuurbeschrijving, .

maar allerminst onaantastbaar zijn. Het verwerpen van onze
meetkunde komt dus neer op de, op zichzelf volkomen
gerechtvaardigde, verloochening van een of meer axioma'’s.
- Eén’ axioma .moet het in 't bijzonder ontgelden, nl. het
axioma der evenwijdige lijnen (z.g. postulaat van EvcLiDES).
Dit axioma beweert, dat door een punt 2 buiten een lijn/
€en en slechts éen lijn gaat, die, hoewel
met / in éen vlak liggend, / wée/ sngdt. ——d——
Deze éene lijn door £ heet dan evenwidig 1
met /. Onze planimetrie, welke op dit «
axiotha steunt, heet naar den Griekschen @ F1S. 19
wiskundige EucLipes {ong. 3oo v. Chr.), die haar 't eerst
als een stelsel heeft opgebouwd, de Euclidische meetkunde.
Een van de stellingen, die onmiddellijk uit dit axioma voort-
vloelen, is dat de som van de hoeken van een dnehock gelijk
is aan een gestrekten hoek.
- Wanneer we het genoemde axioma der evenwijdige lijnen
laten vallen, moeten we er natuurlijk een ander voor in
de plaats stellen. We kunnen dan twee kanten uit::

. We kunnen aannemen, dat door een punt P ver-
scheidene lijnen gaan, die, hoewel met/in éen vlakiliggend,
{ niet sngden. Deze onderstelling is voor’t
eerst voiledig' uitgewerkt door de Hon-
gaarsche wiskundigen WoLrcaNG en JonanN
Borvar en door den Russischen wiskundige b.
LopaTscHEwsKy, en wel ongeveer gelijk-- Fie.ig
tijdig (1829 en 1830). De ,,mez'Emszzsdze” mcetkunde,
die op dezen grondslag verrees, heet in den regel naar
LoBATSCHEWSKY ; ze wordt ook wel Ayperbolische meetkunde
genoemd.

II. We kunnen aannemen, dat door een punt P peen
enkele lijn gaat, die, hoewel met /i in €en vlak llggend 4
nest snyal.

Deze opvatting voert tot de z. g. ellzﬂzm&e niet-Euclidische
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meetkunde, ook wel gencemd naar den Duitschen wis-
kundige Rimumann, die in 1854 de aandacht op haar be-
staansmogelijkheid vestigde.

Deze laatste niet-Euclidische meetkunde toont groote
verwantschap met. de meetkunde op den

P bol. Wanneer we in alle stellingen van de
1 bolmeetkunde de groote cirkels of geode-
Fie. 19% liscke lgnen (d.z. lijnen’ van kortste ver-

binding tusschen -twee punten) vertalen
door rechte lijnen in tplatte vlak, krijgen we een meet-
kunde zooals die volgt uit het axioma van RieMann. Evenals
bij een boldriehoek is bij een rechtlijnigen driehoek van
Riemann ‘de som der hoeken groofer dan een gestrekte hoek.

De hyperbolische’ meetkunde is analoog met de meet-
kunde op .een ander oppervlak, de z.g. pseudosfeer (zie fig.
20), dat in elk punt zadelvormlg is. In de pseudosferische
meetkunde zijn de geodetische lijnen aan
dezelfde wetten onderworpen als de rechte
lijnen in de meetkunde van LoBaTscHEWSKY.
De som der hoeken van een driehoek is
hier kleiner dan een gestrekte hoek.

Onze gewone meetkunde heet, behalve
»Euclidische’’, ook wel , paradoliscke’ meet-
kunde. .

Trekt men dus de waarheid van onze
planimetrie in twijfel, dan kan men of
twijfelen aan het recht om zch iiberhaupt
van olatke meetkunde te bedienen, of de
planimetrie wijzigen, hetzij in den zin van
RiEManN, hetzij in dien van LORATSCHEWSKY.

Men kan de betrekkelijke geldigheid van onze Eucli-
dische meetkunde ook door een denkbeeldige, maar geenszins
logisch-onmogelijke proef toelichten.

Op een tafel worden om een punt O heen 5 aan elkaar
grenzende gelijkzijdige driehoeken geconstrueerd, door on-
derling gelijke staafjes aan elkaar te laten slujten (04 =
= 0B = 0C = 0D = OE =0F=AB=BC=CD=
= DE = EF, zie fig. 21a). Als onze meetkunde. waaris, "
zal bl1jken, dat de verbindingslijn der punten A4 en Feven
lang is als de staafjes, zoodat de driehoek O.4F eveneens
gelijkzijdig is. Tegelijk is dan daarmee geconstateerd, dat

Fi®.20.
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de som van de hoeken van een driechoek 180° bedraagt.-
Immers uit de symmetrie volgt, dat in een gelijkzijdigen
driehoek alle hocken even groot zijn, dus ieder ¥, van de
. hoekensom. Daar nu om O heen 6 ge-
lijkzijdige driehoeken liggen, vormen de
6 hoeken om O samen 2 maal de
hoekensom, zoodat de hoekensom gelijk g
is aan een gestrekten hoek.

‘Laten we nu eens aannemen, dat de
tafel verwarmd wordt, maar gemaakt is
van materiaal, dat bijna niet door ver- Fi. &1
warming uitzet; dat daarentegen de staafjes een grooten
u:tzettmgscoefﬁclent hebben en bovendien de temperatuur
van de tafel spoedig overnemen.

We onderstellen  dan eerst, dat de temperatuurin O het -
ldagst is en om O heen regelmatig toeneemt.

De dwarsstaafjes A58, BC, CD, DE, EF, die gemiddeld
op een warmer gebied liggen dan de
straalstaafjes OA, ..., OF, zullen zoo-
doende langer worden dan deze laatste ;
de driehoeken worden in plaats van
gelijkzijdig gelijkbeenig; hun bagsis wordt
grooter dan de opstaande zijden en hun
tophoek grooter dan hun basishoeken
(zie fig. 21b). Daar de hoekensom 180° _
is, zijn de tophoeken om O grooter dan 60°, tengevolge
waarvan / AOF kleiner is dan 60°.

Zoo althans verklaren wij, die aan onze planimetrie vast- -
houden en de oorzaak der vormverandermg kennen, het
feit dat de afstand AF kleiner is dan de staaflengte en
dat zoodoende de sluiting ommogelisk is.

Hoe zal echter iemand, die van de temperatuurverschillen
en de daarmee samenhangende uitzettingen van de staven
niets bemerkt, de shuitingsfout verklaren? Voor hem, die
- zich met zijn meetstaven overal onmiddellijk aan de tem-
peratuur aanpast, zijn alle drichoeken nog steeds gelijk-
zijdig, dus alle hoeken om O nog altijd gelijk aan ;van
de hoekensom. Daar hij echter constateert, dat 6 hoeken
om O, d.i. 2 maal de hoekengom, meer dan twee ge-
strekte hoeken vormen, is zijn conclusie, dat de hoekensom
grooter is dan een gestrekte hoek. Zijn ,,natuur” wordt

C 0]
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het eenvoudigst beschreven in de niet-Euclidische meet-
kunde 'van Riemanw, in de elliptische meetkunde. Wil hij -
echter de Euclidische meetkunde handhaven, dan kan hij

zich redden door aan te nemen, dat de tafel niet vlak
maar gebogen is, en wel bolvormig, zoodat de ;5 gelijk-

zijdige driehoeken naar elkaar toekomen. op de wijze

als dat geschiedt bij’t vouwen van een regelmatige 5-zijdige
pyramide.

Onderstelien we aan den anderen kant, dat de tempe-
ratuur in O het Aoogst is en om O heen regelmatig af-
neemt, dan worden voor ons de dwarsstaafjes kleiner dan
de straaistaafjes, de tophoeken om O kleiner dan 60° en
dus £ AOF grooter dan 60° (zie fig. 21¢). .

Zoo verklaren g dan het feit, dat AF grooter is dan
de staaflengte en dat ook hier de
sluiting mislukt.

Hij echter, wiens meetstaven zich bl]
alle temperaturen onmiddellijk precies
eender gedragen als de driehoekszijden,
verklaart nog steeds alle drichoeken
" voor gelijkzijdig. Voor hem is het dub-.

Fie.21™  pele van de hoekensom kleiner dan
twee gestrekte hoeken, dus de hoekensom kleiner dan
een gestrekte hoek. Hij kan van de sluitingsfout slechts reken-
schap geven door zich te plaatsen op het standpunt van
LoeaTscHEWSKY ; voor hem is de niet-Euclidische hyperbo
lische meetkunde de meest-,,natuurlijke”.

Alleen ddardoor zou hij aan de parabohsche (Euchdl-
sche) meetkunde kunnen vasthouden, dat hij de tafel, in
plaats van vlak, gebogen aannam en wel zadelvormig.

Wanneer echter een welving van het viak om andere
redenen minder aannemelijk is, bijv. omdat bij de welving
. de richtingen om O ongelijkwaardig worden, is de eenig .
mogelijke uitweg de niet-Euclidische meetkunde.

Hiermee is door een natuurkundig voorbeeld opgehelderd
in  hoe hooge mate onze meetkundige grondbegrippen af-
hankelijk zijn van onze natuurkundige ervaring, zoodat we
niet den minsten aanstoot behoeven te nemen aan het prijs-
geven van onze z.g..,beproefde”’ meetkunde, wanneer we
daarmee: bereiken, dat ons natuurbeeld aan eenheid van.
conceptie wint. g ‘ :




261
“VIL HET ALGEMEEEE RELATIVI'I"EI’I‘SBEGINSEL.

Thans is het oogenbllk gekomen voor “het a.lgemeene
relativiteitsheginsel.

Terwijl het bijzondere relauwteitsbegmsel verlangt, dat
de natuurverschijnselen onafhankelijk -zijn van een even-
tueele eenparige snelheid t.o. van den aether, dat dus de
vormen der natuurwetten onveranderd blijven, wanneer men
aan de omgeving, t.0. waarvan ze gelden, een eenparig- -
rechtlijnige beweging meedeelt, zoo eischt het algemeene
_relativiteitsbeginsel, dat de natuurwetten hun vorm be-
houden, welken bewegingstoestand de omgeving, t.o. waar-
van: ze gelden, ook moge hebben. Terwijl vroeger. bij het
bijzondere relativiteitsbeginsel de wetten, die to. van een
bepaalde omgeving (,,cobrdinaatstelsel”) golden, hun geldig-
heid verloren, zoodra die omgeving een versnelling onder-
. ging, zoo zal nu het algemeene relativiteitsbeginsel de
natuurwetten in een wiskundigen vorm brengen, die be-
stand is tegen elke versnelling van het cobrdinaatstelsel. -

In het vorige hoofdstuk leerde ons reeds het aequiva-
lentiebeginsel, dat het aanbrengen of wegnemen van een
versnelling verklaard kon worden als een verandering van
het gravitatieveld, dat men m.a.w. aan elk codrdinaat-
stelsel een willekeurigen bewegingstoestand kan geven,
- mits men tevens het behoorlijke gravitatieveld invoert. Een
theorie, die elken bewegingstoestand relatief maakt, die
dus willekeurige wijzigingen in den bewegingstoestand aan-
brengt, zal krachtens dat aequivalentiebeginsel ook het
gravitatieveld op willekeurige wijze vervormen. Het alge-
.meene relativiteitsbeginsel zal zoodoende op het wezen der
gravitatie een zeer bijzonder licht werpen, en ons inzicht
in deze geheimzinnige natuurkracht verdiepen.

A. MEETKUNDIGE VOORBEREIDING

Om tot die gedaante van de natuurwetten te geraken,
die onafhankelijk is van den bewegingstoestand van het
coordinaatstelsel, zullen we onze aandacht weer wijden aan
het wereld-vlak (lengte-tijd- -vlak), waarop de geschiedenis
van een éendimensionale ruimte (rechte lijn) grafisch wordt
voorgesteld, en waarin de wereldlijnen de geschiedenis

. van rustende of zich bewegende punten afbeelden. Elke -
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mechanica heeft haar eigen codrdinatentransformatie, welke
laatste zich grafisch afspiegelt in een vervorming van
het cobrdinaten-netwerk der rustlijnen en gelijktijdigheids-
lijnen.

Tot dusver hebben we kennis gemaakt met het diagram
der klassicke mechanica en met dat van het bijzondere
relativiteitsbeginsel. - In beide diagrammen werd de (recht-
lijnige) eenparige beweging afgebeeld door de rechte we-

- reldlijn. Teneinde onze uitkomst later algemeener te kunnen
formuleeren, zullen we deze rechle wereldlijn bepaaldelijk

beschouwen in haar hoedanigheid van kortste verbindingslijn
tusschen twee harer punten, of geodefische fyn. Men kan .
dus-zeggen: in 't platte lengte-tijd-vlak zijn de wereldlijnen
der (rechtlijnige) eenparige beweging geodetische lijnen.
De vergelijkingen van deze wereldlijnen waren van den
eersten graad, dus van den vorm Ax + B¢ 4+ C = o,
waarin 4, B, C constant zijn, d.w.z. onafhankelijk van x
en £. We hebben reeds gezien, dat de betrekking van
dezelfde gedaante blijit (alleen met andere coéfficienten),
wanneer we, in plaats van de rechthoekige coérdinaten x, £
behoorende bij het vierkanten-netwerk, ons bedienen van

- de scheefhoekige coérdinaten x’, #, hetzij behoorende bij

het parallelogrammen-netwerk der klassicke mechanica, hetzij
behoorende bij het ruiten-netwerk van het bijzondere rela-
tiviteitsbeginsel.

De plaats van ‘een punt in het vlak kan echter op nog

- tallooze andere manieren door een getallenpaar worden

aangegeven.

Men kan bijv. de ligging van het punt 7 beschn_]ven
door aan te geven.hoe groot zijn
afstand is tot een vast punt M, en
welken hoek de lijn P met een
gegeven richting MZ maakt. Deze
afstand P = x’ en de hoek LMP=¢
heeten de .,poolcoérdinaten” van P;
in 't bijzonder heet ' de ,,voerstraal’’
en ¢ het ,argument”’ van 2. QOok
‘ het hier vermelde stelsel van pool-

Fie.ee. codrdinaten geeft het aanzijn aan een
coordinaten-netwerk, en wel bestaande uit de lijnen. waar-
voor x' constant is — dat zijn_de cirkels met A7 ais mid- .
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delpunt —, en de lt]nen waarvoor £ constant is — dat
zijn de rechte lijnen door M (zie fig. 22).

Kiest men voor het vaste punt 4/ het punt 0 welks -
rechthoekige cobrdinaten zijn x =0, /=0, en voor de be-
~ ginrichting ML doer M de oude /—as (x = 0), dan bestaan
tusschen de coordinaten’ x, ¢ .eenerzijds en de codrdinaten
x’, ¢ anderzijds de betrekkingen :

t=ux cost' , x = x' sint’, 9 -
en de vergehjkmg Ax 4+ Bt + C = o gaat dan over in
CAx'sint’ 4 Bx'eest’ + C = o; ze 'is derhalveinx’en #
niet van den eersten graad (in welk geval ze zou moeten
zijn van den vorm Az’ + BY + C = o).
 Naast dit eene voorbeeld zou men nog ontelbaar veel
cobrdinaatstelsels kunnen noemen; bij elk coérdinaatstelsel
~ behoort een codrdinaten-netwerk bestaande uit twee lijnen- -
stelsels. Van een lijn van 't eene lijnenstelsel hebben alle
punten dezelfde waarde van x’, terwijl alle punten van een
lijn van 't andere stelsel de waarde van ¢’ gemeen hebben.
De waarden van «’ en #’, die bij een bepaald punt behooren,
zullen bij elk codrdinaatstelsel volgens een zekere wet sa-
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menhangen met de waarden, die de rechthoekige codr-
dinaten x, # in dat punt hebben, en omgekeerd zal men
x en £ uit de transformatieformules moeten kunnen bere-
kenen, zoodra x" en ¢' gegeven zijn (zie fig. 23 a enb.).

Ook uitdrukkingen, waarin zerschillen van cobrdinaten
optreden, zullen door de transformatiebetrekkingen omgezet
. worden in verwante uitdrukkingen, waarin de verschillen
der pieuwe codrdinaten voorkomen; in 't bijzonder denken
we hierbij aan oneindig kleine verschﬂlen, ,,differentialen”’,
waarvan de wetten eenvoudlger zijn dan die der emdlge
verschillen,
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-We leerden reeds in Hoofdstuk IV een dergelijke differen-
tlaalmtdrukkmg kennen, ml. &’ = J*—d2*; deze vertoonde
de’ eigenaardigheid, dat ze haar vorm behield, als we door
de transformatieformules van het bijzondere relativiteits-
beginsel de codrdinaten z, / deden overgaan in 2’, #'. Deze
bijzondere gedaante verdwijnt echter  onmiddellijk, zoodra
men een andere transformatie toegepast. Zoo geeft bijv.
de transformatie der klasmeke mechanica: (la): dx = dx’ + ‘
+ vdl, dt = at': .
Pt —dx? —di’® —(dx' + v.dtP=(l —vP.dt?—20.dr. dx —dx”, )
een uitdrukking, die geheel verschilt van c_le oorspronkelijke.

Naast den differentiaalvorm o7 — df*—dx* willen wein 't

- bijzonder beschouwen de uitdrukking -
dot = df* + das, - (10)
die hiermee nauw verwant is en van groot belang wegens
haar meetkundige beteekenis. °
Deze uitdrukking is. ontstaan uit den emdlgen vorm
(B — 1 + (0 — xP.
" Zijn x en ¢ de rechthoekige cotrdinaten van het vier-
P kanten-netwerk, en behooren x, # bij
' een punt 2 en x, 4 bij een puat
- - P, dan stelt de genoemde uitdruk-
Pl—e— x, kmg blijkbaar voor: de tweede macht
} van den afstand PP, der beschouwde

"‘J punten 2 en 2.

L Neemt men nu 2, onelndng dicht
~— “bij P, dan gaan de eindige coordi-

F::';'» 24 naatverschillen over in differentialen,

R zoodat de differentiaal
= ydP tdz*
de beteekenis kn_]gt van den oneindig kleinen afstand tus-
“schen P en P, Zulk een oneindig kleine afstand heet
,lijnelement’’. Daar de lengie van elken boog, hoe ook
gekromd, -beschouwd kan worden als te zijn opgebouwd
uit een oneindig aantal van dergelijke lijnelementen, is het
niet te verwonderen, dat dit lijnelement (of ,,boogelement”)
tot de allerbelangrijkste wiskundige begrippen behoort.

Onderwerpt men de codrdinatén x en #aan de bijzondere -

transformatie: :

=, x=x" .y,

-
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dan gaat daarmee gepaard

' dt=dt', dx=dx’. }’“'—1,
met het gevolg dat ,
do® = df* |- dx? = di'* — dx",

Deze transformatie toont aan, hoe mmg ‘de sa.menhang
tusschen beide differentiaalvormen is. Men zou dus kunnen
" volstaan met de studie van éen der beide vormen, ware'’t
niet, dat er, uit het oogpunt van de meetkundige voor-
~ stelling, een onoverbrugbare afgrond tusschen beide vormen

gaapt; de brug toch, die dezen afgrond heet te overspan-
nep, is slechts denkbeeldlg, de verbindende transformatie
is smaginair; van hoeveel waarde ook. voor de analytische
behandeling, voor de meetkundige beschrijving is ze
ongeschikt.

-We zullen dus die beide differentiaalvormen afzonderlijk
houden, maar ons voor de analytische eigenschappen van
dr* beroepen op die van do®

In de eerste plaats zullen we stilstaan bij de verschil-
lende gedaante, die het kwadraat van 't lijnelement kan
aannemen, wanneer we van de rechthoekige ,,rechtlijnige" ‘
codrdinaten - x, £ overgaan op scheefhoekige” en ,,krom-
lijnige” cobrdinaten «’, #, d. w. z. op codrdinaten, waarvan 't
- netwerk scheefhoekig of kromhjmg of beide is.

"Als voorbeeld klezen we eerst de scheefhoekige recht-
lijnige codrdinaten x',# van de klassieke mechanica; we
_passen dus . de transformatle (la) toe: dr=4dx’ +w.dt’,

dt=d¥f ; er komt dan ‘

GPdxt=dl? - (dx’ - v.dt’P = (1 - vR)dL? + 2v.dt’dx’ +dx?,

zoodat de uitdrukking (ro) overgaatin de anders gebouwde
vitdrukking : _ :
de? = (1 + v3).d¢"* + 2v.dt’ dx’ - dx. (107
- Het verschil met do® bestaat in de eerste plaats in de
aanwezigheid van een term met het product 4¢.dx" enin
de tweede- plaats in de onderlinge ongelijkheid der coéf
ficienten. Toch komt 4o daarin met &* overeen, dat alle’
coéfficienten constant zijn, -d. w. z. onafhankelgk van de
cobrdinaten «’,# van het punt waar 't lgnelement ge-
legen is.
Als tweede voorbeeld nemen we de scheefhoeklge recht« :
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lijnige cobrdinaten zx’, £ van het bijzondere relativi-
teitsbeginsel; we voeren dus de transformatie (II'a) uit:
dx =k (dx' +v.dt"), d¢=Fk(dt' +v.dx’) en vinden dan
AL 4 da® = k2 (Y + v.dx) + 12 [da’ + v.diP=
= (0. IS ¢ P v.at G - (L 409, .
Ook hier heeft de vorm (10) van 4o? ‘met den vorm
dor ==k (1 409 A2 4 R vdtdx k(L o dos (107
gemeen, dat de coéfficienten constant zijn, terwijl de af-
wijking bestaat in de waarde der coéfficienten. 7

Ons derde voorbeeld'zij ontleend aan de (rechthoekige,
kromlijnige) poolcosrdinaten. Terwiji de analytische be-
rekening van den differentiaalvorm 46 uit de transforma-
tieformules (9): f=x'cos £, x = x'sin ¢ eenige wiskundige
voorbereiding zou vereischen en dus ons betoog. te veel
op zijpaden zou brengen, kunnen we hier betrekkelijk
eenvoudig den gezochten d:ffercntlaalvorm onmiddellijk
afleiden.

We beschouwen daartoe als boven twee -
punten 7 en P ; deze verschillen in 't al-
‘gemeen zoowel in de waarde van den
voerstraal x’ als in ‘de waarde van het
argument #. De cirkel door 2 om O moge
OPF, snijden in @ (zie fig. 25); dan is
QP =x'| —x';verderis L POP, = ¢ — V7.

Fio.25. De boog £Q van den cirkel is gelijk aan
het product van den straal OP=x" en den hoek £ POP,

wanneer deze gemeten wordt in radialen (1 radiaal =

_ _lﬁ?_ = 57°17'44",8..). Nemcn we dus (ock in't vervolg

steeds) aan, dat £ in radialen is uitgedrukt, dan geldt
voor den boog PQ

PQ=x' X (th —1t'). _
Hoe dichter 7, bij 7 wordt gekozen, des te kleiner
worden de verschillen #| — 2" en £/, — ¢'; bovendien nadert
de boog PQ hoe langer hoe meer tot een reckt lijntje, dat
loodrecht staat op OF,. Ten slotte, wanneer 7, onemd1g
dicht bij 2 is gekomen, zullen de lijnen PQ=x".df en
QP = dx' de rechthoekszijden zijn van een rechthoektgen-
driehoek, waarin dan het lijnelement PP =do’ zal zn_]n de
‘hypotenusa. Men heeft dan :



267

- Py =PQ+ 0Py
of

dall-— xn’i dtfa_l_dxfl

Dcze vitdrukking komt met 4o* overeen in de afwezig- ’

heid van een term met &f. dx’; ze verschilt echter van

do*® daarin, dat de coéfficient van 2f*, n.l. 2, nief constant .

is, maar afhangt van x’, d.i. van de waarde van een- der
coordinaten van het punt P, dus van de ligging van
dat punt.

We kunnen nu gemakkehjk voorspellen, hoe de vorm
dd* er uit moet zien, wanneer we 4s® aan de meest alge-
'~ meene transformatie onderwerpen.

1°. Er zullen drie termen zijn, éen met 4¢?, éen met
dt'. dx' en éen met dx*; noemen we de coéfficienten resp.
£, 2F, G, dan verwachten we

do' = Edt™ 4 2F.00 a5’ + Gax". . (10bis)

2°. De coéfficienten £, F en G zullen in 't algemeen
niel “constant zijn, maar integendeel afhankelijk zijn van
de cotrdinaten z’,#" van het punt waar het lijnelement
gelegen is; in de wiskunde zegt men: £, / en G zijn
ofuncties” van " en ¢', diein bljzondere gevallen constant,
en dus ook wel eens md kunnen zijn.

. Deze laatste uitspraak aangaande de transformatie van
den differentiaalvorm (10) (do* = d# + dx*) geldt, mutatis mu-
tandis, evenzeer voor den worm (8'): & = df* — dr®.

Een willekeurige cotrdinatentransformatie x,/— 2, ¢
doet dv = d¢* — dx’ overgaan in een uitdrukking wvan de
gedaante ‘ _

dv't = P.dt" + 20.d¢.dx -+ R.dx", (8bis)
waarin P, Q en R ,functies” zijn van x' en ¢ (afhangen
van ' &n /).

In verband met hetgeen we over het algemeene relati-
viteitsbeginsel hebben mee te deelen zullen we allereerst
deze vraag stellen:

Kunnen P, Q en R alle mogelske functies ZIJn van
2 en ¢, d.w.z. op de meest wxllekeunge WIJze van &’ ent
afhangen?

Hiermee bedoelen we:

Zal er bij elke uitdrukking (8bis) voor 4r?, hoe P, Q

en R er ook uvitzien, een cobrdinatentransformatie behooren,

: mr‘ﬂ},r
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die &' = a’t’ dx’ in die ‘gegeven witdrukking d® omzet?
Of, als we de transformatie in omgekeerden zin toe-
passen, en overgaan van x',# op x,¢
Zal clke witdrukking (8b1s) door een zekere transforma-
- tie 2, ¢ — x,¢ kunnen omgezet worden in de vitdrukking
(8): dzg-—d;’ — dx*?

Zpo niet, welke u1tdrukkmgen dv® dan wel?' :

"Deze vraag zal zijn beantwoord, wanneer we bescheid

weten op de hiermee bijna gelijkwaardige vraag:
. Zal elke vitdrukking (1obis): 4o = Z.d¢” + 2£.4¢.adx" +
+ G.dx*, waarin E, F en G wzilekmnge functies zijn van
x" en ¢, door een zekere transformatie x', #’ — x, £kunnen
overgaan ' in de gedaante: do®=d a’x’, en zoo niet,
welke differentiaalvormen o2 komen dan wél voor deze
gedaanteverwisseling in aanmerking?

We kunnen dit probleem ndog anders inkleeden:

Kan men altijd de veranderlijken ' en ¢ zoodanig als
cobrdinaten % ket platte vlak interpreteeren, dat de diffe-
rentiaalvorm (10bis): do* = E.df? 4 2F.df dx' + G.dx” (E,
F, G functies van ' en #) het kwadraat van het lijn-
element in het punt x', ' voorstelt, hoe die functies £, F,
G ook gebouwd zijn?

Bij de beantwoording zullen we nagaan of een zekere
_ differentiaalvorm o™, als ze het lljnelement in het platte .
vlak voorstelt (d. w. z. ls ze herleidbaar is tot do®* = df + dx®)
ook misschien op gebogen opperviakken de beteekenis van
,kwadraat van 't lijnelement” houdt. Dit zal het geval zijn,
- mits er gebegen oppervlakken bestaan, die zéo uit een
plat vlak kunnen worden gevormd, dat overal het lijn-
element ongerept wordt gelaten. ‘Het is duidelijk, dat het
'gebogen oppervlak dan moet kunnen ontstaan door ver-
butging van het platte vlak zonder schewvem of plooien. Bij
zulk een verbuiging behouden :alle lengten en hoeken in
de op 't vlak geteekende figuren hun oorspronkeh_]ke
grooite; het eenige verschil is, dat de lijnen niet meer
recht en de hoeken niet meer vizk zijn. Op zulk een uit
een- plat.- vlak door verbuiging verkregen oppervlak geldt
precies dezelfde meetkunde als op een plat vlak, met dien
verstande dat de rechte lijnen van het platte viak in hun
hoedanigheid | van ‘kortste verbindingslijnen overgaan .in
geodetische Ignen van het gebogen oppervlak, Wanneer we
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dus op een plat vlak een zeker codrdinaatstelsel +', # hebben
aangenomen, het lijnelement daarin hebben uitgedrukt en
voor het kwadraat een zekere uitdrukking do® = E.dt” +
+ 2F.d¢' . dx’ 4+ G.dx” hebben gevonden, dan zullen bij de
verbuiging, -al wordt ook het cobrdinaten-netwerk verbogen
de cobrdinaten x', # hun beteekenis behouden, d.w.z.

een punt P met coﬁrdinaten x',. ¢t zal terecht komen in
een punt 7', dat dezelfde waarden voor 2’ en ¢ heeft;

en het punt Pl, welks afstand tot 2 4o’ bedraagt, zal over-
- gaan in een punt £ welks afstand tot 7’ precnes hetzelfde

bedrag 4o heeft. .
Men kan dus zeggen, dat de hier beschouwde ultdruk-

- king do* bij geschikte keuze der cotrdinaten het kwadraat

van het lijnelement voorsteit op elk gebogen oppervlak, dat
uit een plat. vlak ontstaat -door verbuiging zonder scheuren
of plooien. De opperviakken, die met het platte vlak de
hierboven beschreven: verwantschap vertoonen, worden in

©  de wiskunde in een enkele klasse samengevat onder den

naam, van onfwikkelbare opperviakken”. Op een ontwik-
kelbaar oppervlak gelden dezelfde meetkundige stellingen
als in het platte vlak, mits men de rechte lijnen geode-

. tische lijnen noemt, enz. Elk ontwikkelbaar oppervlak heeft
~dezelfde ,,geografie”’ als het platte vlak. Voorbeelden yan

- ontwikkelbare opperviakken zijn: de. kegel de cylinder en

- verder elk oppervlak ‘dat men. door 't ombuigen van een .

stuk papier kan verkrijgen.

De uitdrukking (10): do® = d¢* 4 dx* kan door alle
mogelijke codrdinatentransformaties x, £ — x', ' omgezet
worden in allerlei uitdrukkingen van de gedaante (10bis):

de® = Edi” + 2F.dt'.dx" 4 Ga’x’g, waarin Z, F, G op

.. zeer verschillende wijzen van x' en ¢’ kunnen aﬂlangen,

en alle zoo verkrijgbare differentiaalvormen oo™ zijn ge-

. meenschappelijk bezit van alle ontwikkelbare oppervlakken.

Aan den eenen kant hebben de ontwikkelbare opper-

~vlakken de eigenschap, dat al hun differentiaalvormen (10bis)

- voor het kwadraat van 't lijnelement door cobrdinaten-
‘transformatie te herleiden zijn tot (10): do® = d?® 4 da®
. ‘Aan den anderen kant kan men de ontwikkeibare opper-
vlakken daaraan herkennen, dat hun geodetische lijnen door
. verbuiging alle tegelijk reck# kunnen gemaakt worden (in
welk geval het oppervlak in een plat vlak is overgegaan).

_18
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De ontwikkelbare opperﬂakken vormen echter slechts
een zeer bijzondere klasse. In 't algemeen zal men een
gegeven oppervlak #ief zonder scheuren of ploozéh tot een
plat “vlak kunnen verbuigen. Een bol bijv. is niet ontwik-
kelbaary d.w.z. niet verbuigbaar tot een plat vlak. ‘De meet-
kunde van den bol is een andere dan die van 't.platte
vlak {men denke aan het verschil tusschen boldrichoeks- -
meting en vlakke driehoeksmeting). De geografie op den

 bol verschilt van die in ’t platte vlak (hetgeen o.a. verklaart

waarom 't onmogelijk is een landkaart geheel zuiver op
een. plat viak- te teekenen) Een zadelvormig opperviak -
(bijv. de pseudosfeer) is evenmin ontwikkelbaar.

‘Ook op een niet-ontwikkelbaar oppervlak wordt de ligging
van een punt door twee kenmerkende getallen (coordmaten)
%', ¢ aangewezen. Punten, die de waarde van x' gemeen
hebben, liggen samen op een zekere lijn; ook die punten,
die eenzelfde waarde van #'° hebben, worden door een
zekere lijn verbonden. De lijnen, waarlangs «' constant is,

en de lijnen, waarlangs ¢ constant is, vormen samen het .

cobrdinaten-netwerk. Het kwadraat van het lijnelement zal -
ook hier voorgesteld worden door een differentiaalvorm

~ vande gedaante (10 bis): do? == E.d¢* + 2F.dt"dv 4 G.de™

N Maar deze vorm do® zal mniel door cobr-
T dinatentyansformatie in de gedaante do® =
21 JPN = dt* 4 dx® kunnen overgaan. .
A r ’?' — Beschouwen we als voorbeeld den bol
LES __:fﬁim ">{ en daarop twee punten P en A,
B Bedienen ‘we ons van geografische

{ I ] .
1 namen voor de codrdinaten, dan kunnen
i we / RMP =z de,breedte’” van Pen -

2 . LMR = ¢ de ,lengte” van 2 noemen.
o Evenzoo is + RMP =4, dé breedte
Fi®.26. - yap P en £ LMR =1 de lengte van

P, (zie fig. 26).
Het lengteverschil van P en P is 1t RMR =+ POQ=
¢\ —¢;het breedteverschilis, £, MP, — s RMP—=71 R MP, — -
—LRMQ-(QMP_x —x. .
Denken we ons alle hoeken ultgedrukt in radialen en
dulden we den straal van den bol aan met », dan hebben we:
o QP =7 @) —x") , v PQ=0PX{#t"—t")=r.cosx'(t''—1').
Nemen we nu -2, hoe langer hoe dichter bij # aan, :

-
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dan worden eindelijk QP, en’ PQ rechthoekszijden van een
rechthoekigen driehoek, welks hypotenusa PP, het gezochte
lijnelement is. Men heeft dan

OP, =r.dx PQ_rcosx'dt'

en -

4 PP = PQ? + QP2 = ri.cos%x’dt" + . dx's

us
' ' dd® = ricos®x’ dt’® -+ dx'%). (10rv).

Ziehier een differentiaaluitdrukking voor het kwadraat
van 't lijnelement, die door geen enkele cordinatentrans-
formatie kan overgaan in do® = 4¢° + dx’. :

- Ook de hier beschouwde uitdrukking (1ow) woor het
kwadraat van 't lijnelement kan door.alle mogelijke coor-
dinatentransformaties tallooze gedaanten aan- N
nemen, alle vallende onder het standaardtype
(10bis}, maar onder al de hier mogelijke
- uitdrukkingen 4o is er geen emkel, die ook
“behoort tot de ontwikkelbare oppervlakken.

‘De bol heeft dus een eigen klasse van
vormen do’?, die geen enkelen vorm gemeen
heeft met de klasse der onthkkelbare op-

_ pervlakken '
"~ Ock uit den bol kunnen door verbutglng

zonder scheuren of plooien tallooze opper- -
vlakken  ontstaan. Men kan bijv. den bol - '
langs den halvén meridiaan ZA opensnijden Fis.27.
en het oppervlak zéo over zichzelf schuiven; dat het een
spoelvormig model krijgt (zie fig. 27), waarbij dan de om-
wentelingsas langer is geworden dan de bolmiddellijn, terwijl
de straal van.den aequator kleiner is dan de straal van
den bol.

Alle- oppervlakken, die door verbu1gmg uit den bol zijn’
voortgekomen, die, zooals men in de wiskunde zegt, op
den bol ,afwikkelbaar” zijn, hebben met den bol de klasse
der -vormen 4o’ gemeen.

Op den bol zijn de geodetische lijnen de groote cirkels;
deze blijveri bij afwikkeling geodetische lijnen.

Dat w’aﬂ-—dt”—]-dx ‘mtet op den bol thuis behoort, vindt
~ zijn pendant in de stelling, dat er geen enkel op denbol
afwikkelbaar oppervlak bestaat, waarop de (uit de groote
cirkels voortgekomen) geodetische -lijnen alle recht zijn.
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Men kan op deze wijée alle oppervlakken in klassen

indeelen; men plaatst dan in eenzelfde klasse alle opper-

- vlakken, die uit elkaar door verbuiging kunnen afgeleid .

. worden (dle op elkaar afwikkelbaar zijn). Elke klasse heeft -

dan haar. elgen stel differentiaalvormen 4s’* voor het kwa-
. draat van 't lijnelement.

De klasse der ontwikkelbare 0ppervlakken (waartoe het
platte viak behoort) is de eemge die den vorm do’=a¢* - dx*
bezit.

Alle opperviakken van dezelfde klasse hebben dezelfde

meetkunde_, dezelfde geografie ; omgekeerd is de meetkunde |

op het opperviak kenmerkend voor de klasse.

We hebben hierboven reeds besprdken, dat de meet- .

kunde op den bol ook geldt voor het platte viak, wanneer
men de hypothese van RieMaNN aanvaardt, dat elke lijn
elke andere ‘lijn snijdt. Door zich aldus te bedienen van
de elliptische niet-Euclidische meetkunde kan men als 't
ware het vlak met de eigenschappen van den bol toe-
- rusten. In 't bijzonder kan men, uitgaande van een ellip-

tische niet-Euclidische definitie van' efsfand, de vitdrukking .

voor het lijnelement brengen in een der differentiaalvormen

van de bolklasse. Evenzoo kan men met een hyperbolische

niet-Euclidische definitie van afstand aan het lijnelement
den vorm der pseudosfeerklasse meedeelen. Men 'kan dus
een vorm de'*' van de holklasse beschouwen als kwadraat

“van 't lijnelement hetzij op den bol (beschreven in onze .
gewone Euclidische stereometrie), hetzij in Het platte vlak’
{beschreven in de taal van de meetkunde van Riemann};- _
en evenzoo een vorm do’® van de pseudosfeerklasse hetzij -

~~ Euclidisch — op de pseudosfeer interpreteeren, hetzij —
volgens LosarscHEwsky — in het platte vlak. _
Evenals een oppervlak in 't algemeen onregelmatiger

krommingshoedanigheden heeft dan de bol of de pseudo-

sfeer, zal ook de niet-Euclidische meetkunde, zoo algemeen
mogelijk opgevat, grilliger van structsur zijn dan die, welke
in 't bijzonder naar Rieman~ en LoBaTscHEWSKY wordt genoemd.

De Euclidische 1nterpretat1e op een gebogen opperviak

- heeft het voordeel, dat wij, die ons eigenlijk alleen be-
haaglijk voelen in den Euclidischen gedachtengang, ons niet
met moeilijk verwerkbare begnppen behoeven te kwellen,
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daarentegen het nadeel, dat we als drager der fwee-dimen.
'sionale figuren een opperviak noodig hebben, voor de:
voorstelling waarvan wij de ruimte van dri¢ afmetingen -
opeischen. Moge dit nadeel niet zoo zwaar wegen bij een
" twee-dimensionale ruimte-tijd-wereld, omdat wij nu eenmaal
‘toch zoo volkomen met de ruimte van drie afmetingen
- vertrouwd zijn, bedenkelijk wordt het, als we een drie-
dimensiopale ruimte-tijd-wereld (met twee ruimte-afmetingen
~en éen tijd-afmeting) moeten krommen; de wiskunde leert,
dat we bij zulk een kromming in 't algemeen op zes af
metingen beslag leggen; en onze eigenlijke ruimte-tijd-
wereld, die drie ruimte- en éen tijd-afmeting heeft, zou
hij een willekeurige kromming zelfs #en afmetingen ver-
langen. Niettemin zullen we ons vooralsnog aan de Euclidische
opvatting houden. -

Na al deze voorbereidende beschouwingen, waarvan de
dlfferentiaalvorm do'? = E.dt"® + 2F.dt . da’ + G.dx"® het mid-
delpunt was, gaan we over tot ons elgenhjke onderwerp :
"den differentiaalvorm &*=df" — dz® en zijn gedaante-

verwisselingen. '

- Ten einde ons met de minste moeite op de zooeven
bereikte resultaten te kunnen beroepen, zullen we een
paar namen invoeren. Den vorm dr, welks kwadraat hier
beschouwd wordt, zullen we ,,pseudolymlemmt noerten.
Gaan we langs een zekere lijn van 't punt 7, naar’t punt
P, dan zullen we telkens een ander pseudolijnelement
aantreffen; tellen we al de zoo verkregen pseudolijnelemen-
tén ‘samen, zooals we, om de JengZe te krijgen, de ezgenhjke
lijnelementen samenvoegen, dan krijgen we een som, die
we de pseua’almgte zullen noemen. Elke lijn door 7, en 7,
heeft haar eigen pseudolengte, zooals ook elke ]1311 door
P, en P, haar bijzondere eigenlijke lengte heeft. En even-
als de kortste lijn door 7, en P, d.i. de lijn, waarvoor
de som der lgnelementen een minimum is, geodetische
lijn heet, zal die lijn door P, en P,, waarvoor de pseudo-
. lengte hetzij maximum hetzij minimum is," door den naam:
pséudogeodetische ljn aangeduid worden. .

. . We hebben nu, kracltens de analytische gelukwaardlg-‘
-heid der vormen do® en &° onmiddellijk het recht tot de-
- volgende uitspraken: | : :
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I. Inhet platte vlak zijn de pseudogeodetische lijnen recis.
II. In het platte vlak kan het kwadraat van’t pseudo-
' lijnelement d¢® = 2] — 4z’ door de meest willekeurige codr-
dinatentransformaties =z, #— x',¢ overgaan in een klasse -

van differentiaalvormen o¢® = sz‘"+ 20.d¢t".dx" + Rdx”®, -

die kenmerkend is voor alle ontwikkelbare opperviakken
en voor de Euclidische opvatting van het platte vlak.

IlI. De pseudogeodetische lijnen der ontwikkelbare opper-
viakken kunnen door verbuiging alle tegehjk recht ge-
maakt worden. ‘

IV. Het kwadraat van 't pseudoh]nelement dz”‘-Pa’é”+
+ 20.d¢ .dx' + R.dx® op een ontwikkelbaar oppervlak kan
steeds door een passende codrdinatentransformatie tot den
standaardvorm & = @ — da® herleid worden.

V. De differentiaalvorm 4v* voor het kwadraat van 't pseu:
dolijnelement op een niet-ontwikkelbaar oppervlak (of — als

men wil — van een niet-Euclidisch beschreven plat viak} -

kan door geen enkele codrdinatentransformatie in den
standaardvorm 4&i* — df — d2* ‘omgezet worden.

V1. Een bepaalde klasse van in elkaar transformeerbare
vormen &7? is onafscheidelijk verbonden aan een bepaalde
klasse van op elkaar afwikkelbare oppervlakken (of — in -
de andere vertolking — aan een bepaalde niet-Euclidische
‘meetkunde van het platte vlak). :

B. NATUURKUNDIG VERVOLG.

De uvitdrukking &7 = df* — d2* voor het kwadraat van
het pseudolijnelement ortleent haar bijzondere waarde aan
haar standvastigheid tegenover de cotrdinatentransformatie:
-van het bijzondere relativiteitsbeginsel. Ze is ais 't ware het
gemeenschappelijk bezit van alle cotrdinaatstelsels van het
bijzondere relativiteitsbeginsel. Alle codrdinaatsteisels van
dit beginsel hebben ook met elkaar geimeen, dat ze de

rechte wereldlijn . door een vergelijking van den cerséer

. graad in"x en # (of in 2’ en ¢} beschrijven, dus door een
vergelijking, die vitdrukt (zie het einde van Hoofdstuk IV)
dat de beweging (rechtlijnig) eenparig is. ‘

- Het .verband tusschen den vorm van het pseudolijnele-
ment en de rechtheid van de wereldlijn der eenparige be-
weging komt het duidelijkst uvit, wanneer we de rechte
wereldlijn  beschouwen in haar hoedanigheid van pseudo-
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geodetische lijn, d.i. van de lijn waarvan de pseudolengte -
minimum of maximum is.
Wat gebeurt er nu als we ‘een zekere codrdinatentrans-

formatie x, £ = 2’, ¢ toepassen, dle met tot het bijzondere

relativiteitsbeginsel behoortP

De vergelijking van' de pseudogeodetische lijn houdt dan
in't algemeen!) op van den eersten graad te zijn. In de
nieawe codrdinaten z’, ¢’ stelt de pseudogeodetische lijn
dus (in 't algemeen) niet meer een (rechtlijnig) eenparige
beweging, maar integendeel een verszelde beweging voor.
Bovendien verliest het kwadraat van het pseudohjn elemcnt
zijn eenvoudigste gedaante @ = df® — dx".

Dezelfde bewegingen, die in 't stelsel x, # eenparig heetten,
worden in het stelsel ', # als versneld beschouwd en tevens
heeft het kwadraat van het pseudohjnelement een vorm als
di? = Pdt? + 2Q.df .dx' + R.dx”, en wel een die behoort

“tot de klasse der ontwikkelbare oppervlakken (tot het Eucli-

dische vlak).
De zoo ontstane versnellmgen, die door transformatie

‘- van codrdinaten zijn voortgebracht, onderscheiden zich na--
“tuurlijk voor waarnemers, die zich van de abscis ' en den

tijd # bedienen, in. niets- van elke andere versnelling,
waarvan zij in 4wz natuurverklaring rekenschap moeten
geven. Toch aarzelen wij, die de herkomst van die ver-
snellingen kennen, geen oogenblik, die- versnellingen sub-

. jectief te noemen. Volgens ons hebben de personen, die

aan die- versnellmgen deelnemen, het volste recht zichzelf

"in rust te beschouwen. Zij hebben immers slechts hun

codrdinaten- z’, ¢ om te zetten in de (voor ons oorspron-

‘kelijke) coordinaten x, %4 om zichzelf en de door hen be-

“weer in rechte

paalde omgeving eensklaps van al hun versnellingen te
bevrijden. - :
Nu leert, zooals we zagen, het aequwa]entlebegmsel dat
die waarnemers de verschijnselen, die met hun versnellings-
veld samenhangen, even goed mogen toeschrijven aan de
aanwezigheid wvan een gravitatieveld. Van de codrdinaten-
transformatie x, £ — z’, # kan men dus ook beweren, dat
Y Alleen de z,cirl .,pro;ecueve” transformaties doen de rechte hjnen
jnen overgaan, terwijl ze, wanneer ze mief tot de

transformaties van het b1Jzondere relat1v1te1tsbegmse1 behooren, den
vorm di?=d* — dx® wijzigen. Deze projectieve transformaties leveren

dus geen versnelangen ze uiten zich natuurkundlg op andere wijze.
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ze cen gravitatieveld schept, maar (volgens ons, die de
* transformatie kennen) een swdjectief gravitatieveld.

In dit licht beschouwd gaat dus het ontstaan van een
- subjectief gravita.ti,ézveld gepaard met den overgang van den’
vorm & = df*—dx? in den vorm &' = P.dt'* 4 2Q.d¢ .dx’ +-
+ R.dx"* van de klasse der ontwikkelbare oppervlakken (van
het Euclidische vlak).

We hadden ons lengte-tijd-diagram met behoud van onze .

Euclidische meetkunde op -een ontwikkelbaar opperviak
kunnen teekenen. De rechte wereldlijnen van het platte
vlak- zouden dan door verbuiging overgegaan' zijn in de
(in 't algemeen) kromme pseudogeodetische lijnen van het
-ontwikkelbaar oppervlak, welke desverlangd gezamenlijk
weer recht gebogen zouden kunnen worden.

Kiest men een nieuw vlak, waarin de grootheden x’,#’

0 - ]
\' ‘-_\' -1
- L -
94 © IP.
\‘ x’lz
’-

7T\ x'20
. . .. .
Fie. 28 _  Fie.28®

“als rechthoekige vechtlgnige cobrdinaten worden voorgesteld,
dan zal de vergelijking in #', #’ voor de pseudogeodetische

lijnen in dit nieuwe vlak geen rechte lijn vertegenwoordigen

maar een kromme (zie fig. 28a en 28b). Het is alsof het
scheefhoekige kromlijnige netwerk der coérdinaten &', #, .
met de rechte pseudogeodetische lijnen (# en ¢) erin ge.— -

teekend, tot een vierkanten-netwerk verwrongen wordt, bij

welke verwringing de vroeger rechte lijn krom wordt. Onder
alle omstandlgheden echter worden de figuren Euclidisch
‘beschreven.

Een waarnemer, die zijn x’.voor de ware lengte en zgn‘
¢ voor den waren tijd houdt, zal vanzelf geneigd zijn 2’ en ¢
als rechthoekige codrdinaten in te voeren, maar dan kromme
pseudogeodettsche 11Jnen vinden; deze zullen echter. door
de’ transformatie z', £ — z. ¢, d.w.z. door herstel van het
vroegere netwerk weer automatlsch recht worden
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Welke afbeelding we ook kiezen, we zullen steeds

kunnen spreken van een ,kromme” pseudogeodetische
lijn, waarmee we dan ook een rechte lijn in een krom-
lijnig cotrdinaten-netwerk kunnen bedoelen.
.~ De ,kromme” pseudogeodetische lijn: van een zeker
punt 2 beeldt nu de versnelde beweging af, die 2P krach-
tens dat subjectieve versnellingsveld krijgt, of wel: de aan-
trekkingskracht, die 7 in dat subjectieve gravitatieveld
ondérvindt. Terwijl de rechte lijn wereldlijn is van een
punt, dat zich eenparig beweegt en dienovereenkomstig
aan geen enkele kracht is onderworpen, is in ons geval
de ,kromme” pseudogeddetische lijn het beeld van de
+". geschiedeni$ 'van een’ punt, dat: zich beweegt onder den
invloed van gravitatie, zl_] 'tdan ook van een subjectieve
. gravitatie.

Het moet dan ook mogehjk zijn den aard van dat
(subjectleve) grav;tatleveld d.w.z. het bedrag van de gra-
vitatie in elk punt =’ en op elk oogenblik ¢ af te lelden
~uit den bouw van de functies P, , R in den bij 2/, ¢’
behoorenden differentiaalvorm (8bis). De daarvoor noodlge
wiskundige bewerkingen kunnen hier gevoegh_]k achter-
wege blijven.” Voor ons doel is 't voldoende de - .

- mogelijkheid van die afleiding te gevoelen. Alleen l
willen we ter oriénteering meedeelen, dat de
“functies P, ¢, K verwant zijn met de potentiaal - ¢
der gravitatiekrachten.

Als voorbeeld van ‘een sub_;ectlef versnellings- L '
veld kunnen we noemen het veld, waarin alle
~ punten -van de lijnvormige ruimte voortdurend @
dezelide versnelling hebben (zie fig. 29). Een
‘waarnemer toch, die aan deze versnellmg deel-.
neemt, constateert, dat elk punt van zijn ruimte - 4
t.o. van hemzelf de versnelling nul heeft; hij
_ontleent aan - die waarneming het recht zichzelf A%

tegelijk met alle andere punten in rust of een-
_parige beweging te verklaren en van 't uniforme
gravitatieveld, dat met het oorspronkelijke versnellingsveld
geh_]kwaardlg is, het bestaan te ontkennen.

Resumeerende kunden. we dus zeggen, dat op een
Euclidisch wereldvlak {met zijn Euclidisch beschreven pseu-
doh_]nelement) de pseudogeodetlsche lijnen” de geschledems‘

Fis.29.
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afbeelden van punten, die &f in eenparlge -beweging zijn
{aan’ geen enkele kracht zijn onderworpen), of zich in een
subjectief versnellingsveld (c.q. in een daarmee gelijkwadrdig
sub_]ectlef gravitatieveld) bevinden. :

Nu is een versnelhngsveld in 't algemeen mazt subjectief;
dw.z in 't algemeen is het .een’ waarnemer onmogelijk
zichzelf in een versnellmgsveld zulk een bewegingstoestand
toe te. kennen,. 'dat alle punten' t.o. van hem hun ver-
snelling verhezen

Denken we ons bijv. in de lijnvormige ruimte alle punten

4, B, C, ... zich bewegend met versnellmgen, die gericht zijn
van een zeker centraal punt O af en waarvan 't bedragaf
‘hangt van den afstand 04, 0B, 0C,.. . (bijv. om- '

. - gekeerd evenredig met het vierkant van dien. af- o
c stand), dan zal een waarnemer, die met een der .

punten, bijv. A, meebeweegt, t.0, van elk ander punt
een versnélde beweging behouden . (zie fig: 30)-

: velden, dte niet" door “een zekere cotrdinatentrans-
Ox ‘formatle x', ¢ = x,¢ kunnen, weggetransformeerd
worden. En de gravatatlevelden, die met die vér-
, anellmgsvelden gelijkwaardig zijn, zullen eveneens
-B1  aan alle pogingen om ze op te heffen weerstand
bieden. -

De - pseudogeodetische lijnen van 't wereldvlak
zullen . dan ook door geen enkele transformatne
alle recht gemaakt kunnen worden; het wereIdvlak
zal ‘dus aset-ontwikkelbaar zijn, of, als men het per se als p]at
vlak wil behandelen, zzz#Euclidisch beschreven worden. In’t™
bijzonder zal ook het pseudolijnelement niet-Euclidisch zijn.

Hier nu heeft Emstemv den stap gedaan, waarmee hij de
grens van tgebled van 't bijzondere relatmteltsbegmsel met
zijn' bevoorrechte (rechtlijnige) eenparige beweging over-.
schreed om het rijk te betreden van het algemeene relati-

Fias0.

_ viteltsbegmsel waar alle bewegingen gelijke rechten hebben -

EmvsTEIN heeft tot algemeen ‘beginsel verheven:
De pseudogeadetzsc/w lgnen egn werela’lynm van pzmteﬂ dze

H A EINSTEIN Zur al%d il%u(at}) llsi:)elatxwtatstheone Sitz, Ber dKgl .
EINSTEIN Die Gru dl e der al'lgememen Relativitidtstheorie.
Ann Physxk, 4e Folge, . 49 (1916) P- 769;

Er zjn ‘dus ongetwgfeld objéctieve versnellings- -

-
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wtlslustend ander den mvloed van gravitalickrackhten. verkeeren.
- Het algemeene van dit beginsel bestaat daarin, dat

-EmnsteIN de geldigheid van deze stelling, reeds bewezen
voor een subjecticf grawtatxeveld ook geprOcIameerd heeft
voor elk willekeurig objectief gravitatieveld. '

Het is aanstonds du:deh_}k dat we ons: hier bevmden
"tegenover gen natuurwet, wier u1tdrukkmg gelijk is voor
alle mogelijke bewegmgstoestanden en in alle mogeh}ke'
grav:tat:evelden een ratuurwet, waarvoor alle bewegmgen

o gehjkwaardtg zijn. De (rechtlijnige) eenpange beweging heeft

hier haar. u1tzondenngspos1tne moeten prijsgeven. Een waar-

‘iemer A, die.in de oogen van een anderen waarnemer 5B .
. eep versnelde bewegmg heeft, -heeft het recht zijn eigen

beweéging (rechtlijnig) eenparig (eventueel rust) te noemen;
de versnellingen en traaghendswerkmgen, die h1_1 dan bl_]

B en .andere deelen van zijn omgeving waarneemt, stelt hij

op rekening van een gravitatieveld. Wanneer nu B, zichzelf
in rust of eenparige beweging beschouwend, in staatis de
natuurverschijnselen Euclidisch te: beschrgven met het bij-
zondere’ relatmteltspnnmpe “~ zooals wij meenen te doen
als' we ons in rust denken t.o. varr de vaste sterren of
‘den "aether — dan zal dit aan 4 azez gelukken. A zal
‘zichzelf wel in rust of eenparige beweging kunnen be-
. schouwen, maar zijn lengte-tijd-vlak zal niet-Euclidisch zijn.

Toch zal ook hij met Einsteix kunnen zeggen, dat zijn -

wereldlijn een pseudogeodetische lijn is.

Evenals van een subjectief gravitatieveld zal ook van;'

een objectlef gravitatieveld ‘de bouw zich afspiegelen in de

geddante der functies 2, Q, R in den differentiaalvorm:

: (8bis),: en wel volgcns dezelfde beginselen. - -

Zooals we reeds vroeger opmerkten, is de theone van .o -0
het bljzondere relat1v1te|tsbegmsel in haar eenvoudigsten
_ vorm (met. &= df*—dx®) te beséhouwen als grensgeval van

~die van het- algemeene, wanneer het gravitatieveld zw/ is.
Daaruit maakte. EmsteiNn de gevolgtrekking, dat de theorie
" van. een swak grawtat;eveld hoezeer quahtat:ef verschlllend
toch. in haar getalwaarden slechts welnlg van die van het
bl_]zondere relativiteitsbeginsel af zal wijken'; dat men de
formules van het algeméene relativiteitsbeginsel -kan op-
vattén als corvecties van die van het bijzondere relahv:telts—
begmsel Dit ,,correctlebegmsel’ heeft. EINSTEIN in staat
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gesteld de natuurkundlge beteekems der functies P Q,

op te sporen.

Laten .we thans enkele ultkomsten van gde’ theorle mee-,.

deelen

- Het is gebleken, dat de formules voor een zwak gravi-
tatlevcld biina -met de bekende wet.van NEWTON (aantrekking -
omgekeerd evenredig met het kwadraat van den afstand)
overeenkomen en wel des te nauwkeunger naar mate het
bedrag der gravitatie kleiner is en naar mate de snelheden
der bewegende massa’s kleiner zijn t.0. van de lichtsnelheid.

Eerst. wanneer de sterkte der gravitatie en de snelheden
een zeker bedrag overschrijden, wordt de afwgkmg van de

~ wet van NEWTON 200 groot, dat ze door waarneming aan't -

licht kan komen. -

De snelheden van de planeten in hun banen om de zon
zijn alle nog te klein om een. waarneembare afwijking te
kunnen geven; alleen bij Mercurius, de binnenste planeet,
die de grootste snelheid bereikt (ru1m 55 K.M. per sec.),

- valt de afwijking in 't bereik'der waarnemingen. Mercurius

zou volgens de wet van 'NEwToN, -wanneer de overige -
planeten geen storende aantrekkmgen uitoefenden, onder
den invloed van de zon alleen een zuivere eilips beschrijven;

-het punt van zijn baa.n, waar hij 't dichtst bij de zon komt,

het z. g. ,.penhehum zou van de zon uit steeds .in
dezelfde richting gezien worden. Volgens de theorie van

" het algemeene relativiteitsbeginsel echter zal de baan et
- prems een ellips zijn; de periheliumrichting zal niet vol- .

_ komen standvastlg .zijn, maar lang-
'%wﬁuuw zaam in 't baanvlak draaien; deze. -
: draaiing zal ongeveer 43" per. eeuw
‘bedragen.
Nu was een ,.penheliumbewegmg

van ongeveer 45" per eeuw reeds lang .. -

\ bij de sterrekundigen bekend als een
Fio.51. - - wonderlijke afwijking van de toch overi-
] gens zoo juiste wet van Newrown.

Voor de verklaring van deze afwijking nam men zijn toeviucht
tot onzichtbare 'storende binnenplaneten, weerstandbiedende
stofdeeltjes, en derg. Dat de theorie van het algemcene
relatmteltsbegmsel van’ deze afw&;kmg onmlddelhjk reken-
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schap geeft met alleen quahtatlef maar ook quantlt t:ef ‘), .
- -strekt zeker tot verhooging van haar aanzien en tot ver-
sterking 'van haar gezag.

. Een ander 'gevolg van de theorie is — we. 21_]!1 er in
Hoofdstuk VI reeds op voorbereid. — dat een lichtstraal -
~ bijzijn ‘gang. door een: gravitatieveld gekromd wordt en

- dat de lichtsnelheid d:enovereenkomstlg verandert.

In een ‘ruimte gomder gravitatie geldt het bljzondere*

relativiteitsbeginsel; ddar is* de hchtsnelheld standvastxgl"
en. rechtlijnig. -

Een zwak grawtatlevdd zal een germge wijziging . van'

het bedrag der lichtsnelheid en een geringe krommmg,

. van de lichtbaan ten gevolge hebben.

Volgens de berekening moet de door die krommmg" 5

optredende richtingsverandering voor ' een lichtstraal, die - .

- vlak Jangs de zon strijkt, 1”7 bedragen. Voor de empiri-
" sche ¢ bevest:gmg van dit gevolg der theorie moet een
totale zonsverduxstefmg afgewacht worden. .

VIiI ALGEMEENE BESCHOUWINGEN

" Keeren we nu terug tot het verband tusschen het
gravitatieveld en, dé structuur van het lengte-tijd-vlak.

Elk gravitatieveld heeft zijn eigen meetkunde, . hetzj
- Eugclidisch vertolkt op een gebogen opperviak, hetzij niet-
. Euclidisch in 't platte vlak. De aanwezigheid van middel- .
punten van gravitatie (massa’s). bewerkt dus als 't ware een
- kromming van het lengte-tijd-wereldvlak. Elke verandering
van het gravitatieveld verandert de krommmgselgenschap

‘pen van het lengte-tijd-oppervlak. Wat wij aantrekkende . - v

kvdcht noemen openbaart- zich als een meethundige dwang ;

" de wereldlijnen van twee elkaar aantrekkende, dus: elkaar

 naderende punten moeten, krachtens den aard van het
oppervlak dat ze draagt,  zoo loopen, dat het absclsver-,
schil' dier punten bij toename van den tijd afneemt. De .
werking der gravitatie wordt zoodoende in het lengte-tijd-
opperviak van punt tot punt overgebracht en het-begrip
.,,werkmg op ‘afstand’’ heeft uitgediend. - .

Tot dusver. hebben we, ter tegemoetkqmmg aan ons
voorstelhngsvermogen, ons beperkt tot een twee- dlmensm-

1) De onzekerheid in de waargenomen 45” bedraagt i 5”
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naal iengte-tijd-vlak, dus tot een lijnvormige ruimte. De
ruimte, waarin we onze natuurkundige ‘waarnemingen -be-
schrijven, heeft echter drie afmetingen. In de’ formules
" treden dienovereenkomstig drie TuimtecoSrdinaten op: %,
#, z, welke: dus met den tijdcotrdinaat 7 een stel van vzer
- _cobrdinaten vormen. Willen we nu de formules ‘in de vier
veranderlijken =x, y, 2, # door meetkundige figuren afbeelden,
- zooals we de formules in x en £ ih ons tweedimensionaal
lengte-tijd-vlak (wereldvlak) grafisch hebben voorgesteld,
dan zien we ons genoodzaakt tot een ruimte van vier af-
- metingen onze toevlucht te nemen, waardoor een werkelijk
- zinnelijke afbeelding onmogelijk wordt. Niettemin kunnen
- we onze meetkundige bewoordingen behouden, die dan, als
. men wil, meer het karakter van beeldsprazk krijgen. We
_ zullen dan ‘o.a. kunnen blijven spreken van het pseudolijo-
" element, dat het eenvoudigst wordt voorgesteld door dv= -
= Vdﬁ—dx*—dy’—dsﬂ en van de pseudogeodetische wereld--
wlijnen” in onze vierdimensionale wereld als vertegenwoor-
dipsters van de geschiedenis van-een alleen aan gravitatie
onderworpen punt. De meetkunde;, waarmee we die vier-
dimensionale ruimte-tijd-wereld moeten beschrijven, zal bij -
een objectief gravitatieveld niet-Euclidisch moeten zijn, dus.
niet kunnen beschouwd worden als een eenvoudige u1tbre1dmg
van onze gewone stereometrie op vier dimensies.

In 't algemieen zal dus ook op de driedimensionale moment- . -

 opnamen van onze ervaringsruimte (gelijktijdigheidsruimten,

- overeenkomende met de gelijktijdigheidslijnen in ons yroeger

tweedimensionaal wereldfilm) een niet-Euclidische stereometrie
- moeten worden toegepast. Dat wil dus zeggen, dat we,
wanneer we het algemeene relathteltsbegmsel aanvaarden,
afstand doen van onze meétkundige axioma’s, waaraan we
bl)na geneigd waren een geldigheid a priori toe te kennen.

-Nu zal de opportunist zich daarmee niet al te zeer het
hoofd  breken, Hij zal — terecht — ‘'opmerken, dat alle
'afwgkmgen van den grav:tatleloozen Euclidischen ‘ideaal-
toestand, zooals die door het bijzondere relat1v1te1tsbegmsel
wordt vooropgesteld, eerst opvallend worden, *wanneer de
voorkomende snelheden, vergelijkbaar worden met de licht-
snelheid of wanneer het gravitatieveld bgzonder sterk is;
en hij zal. — eveneens terecht — erop wijzen, dat zelfs
de’ grootste mechamsche snelheden, die 0011: waargenomen
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zijn, nog 2586 ‘kein zjn t.o. van de irchtsnelhad en dat
~alle waarneembare gravitatie 266 zwak is {bijv. in vergetijkiag
met eIectromagnensche werkingen), dat de ‘wereld waaraam
‘'we .onze ervaring’ ontleenen niet merkbaar van den Eueli-
- dischen toestand -kan afwijken, en dat onze waarnemingen
~ veel te ruw en te beperkt zijn om uit te maken, of er door-
een. punt buiten een lijn wel éen rechte lijn gaat, die de
.gegeven lijn, hoever ook verlengd, nooit snijdt!

Wie echter geen genoegen neemt met de zekerheid, dat;
onze meetkunde voor de prakn_]k nauwkeurig genoeg is en
de consequenties van een niet-Euclidische ruimte en een
niet-Euclidische mlmtehtrjd-wereld volledig wil déordenken,
zal misschien aanvankelijk, bij zijn worsteling tegen eigen
denktraagheid, enkele A moeilijke gogenblikken doorleven:
Evenals bij het verwerken van ‘het zoo wonderlijke tijdbe- .
. grip, dat het bljzondere relatw;tmtébegmsel hem .opdrong;
- zal hij ook hier menige mgewortelde overtmgmg moeten
overwinnen, voordat zijn nieuwe inzichten met zijn vroegere
- denkbeelden in ¢en hooger begrijpen zullen zijn samengevat.

Onze ruimte en onze tijd zijn — KanT leerde het reeds —
schema's, waarin we onze gewaarwordingen rangschikken,
‘coordmaten netwerken- als het ware. De eene ruimtebe-
'schnjvmg is niet juister dan de andere, de eene tijdschaal
-is " niet zuiverder dan de andere; de eene kan er zich
tegenover de andere hoogstens  op beroemen, dat ze een
uit wiskundig oogpunt eenvoudlgcr natuurbeschrijving moge-
lijk maakt. Er is geen ,ware” meetkunde, geen ware”’
tijdschaal. Er kan hoogstens een doelmatige meetkunde zijn :
wUne géométrie ne peut pas -&tre plus vraie qu'une autre;
elle peut seulement é&tre plus commode” heeft Hexer.
. Powncare gezegd in zijn beroemd werk La “Sciemce of
£ Hypothése (p. 66, 67). Evenzoo kan een tl_]dschaa.l hoog .
stens uitmunten door gemak in't gebrmk

Terwgl we voor een mtvocnger aualyse -van de be- .
grippen ruimte en tijd verwijzen naar hetgeen de wijshe-
- geerte daaromtrent leert en ook naar.andere verhandelmgen
over -ons onderwerp ), zullén we hier slechts nog. éen

Y In’t bijzonder noemen we hier:

A. - EnsTEIN: Ueber die spezielle und die allgemeine Relatw:tats—

- theorie. Gemeinverstindlich. Braunschweig, 1917, Vieweg &
M. SCHLICK Raum und Zeit in der gegeangen Physik, Berlm,
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s natuurkundlg wgsgeeﬂg argument ' noemen . _ten voordeele :
van een zoo elastisch mogelijke opvatting dier begrippen,
althans voor zoover ze natuurkundige beteekehis hebben.
. . Ons waarnemen, is altijd constateeren, dat op_.een zeker
) oogenbhk de baan van een of ander materi¢el punt of -
~van eenige  electromagnetische verstoring (lichtsein bijv.)
de baan van eén tweede punt of verstoring treft. -
. Bijv., wanneer ‘de maan een ster bedekt, nemen we
?feztell_]k waar, dat de baan van een zeker ‘punt van den
maansrand de lichtstraal, die van de ster naar ons 0og.
-gaat, op een zeker tijdstip snijdt; wanneer we de golf-

lengte van een spectraalstreép meten, -constateeren we,.

dat de Ixchtverstormg van een bepaalde golflengte (kleur)
- zich voortplant ' volgens een lijn, die een. der deelstrepen
~_van .de spectrometerschaal snijdt, d.w.z. op een zeker -
oogenblik met die  deelstreep’ door hetzelfde - punt der
‘ruimte “gaat. Het opnemen van 'den tijd berust ook op
 het vaststellen, "dat - de baan van. ‘den wijzer der klok op.
" een bepaald tijdstip de lichtstraal snijdt, die van een zeker . -
“'punt van de wijzerplaat naar ons oog gaat,
De meest ingewikkelde waarnemingen kunnen ten slotte

alle herleid worden tot een of meer samenireffingen (coin- =

- cidenties) # ruimle en tjd. Willeh we - ons weer bedienen

van de grafische hulpvoorstellmcr in ons wereldfilm ‘(hetzij .
- dit twee, drie of vier- a.fmenngen heeft) met haar wereld-
lijnen, darn kuanen we in’t geval van de sterbedekking -
" zeggen, dat de wereldlijn van het beschouwde punt van
den maansrand de ‘wereldlijn van een van de ster uitgaand
. lichtsein snijdt (niet 'kruist); - bij de meting van de golf-
_lengte kunnert we beweren, dat de wereldlijn van de be-
. schouwde ' lichtverstoring ‘een punt gemeen heeft met de
~wereldlijn van een punt der genoemde deelstreep; en bij-
het ujdopnemen kunnen we verklaren, dat de wereldlijn .
van den wijzer en die van het lichtsein, dat wordt vitge- .
zondén door een bepaald merk ‘van de. W1Jzerplaat, door
eenzelfde punt gaan., ‘

1917, Spri ' B
g 'Ajrﬂ E){IU‘?ENEN Relauvxtmtstheone De GldS, Aﬂevenngen Maart en

e A. Lormnrz: De grawtatletheone van ENsTEIN en de grond-
begn& pen der mnatutrkunde: Rede, gehouden op de Alg Verg. v,

April 1917

Ned. Nat. en Geneesk. Congres te 's-Gravenhage, op 12



Kortom, ai ‘onze. ervarmg betre& in ]aatste mstantle
'.mypmztm van wereldlnen. Deze snijpunten, als’t ware: de.
knoopen in 't netwerk der wereldlijnen, moeten door de:
. ,natuurwetenschap” verklaard worden, it de werddymn
zelf. Elke vervorming van dat netwerk is .derhalve ge-
oorloofd, mits de knoopen behouden blijven (al veraridert
hun plaats in het wereldfilm); men mag het netwerk zo0. .
‘verfrommelen als men wil, als men maar geen oude knoopen "

- losmaakt of nieuwe knoopen legt. :
* Bedenkt men nu, dat de gedaante’ van het wereldlqnen--

v

netwerk geheel bepaald wordt door het coordmaatsteisel e

4Lz, (¥ £), dat men aan de formules der natuurwetten' -
ten. grondslag heeft gelegd, en dat de keuze van dat.
. codrdinaatstelsel anderzijds samenhangt met de meetkundige

- eigenschappen, die men aan onze ruimte toekent, en met -

de bijzondere hoedanigheden .der gebruikte tljdschaal dan -

‘komt men gemakkelijk tot. het 1n21cht, dat de ervaring ons-
" niets kan leeren omtrent een ,,ware’’ ruimte en-een ,,wafén
‘tijd met a priori daarvoor geldige wetten. Het eenige wat
~ we aan onze ervaring kunnen. ontleenen is een zekere
_practische voorkeur voor de een of andere meetkunde en
voor een bepaalde-tijdmaat; de datuorkundige elgenschappen
der ons omgevende natuurobjecten (hetzij van stoﬁ'ehjken,
hetzij van electromagnetischen. aard) dringen .ons, in elk .
stadium . van natuurkennen, een bepaalde meetkunde en
een bepaalde tl_]dmaat op, die’t dichtst voor 't grijpenligt.
Bij elke nieuwe ,ontdekking” kunnen de tot dusver
heerschende meetkynde en tljdmaat in bruikbaarheid achter-
uitgaan en 't veld moeten ruimen voor een andere op-
vattmg van ruimte en tijd, zij’'t ook onder pl.’otest van.
~ diegenen, die. de' nieuwe ontdekking’ nog niet doorvoeld
hebben en alleen de oudere, dus’ beperktere natuurkennis -
~als objectieven grondslag van hun Jbespiegelingen aanvaarden.
-Zulk een evolutie van ons ruimte- ‘en tijd-begrip hebben

-we ' te danken aan het alcremeene relanwteltsbegmsel van

" EINsTEWN, een_ theorie, dle aeheel wortelt in den bodem
van onze ervaring., '
“De theoretische onbepaaldheld der begnppen rulmte en -
_ tijd was reeds, sinds Kant, den wijsgeeren bekend. Hoe 't
- échter kwam, dat wij desmettegenstaande zulk een duide-
lijke voorstelhng van de structuur der ruimte en van_ het
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verlooP van den tljd memden te hebben. bleef nog. vrl_]wel
.in 't ‘duister.

Heeft EinsTen met zijn leer van het algemeene ; relat1v1-
teltsbegmsel misschien nog niet volledige klaarheid op dit
punt gebracht, hij kan er zich in elk geval op beroemen,
dit probleem in duidelijke trekken tehebben geformuleerd
en zoodoende tot de oplossmg ervan belangrijk te hebben
bggedragen. :




