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l.Inleiding

Bij het aanpassen van een serie waarnemingsuitkomsien zan een gegeven
functie wordt gewoonlijk gebruikgemaakt van de methode van de kleinste kwa-
draten. Dit wil zeggen dat de waarden van de parameters in de functie zo ge—
kozen moeten worden dat de som van kwadraten van het verschil tussen de waar-
nemingsuitkomsten en de bereckende functiewaarden zo klein mogelijk is. De op-
lossing van dit probleem wordi verkregen uit de oplozsing van een stelsel
normaslvergelijkingen en is exact indien de parameters linealr in de functie
voorkomen. De variabelen die de meetuitkomsten symboliseren (=x, y,‘z, cee)
mogen in een niet-lineaire vorm voorkomen wait door Kamil in nota 134 nader
is uiteengezct.

Voor het geval de parameters in een.niei-~lineazire vorm in de functie op-

% genomen zijn wordt met de gelruikelijke oplossing. met nofmaalvergelijkingen
| slechts een benadering van de werkelijke oplossing gevonden. Door een itera—
% tief rekenproces te volgen kan de eilndoplossing verkregen worden.

Teneinde ulteern te zetten op welke moeilijkheden men bij niet-lineaire
voreffening stuit en in welke richting het overwinnen dasrvan gozocht moet
worden zal in deze nota de niet-lineaire vereffening.aan een meoctkundige be-
schouwing worden onderworpen. In noita 139 zal nader op het probleom wvan de

| convergentie naar de eindoplossing worden ingegzan.

|
| 2, Mectkundige voorstelling

Stel goegeven een functic van x wazarin één parameter voorkomt. Algemeen
§ geldt dan

y = f(x;2) (1)

Afhankelijk van de waarde die 2 aanneemt zal er een bepaalde rclatie

tussen ¥y en x bestaan. Zijn van ¥ rn x waarnomingsuitkomsgten beschikbaar dan

kunnen deze op de gebruikelijke wijze als een stippenzwerm worden weergogaven.

Iiplaats van hot tweedimensionale verband tussen x en y kan (1) als cen drie-

dimenzionale betrekking tussen x, y on a opgevat worden, voorgesteld door

P(x, y5 a) = O {(2)
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FIGUUR 1

De doorsnijdingen van F = O met vlakken evenwijdig aan het x, y-vlak
vormen curven die de niveaulijnen voor verschillende waarden van a voorstel-
ien. De gebruikelijke voorstelling van een dergelijke bundel niveaulijnen

in het x, y-vlak volgens (1) wordt gegeven in figuur 2.
PIGUUR 2

Het vereffenen op de parameter a komt nu hierop neer dat in figuur 1
de som van kwadraten van de afstanden di minimaal moet zijn wat bercikt wordt
door een geschikte waarde van a te kiezen {te berekenen). In de gegeven
voorstelling betekent een vereffening dat het vlak V waarin zich de gegevens
bevinden, zo ten opzichte van het oppervlak F = 0 wordt verschoven dat Zd2
minimaal geworden is.

De x, y-cobrdinaten van de gegevens die in V uitgezet zijn, blijven dus
stoeds dezelfde. De volledige woorsteliing is dan deze dat de waarnemings—
uitkomsten {gegevens) voorgesteld worden door rechten evenwijdig aan de a-as.
De stippen in V zijn dan de doorsnijdingen van V mei deze lijnen.

De gebruikelijke terekeningswijze 1s dan deze dat een beginwaarde a,
gekozen wordt., Vervolgens wordt het opperviak P = ¢ in de richting ven de
parameter gelineariseerd, dat wil zeggen dat de helling in die richting door
een recksontwikkeling volgens Taylor benaderd wordt. Nu kan een regressiebe-
rekening ten opzichie van deze eerstegraads benadering uligevosrd worden
wazarbij een correctie op a, gevonden wordt. Hiermee is de scerste ronde van
de bewerking afgesloten. Met de nieuwe waarde (ao + correctie) wordt de be-
rekening herhaald net zo lang tol een correctie = O gevonden wordt en a een
stabiele waarde heefti aangenomen,

Eet effect van de linearisering zal in deze nota nader worden beschouwd.
Inplaats echter van de voorstellingswijze uit figuur 1 en figuur 2 zal een
represeatatie met vectoren worden toegepast. Het voordeel hiervan wordt dui-
delijk door te bedenken dat alle afstandjes d door één meetkundlge figuur,
ecn vecteor, kan worden voorgesteld en dat de som van kwadraten Gld ) het

kwadraat van de lengte van die vector is.

3.Vectorvcorstelling van een functie met één parameter

Bet probleem van het minimaliseren van een som van kwadraten gaat in
vectorvoorstelling over in het bepalen van een koriste afstand of het vast-

stellen van het voetpunt van een loodlijn.
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Tereinde in een aantal, overigens veelal hypothetische, voorbeelden ocen
en ander nader te kunnen toelichten wordt vooraf voor een willekeurig geko-
zen functic toe te passen vectorvoorstelling toegelicht.

Stel gegeven de betrekking a ‘ .
¥ =X (3.1}
als bijzonder geval van '
y = f{x; a)
Worden esen aantal z-waarden gemeten dan wordt volgens de gegeven functie
aan elke X, een y. toegevoegd., In kolommen gerangschikt kan gezegd worden
dat de kolomvector x overgaat in de kolomvector y.

Is de kolomvector x twee-dimensionaal bijvoorbeeld

(3] (0

dan ontstaat het volgende overzicht

yi indien a is
x. }
i
¢ 1 2 3
2 2 4 8
9 27

De kentallen van de vector y hangen dus af van de parameter a zodat al-

gemeen geldt

y =( e (3.2)

¥o(a)

en in het gekozen voorbecld

o
¥ =(3& (3.3)

Worden y,en y. op codrdinaatassen unitgezet dan ge.ft (3.2} de msetkundige
1 2 g

plaats 9(a) wanneer a alle mogelijke waarden doorloppt.
FIGUUR 3

N i .
Een vector y =zal zijn eindpunt op de curve ¢ (a) hebben indien voor alle

y; voldaan is aan (3.2) respectievelijk (3.3).

121/0762/35/3
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De voorstelling in een plal vlzak kan dus slechts gegeven worden indien
de vector y twee kentallen heeft. Bij drie kentallen {drie gegevens of waar—
nemingsuitkomsten) is een perspectivische voorstelling nog mogelijk bijvoor-
beeld in de vorm zozls die in notz 139 wordt gegeven. Voor meer kentallen
moet de beschouwingswijze analoog vervolgd worden, een volledige meetkundige
voorstelling is dan niet zonder meer mogelijk.

Langs ¢(a) kan een becijfering voor de opvolgende waarden van a aange—
bracht worden, waaruit blijkt dat ¢ (a) een parameterkromme is.

Bij figuur 3 wordt nog opgemerkt dat bij een andere reeks x—waarden
zowel de kromming van ¢ als de paramterschzal verandering kunnen ondergaan.

Zo is bijvoorbeeld in figuur 9 degelfds functie voorgesteld doch met

Nu blijkt ¢{a) geen kromming te hebben.
*
Elke vector y kan als plaatsvector vand {a) opgevat worden: voor een

gegeven & is zijn plaats op W(a) bepaald.

Stel vervolgens gegeven een vector y van wasrnemingsuitkomsten van de

afhankelijk wariabele y behorend bij de meetuitkomsten

(i

Deze vector y zal over het algemeen niet zijn eindpunt op W(a) hehben

(zie fig. 3). De vector is stochastisch en de verwachtingswaarde

B(y) = 1"
zal die.z* zijn waarvoor de lengte van de verachilvector

FEFa (3-4)
minimsal is. |

De kentallen van (3.4) worden( algemeen met n waarnemingen)gevormd door

het verschil van elke waarneming ¥ met de berekende waarde yi en zijn dus

¥* f’d\
/ Y1 =N P!

Yo=Y | = [ %
. L] i (3‘5)
! < = .
~Yp 4

yn:
121/0762/35/4
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De lengte in het kwadraat van deze vector iszzdi overeenkomstig het
in de lsatste zin van paragraaf 2 gestelde,
Het minimaliseren van de som van kwadraten betekent dus dat in het
voorbeeld van figuur 4 een waarde a* van de parameter a gevonden moet wor s

den zodanig dat de vector

-1 1)
FIGUUR 4

De berekening kan dusdanig opgezet worden dat ergens op de parameter-
curve 9(a) een geschatte beginwaarde a  als uitgangspurt gekozen wordt. Bij
deze a wordt de lengte van de vector (y - xf) berekend. Vervolgens kan,
door de bewerking voor andere waarden van & te herhalen nagegaan worden in
welke richting de verschilvector (y - xf) Kleiner wordt tot in a* het mini-
mum bereikt wordt.

Bij deze bewerking behoeven dus geen normaalvergelijkingen opgelost
te worden doch wordt steeds bij de aangenomen a, met de gegevens x, de ken-
tallen van de vector 1? berekend volgens (3.3). Uit het verschil met de
waarnemingen ¥ (de kentallen van de vector x)} volgt dan uit (3.5) de kwa-

draatsom van de afwijkingen.

Vectorvoorstelling van een functie met meex . parameters -

Wanneer in een functie twee parameters voorkomen dan kan algemeen ge-

schreven worden

y = £f(x; a, b)

]

Wordt evenals in het vorige geval, nu drie-dimensionzal, een parameter
(vector)-voorstelling gegeven dan ontstaat de schematische voorstelling

van figuur 5,

FIGUUR 5

Er ontstaat nu een oppervlak met een stelsel kromlijnige coordinaten
(a, b) de zogenaamde parameterlijnen zoals in de detailteckening wordt aan-
gegeven., In nota 139 wordt van een dergelijk stelsel een numerick voorbeeld
gegeven,

De locdrechte projectie van het eindpunt van x_op-@(a, b) wordt vast-

gesteld door coordinaten op het oppervlak nameli jk de coSrdinaten van het

121/0762/35/5
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< e
eindpunt van y bijvoorbdéld

-

M

(a", ®")

Het parameternet kan men zich afgebeeld denken op een platvlak met
rechthoekige lineaire coordinaten (fig. 6). Elk punt in dit vlak cor-
respondeert met een punt op het oppervlak ?{a, b) uit figuur 5,

FIGUUR &

Ook nu wordt opgemerkt dat de verm van het oppervliak en het parameter-
net bij verandering van de waarden van Xy, Xy
Zijn de xi's standvastig dan wordt bij elk paar waarden (a, b) een punt

op het oppervlak ?(a, b) bepaald. Ben paar waarden (a, b} kan in de af-

of x3 wijzigingen ondergaan.

beelding van het parameternet als een vector opgeyat worden bijvoorbeeld
a
8= (s)

Vergelijk figuur 5 (detail) en 6 onderling.
De vraag het veoetpunt van de loodlijn uit het eindpunt van y op het
opperviak ¢(a, b) te bepalen komt dan overeen met het bepalen van een vec-
* . . . .
tor @ (in fig. 6) waarvoor (in fig. 5)

*
-1
een minimale lengte heeft,

Stel dat als eerste stap in de berekening het eindpunt van r, ge-
bruikt wordt, bepaald door de parameterwaarden (2ie fig., 5 en 6)

a
)

go = (b )
)

De verschilvector (y - xo) heeft nog een grote lengte, Door voor an-

dere vectoren I, de berekening van de lengte-van de verschilvector te her-

halen, door dus als het ware het. oppervlak9 (a, b) af te tasten, kan nage-

gaan worden in welke richting de kwadraatsom afncemt, Wordt als volgend

s - %1

gebruikt dan is de verschilvector reeds kleiner, Het eindpunt van de bere-

punt

121/0762/35/6
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kening ligt bij 6", Het verband tussen de (yT, Yoy ys) coordinaten en de
vectoren 8 volgt uit onderlinge vergelijking van de figuren 5 en 6.

In heft bovenstaande is de suggestiec gewekt dat de berekeningen al-
leen zouden behoeven te bestaan uit het bepalen van de lengte van de vec-
toren (y - zi). Anders dan met ecen functie met één parameter moeten voor
het volgen van Geze werkwijze nu twee parameters van waarde veranderen
en vele combinaties van a en b geprobeerd worden om een recks xdeectoren
te verkrijgen,

Het aftasten van het oppervlak kan echter versneld worden door als
hulpbtewerking ecen berekening uit te voeren naar de richting waarin bij-
vocorbeeld vanuit I, het eindpunt van de vector x% vermoedelijk zal lig-
gen, Het berekenen van een dergelijke richting is het onderwerp van de

volgende paragrafen,

Benadering van de vector Ay (fig, 7)
*
De verschilvector tussen de uitgangsvector i, en de vector y wordt

voorgesteld door Ay.

FIGUUR 7

Is deze Qg bekend, of bij benadering te berekenen, dan is de vector

Yo + 4% = ¥,

gen goed uitgangspunt voor een tweede berekening. Een benadering van Ay
kan als volgt verkregen worden.

Voor kleine waarden vandy geldt volgens de Ta,jlorwontwikkeling
(zie ook Timman, 19%59) 4 '

[

Ay =y(a #8a, b +4b) - y(a, b) {(5.0)

i

Al . Apd
( ada + db )1

of in matrixnotatie met indices voor partié¢le afgeleiden

(2., %,)GD)
(Lor L) 28  (541)

Ay

n

121/0762/35/7



en korter, net

M

(L xy) (5.2)
Y = Mag
waarin M dus de matrix van partiéle afgeleiden voorstelt,

Opgemerkt wordt dat de vectoren

d d
L, = o= engpy - 3 (5.3)

raakvectoren zijn respectievelijk aan de a-coordinaten en aan de b-coordi-
naten ter plaatse van het punt (ai, bi) waarvoor de berckening wordt uit-
gevoerd,

Deze raakvectoren zijn geen eenheidsvectoren doch hebben respectie-~

velijk een lengte
h1 =|xa|‘
h2 =|zb|

De grootheden h worden de schaalfactorern van de bijbchorende rask-

(5.42)

vectoren gencemd (Timman 1959).

Uit de betrekkingen volgt dus dat

n? -y S
1 = Ladg
(5.4v)
en h2
2 = Ip-dy

wat de diagonasl-elementen zijn van de symmetrische_matrix.tMM, zoals
uit (5.2) volgt, waarin 'y de getransponcerde van M is.

De beide raakvectoren {5.3) spannen het raakvlak aan ¢{a, b) op in
het punt waarvoor de partiele afgeleiden zijn ontwikkeld, bijvoorbeeld P
in figuur 8,

Het raskvlak in P{a bo) met plaatsvector I wordt in vectorvorm

Q!
gcgeven door

x ey +ay + By O (5.5)



-9

De linearisering heeft tot gevolg dat het paramcternct van het opper-
vlakq;(a,h) op het raakvlak overgaat in cen scheefhoeckig asscnstelsel. De
assen hiervan zijn lineair en hebben de richting van respectieveli jk X, et
Yy Het nulpunt is het punt P, de schaalverdelingen langs de assen verlopen
weliswaar lineair doch de schaalfacteoren zijn respectievelijk h, en h_ wvol-

1 2
gens (5.4) en zullen dus in het algemeen niét gelijk zijn.

FIGUUR 8

De benadering van Ay wordt nu verkregen door uit het eindpunt van y
een loodlijn op het raakvlak neer te laten, Imn figuur 8 stelt P het punt
voor van m(a,b) dat als eerste schatting wordt gebruikt en waarmee Y, uit
de aangonomen a  en bo berekend wordt,

De oplossing kowmt neer op het berckenen van een linecaire regressie van
(y - xo) op de basisvectoren van het raakvlak, De basisvectoren zijn de naar
het punt P ontwikkelde partiele afgeleiden en worden volgens (5,2) voorge-
steld door de matrix Mo' De vector IR is de vector dic zijn cindpunt in het
raackvlalk heeft ter plaatse van het voetpunt van de loodlijrm uit het eind-
punt van (x_en 10) op dat raakvlak. De gebruikeli jke afleiding van de nor-~

maaivergelijkingen volgt wuit de voorwaarde dat de vector
(¥ - ¥g)
loodrecht moet staan op de basisvectoren van het raakvlak, dus loodrecht

moct stacn op de kolomvectoren van Mo zodat

t
M, (L - xp) =0

of | na invoeren van de vector I,

tMO(ITXo) - tMo(x_R-xo) = 0 (5.6)

waarvan de laatste verschilvector in het raskvlak ligt (fig. 8) en een 1i-

neaire cowmbinatie is van de basisvectoren zodat, overeenkomstig(5.1) en

(5.2).
(Ip-x,) = M, 88 (5.7)

Wordt (5.7) gesubstitueerd in (5.6) dan ontstaan de normaalvergelij-
kingen
t t
A9 - -
Momo-— - Mo(l-zo)

121/0762/35/9
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waarvan de oplossing is

—

A8 - (tMOMo) tMo(;,r_-,zg) (5.5)

{zic fig.Ba in de tekst, deze figuur is cen detail van fig.8)({pag.13).
Hiermee is een correctie op de beginschattingen van de parameters

verkregen zodat (zie ook (5.0))

ao‘ {fﬁa a0+ﬁa (a1)
6. =6 4+ 88 = (%14 - -
s o Z~1ip } \ b b0+Ab {b1

Een volgende berekening kan nu met het puntP op ¢{a,b) uitgevoerd

worden waarvoor geldt dat
P = P(a1! b1)

In principe kan nu iteratief te werk gegaan worden door achtereenvol-

gens te berckenen

Bi,4 =6 +48

De bewerking kan gestopt worden indien een Ag verkregen wordt die ver-

waarloosbaar klein geacht kan worden., Theoretisch moet dan

Aa {o)
Ag.: db 37 (o} T 9

*
In dit geval zegt men dat convergentie naar 2_ is copgetreden daar el-

ke volgende bewerking opniecuw 28 = 0 tot uitkomst zal hebben waardoor Q*

nict meer van kentallen verandert,

In het geval van divergentie zal bijvoorbeeld 8a bij volgende itera-

. - I - *
ties cen grotere waarde krijgen zodat geen stabiele vegtor 8 gevonden
wordt,
De ge¥rolgde procedure kan aangeduid worden als een iteratief veref-

feningsproces,

6. Nadere beschouwing van de linearisering

Door de functie

Y = f(x; a_:b)

121/0762/3%5/10
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in de richting van de parameters te lineariseren worden benaderingen toe-

gepast voor:

1. de richting van het vlak 9(a,Kd)
2. de richting van de parameferkrommen

3. de schaalverandering langs de parameterkrommen

Als bezwaar van de linearisering wordt veelal punt 1 genoemd, Met een
voorbeeld zal toegelicht worden dat ookt'de punten 2 en 3 complicaties
bij de vereffening kunnen veroorzaken en een reden kunnen zijn van het

niet-convergeren wanneser iteratief verefferd wordt.

Uitgegaan wordt van (3.1) met

X ={X1 = {13 en =’1a zie fi
—\x) x(a) ( fig., 9)

2 e e

De vector Y heeft slechts één kental namelijk a.

De matrix M bestaat dus slechts uvit &&n kolomvector en is

I SR - TR
M—da L= (eaj

De schaalfactor is vervolgens

Nu wordt herckend

)™ - = (o, o) 0,07

zodat algemeen geldt volgens (5,5)

ta = (0,0 Nz - x,)

Met als beginwaarde

wordt

N

Ly T Q};;zﬁ

121/0762/35/11
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zodat

ga = £202,72) _ , 4

Z, 72
wat de regressiecoefficient is van (x;xo) op ¢{a)
FIGUUR 9

Gevonden wordt

met

[
Ly = (40,4)

Bij benadering geldt voor de lengten

3.8 | (6.1)

2z, |
en

lz-z,| = 15 (6.2)

li

De kwadraatsom van de afwijkingen (de lengte-kwadraat van de verschil-
Vector) is dus ongeveer 4X zo groot geworden waarbij opgemerkt wordt dat
de meetkundige plaats ?(a) voor het gestelde geval lineair is (zie fig.9)
en dat het voetpunt van de loodlijn uit het eindpunt van (1;x0) op de "be-
naderde” richting é%—l_exact op de goede plaats op w(a) ligt.

De invleced van de schaalfactoren

Het grote verschil tussen de uitkomst (6.1) en (6.2) houdt in dat na
de correctie op a, een grotere verschilvector wordt gevonden en dat de cor-
rectie als het ware zijn doel is voorbijgeschoten., De oorzaak 1ligt in het
feit dat er geen meetkundige betrekking tussen de correctie (regressie-

cocfficient )Aa en het nieuwe punt a, = a, + Ba bestaat,

De correctie %a wordt immers ult (5.5) als een regrcssiecéafficignt
berckend, Het nieuwe punt a, wordt verkregen door deze cocfficient bij a,
op te tellenm zodat a_  + Aa = a, en dit punt op de mcetkundige plaats 9(=a)
op te zoecken. Het hangt dan mede van de schaalverandering langs ¢{a) af of

*
het nieuwe punt a, dichter bij de oplessing a ligt dan het punt 2.

1

121/0762/35/12
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In figuur 8 bijvoorbeeld worden de ccrrecties gevonden uit de ont-
binding van (yp-x,) op de basisvectoren die. het regressievliak opspannen
(zie fig. 8a). Dit levert de regressiecoefficient fa en Ab, die samen

de vector

vcocrmern,

In figuur 8 wordt het nieuwe punt

d (yﬁ'y ) dgu P dus gevonden door op het opper-
FaH e -
e raskvlak vlak 9(a,b) met behulp van het

parameternet het punt
Figour Ba

8 =8, + 08
¢p te zocken, Afhonkelijk van het
beleop van de parameterkrommen en de schaalfactoren zal een punt op @(a,b)
gevonden worden dat dichtbij of verder verwijderd van de gevraagde oplos-
sing z2l liggen., Een numeriek voorbeeld van een drie-dimensionale vector-

! veorstelling wordt in nota 139 behandeld,

Hegt woorbeeld van figuur 9 geeft nog aanleiding tot de volgende be-~
schouwlng.
i De schaalfactor h van ya in de richting van 9 (a) wordt berekend vol-

gens (5.4b) en wel

o
- da da

wat voor het voorbeeld wordt

il
1l

2,72 voor a 1 (fig.9)

.2 ) °
40,45 voor a

,
]

4 = 3.7

De verandering van de schaalfacter volgt uit de afgeleide naar de

parameter, in dit geval

dh a
da

121/0762/35/13
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Heeft deze afgeleide, zoals hier, een positief tcken dan is bij de
kleine beginwaarde de mogelijkheid steeds aanwezig dat het gecorfigeerde
punt, gevonden na de eerste iteratie, verder van de oplossing afligt dan
deze beginwaarde (zie fig.9). Bij een te grote beginwaarde zal wel conver-
gentie optreden doch deze zal zZeer langzaam verlopen., Is de afgeleide ne-~
gatief van teken dan verloopt deze eigenschap tegengesteld; is de afgelei-~
de O dan verandert de schaalfactor niet en zal het al of niet convergeren
uitsluitend van de kromming van ¢(a) afhangen.

Het bevenstaangde kan bovendien nog afhankelijk zijn van overige para-
meters daar algemeen de schaalfactoren functies zullen zijn van alle para-

meters en de afgeleiden dus eveneens bijvoorbeeld

Tj(a:b)

51

Wg(a,b)

&

FIGUUR 10

Man kan zich nu het volgende voorstellen,

Heeft het parameternet een vorm als in figuur 10 wordt aangegeven dan
valt vanuit eorin de richting langs a, convergentiec te verwachten. In de
richting langs b, is de mogelijkheid van divergentie aznwezig door het ver-
onderstelde toenemen van de schanlfactoren, Stel er wordt na een eerste
iteratie het punt 91 verkregen, Nu zijn door de gewijéigde vorm van het
parameternet ter plaatse de rollen omgekcerd cn bestaat de mogelijkheid
dat o sterk divergeert en b convérgeert zdat bijvoorbeeld 92 bereikt wordt,
Opgemerkt wordt dat bij de berekening in 91, een ander raokvlak gebruikt
wordt zodat in een en ander tevens de kromming van het vlak ¢(a,b} een rol

speelt,

Wonneer geldt dat bijvoorbeeld de parameters die in de verschillende

functies voorkomen achtereenvolgens 2zijn

¥ = y(a,b)

‘ 2 = 0O (7.1)
121/0762/35/14 &
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dan verandert de schaalfactor niet door (7.1) doch zal de van b afhanke-
lijke kromming welke in {7.2) tot uiting komt (Timman, 1959) het verloop
van het vereffeningsproces bepalen, Uit deze overwegingen kunncn eigen-
schappen van het vlak ¢ (a,b) met behulp van de vectoranalyse afgeleid wor-

den,

De berckening van de booglengte langs een parameterkromme

In cenvoudige gevallen kan cen snellere convergentie tot stand komen
door de volgende berckeningen uit te voeren welke geillustrcerd wordt aan

de hand van het voorbeeld van figuur 9.

De afgeleide vector é%x_ keeft voor a, = 1 een lengte van 2,718, Na

de vercffening ontstaat langs ¢{a) cen vector met lengte (fig. 9):.

—

%ay2
V(zmse )2 - 7,389 (5.1)

Voor de booglengte s langs @(a) tussen a_  en 2, geldt

-

.. ZTV’Xa.za da | (8. 2)

o
waarveor na enige herleiding en met gebruik van {8.1) volgt

a 2
s = [e” ] = 7,389
a
o
De ondergrens is a, = 1 waaruit voor de bovengrens volgt
a, = 2,317 (8.3)

1

De werkelijke waarde is 2,303 zodat hiermee wel ecen gocd uitgangspunt
voor cen volgende iteraticstap is verkregen,

Het oplossen van de integraal (8.2) zal veelal nict mogelijk zijn,
waarbij bovendien bedacht moet worden dat hier slechts het geval met &én

paraometer behandeld is,

121/0762/35/15
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Een andere mogelijkheid'in het gegeven voorbecld is nog de herekening

van

*

¥ zID+M.!!SEJ.

A}

1 o ﬁf1\
._ K2’27}+Ke1}2,72 ) \11'65f

waarveor geldt
3--1 = 2345

Deze uitkomst is weer wat minder goed dan (8,3), Bovendien is de be-

woerking slechts uitvoerbaar wanneer
. ,
(x ~x°) in ¢(a) ligt

wat zich slechts in zeer bijzondere gevallen zal voordoen,

Het minimanliseren van de kwadraatsom

De nadelen verbonden aan het lineariseren van de functie Q(a,b) kun-
nen gedeeltelijk opgeheven worden door na cen eerste vereffening dat is

cen regressie-berekening in een raskvlak, de kwadractsom systematisch

kleiner te maken door het oppervlak ¢(a,b) in de richting van Ag af te
tasten.
Met de beginschaiting (zie fig.12)
/a
2 (2]

cn de verkregen waarde

9 8 AS 21
_,1=__O+ - = (pbul

Worden respectievelijk de bijbehorende kwadraatsommen 5, cn §4 bepaald als
afwijkingen ten opzichte van het oppervliak ?(a,b),
Vervolgens wordt, nog steeds ten opzichte van ¢(a,b) ecn tusseniig-

gende waarde berekend bijveorbeeld 81/2 voor

- 1
8 = 8, + EAQ

Volgende berekeningen kunnen dienen voor het nader vastleggen van het

pant waar S minimaal wordt,

121/0762/35/16

-~



-17=

Algenoen
8, = 80 + eh8 (9.1)

-1

Als tegenhanger van het geval met &&n parameter, toegelicht aan het
einde van par.3, kan een figuur getekend worden waarin & en € als varia-

belen voorkomen {(fig.11a).

EIGUUR 11a

Al naar de verkregen uitkomsten kan geinterpoleerd respectievelijk
geextrapoleerd worden, Door Booth and Pcterson (196C) wordt deze werkwijze
gystematisch toegepast door steeds met halve respectievelijk dubbele af-
standen te werken. In de figuur wordt met i = ¢ =zangegeven dat de kwadraat-
sor van het punt 8, is berekend, i = 1 voor 84 enz, Tenslotte wordt onder
de voorwaarden bij figuur 11a vermeld eén twecdegraads kromme door de laat-
ste drie puniten berekend, waaruit het minimum bepaald wordt.

Voor het interpolatie-geval geldt dan

¢Si'53i_1+51

e - 2Ly -
en voor het extrapolatie-geval
. S. =58, 48,
D PP = i e (5.)
8 28, =38, +S, *
i-2 77i=-1 71

Een wat eenvoudiger werkwijze wordt besproken door Hartley (1961). Hier-
toe worden Trhts berekend de kwadraaisommen voore = (; €= 1/2 en £ = 1. Het
minimum wordt nu gevonden uit

So - S1

£ = l (904)
2 .

1
. + =
min 4 S1~ZS1/2+SO
Het aantal S-waarden dat berekend moet worden bBlijft nu tot een drietal
beperkt, Het gevonden minimum zal echter een benadering zijn van dat welke
met {9,2) of (9.3) gevonden,

Opgemerkt wordt dat bij de bovenomschreven berckeningen geen vereffening

meer is toegepast, dat wil zeggen dat niet opniew een stel normaalvergelijkin-
gen moet worden opgelost.
Nadat echter de ligging van het minimum van $ volgens (9,2), (9.3) of

121/0762/35/17
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(9.4) is bepaald kan met de bijbehorende € volgens (9,1) een nieuwe, betere
beginschatting voor een volgende regressieberekehing in het raakviak (fig,
8) gevonden worden. .

Hiermee wordt dan een nieuwe richting bepaald waarin het oppervlak ¢

(a,b) verder afgetast kan worden, De beschreven procedure van interpola-

tie en extrapolatie kan nu weer leiden tot een verdere verlaging van de
kwadraftsom, Belangrijk is dat niet eerder behoeft te worden vereffend dan
nadat de kwadraatsom verlaagd is.

Zo de gevolgde werkwijze een naam behoeft naast de vereffeningspro-

cedure zou deze aangeduid XKunnen worden als de methode van behoud van de

kleinste kwadraatson,

Figuur 1ia geeft een indruk van de samenhang tussen S en &£, Na een
volgende iteratie zal het minimum wat lager komen zoals in figuur %11b wordt
weergegeven en verschuiven naar de waarde€ = 1, Bij de laatste iteraties
zal § zijn minimum waarde bereiken en zal 4€ = g zodat in (9.1) de uitkomst
onafhankelijk vane is, Dit wordt in figuur 11b door de horizontaole rechte

tot uvitdrukking gebracht,
FIGUUR 11b

In de voorstellingswijze die het parameternet op gewone coordinaten
afbeeldt (fig,12) kan het verschil tussen beide werkwijzen als volgt sshe-
matisch worden weergegeven,

Stel dat het voetpunt van de normaal uit het eindpunt van y afgebeeld
wordt inm Ef. Stel vervolgens dat een beginschatting voorgesteld wordt door
de vector 8 , Na vereffening wordt een Ago bepaald,

Zou iteratief met EE = EO + Ago verder vereffend worden dan zouden
bijvoorbeeld achtereenvolgens de punten i verkregen kKunnen worden, Uitein-

L3
delijk wordt dan, indien convergentie optreedt g_ bereikt,
FIGUUR 12

Volgens de zojulst besproken methode van behoud van de kleinste kwa-
draatsom wordt het oppervlak in de richting van Agb afgeiast, Ongeacht het

aantal parameters zal steeds

_e_: 9-" + Eﬂ_ei ' (905__
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een rechte voorstellen met richting AQi gaande door het punt Qi' Door ver-
schillende waarden aan €toe te kennen wordt de parameterruimte volgens de
rechte (9.5) afgetast. In figuur 12 wordt deze 1e bewerkiﬁg voorgesteld
door de rechte in de e richting, Is het punt op deze rechte bereikt waar-
voor S minimaal is dan wordt na een regressieberekening gevonden dat in

de Z2e richting verder gewerkt moet worden., Opgemerkt wordt dat de rechten
(9.5) op het oppervlak ¢(a,b) als krommen afgebeeld worden zoals in nota

139 met een voorbeeld zal worden toegelicht,

10, Berekening en afbeelding van de kwadraatsonm

De som van de kwadraten van de afwijkingen kan berekend worden vol-
gens de in I,C,W.nota 113 (1961) besproken werkwijze, Hier kan zonodig
rekening gehouden worden met een vooraf vastgestelde richting van midde-
len,

De kwadraatsom kan voorgesteld worden door een vector met lengte ge-
lijk aon de wortel uit deze som, Wordt de vector waarvoor de kwadraatsom
minimaal is op poolcoordinaten uitgezet, (xrxf) van figuur 4, dan kan een
indruk verkregen worden van de wijze waarop het oppervlak de minimale af-
stand tot het eindpunt van y bereikt, gaande van een willekeurige vector

I, naar een andere willekeurige vector Yo

FIGUUR 153

Hiertoe wordt de hoek die de berekende vectoren (I?IO) en (x:zi)m&akt
met (y~y ) bepazld. Zijn deze hwagken ?1 en ?2 den zal} var niet te veraf ge-
legen'. vectoren .cen afyselding.gn onderlinge ligging en daarmee wvan de vorm
van het oppervlak ?{a,b) vérkregen kunnen worden, wanneer tevens alle lengten
bekend ziin, '

Is de hoek tussen Y, en ¥, gelijk aan @3 dan zal Onge§eer

?1 + ?2 = ?5

moeten zijn,

11, Het pedrag van de parameters

Met behulp van de vectoranalyse zouden de eigenschappen van het®

(2,b)-vlak nader bestudeerd kunnen worden, Ock op numerieke wijze kan

121/0762/35/1%
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volgens de vorige paragraaf een indruk van het gedrag van elk van de pa-
rameters afzonderlijk verkregen worden,

Wordt aangenomen dat voor kleine veranderingen van een parameter,
bijvoerbeeld a bij constante b, een goede afbeelding in het platte vlak
kan worden verkregen dan kan een figuur met poolcoordinaten getekend wor-
den, Uitgaande van de eindoplossing wordt de waarde van &&n parameter iets
verhoogd en vervolgens iets verlaagd. De bijbehorende verschilvectoren wor-

den bepaald en er wordt bijvoorbeeld de toestand van figuur 14a verkregen,

FIGUREN 14a EN b

De cirkel geeft de lengte aan van de loodlijn uit het eindpunt van
¥ op ¢(a,b) en vertegenwoordigt de minimale kwadraatsom, Het middelpunt
is het eindpunt van y (zie ook fig. 13).

De parameter a volgt langs de paraﬁeterkromme b=constant een weg met
geringe kromming, zodat in dat geval op alineair vereffend kan worden, De
beginwaarde behoeft niet al te nauwkeurig te zijn,

Een ander geval wordt aanwezig geacht voor de parameter b indien a
constant gehouden wordt, In de richting van b is het oppervlak ¢(a,b)
sterk gekromd, De methode van het aftasten van het cpperviak zal in deze

richting de aangewezen methode 2zijn om de kwadraatsom te verlagen,

12, Enkele bijzondere gevallen

Betrekkinken tussen parameters

Bestaat tussen een aantal paramters een zekere betrekking bijvoorbeeld

zo dat

b = gla) {(11.1)

dan komt dit op @(a,b) tot uiting doordat op dit oppervlak een curve ligt

waarvan alle punten aan (11.1) voldoen (fig,19).

FIGUUR 15

Door het in rekening brengen van de betrekking (11.1) zal de lengte
van de verschilvector (z;xf) toenemen zoals uit een meetkundige beschou-
wing dadelijk blijkt., Bij de vereffening kan receds vanaf het bhegin de ge-
geven betrekking opgenomen worden, Ock is het mogelijk a en b als afzon-

derli jke parameter op te vatten en daarnma (11,1) in de bewerking op te
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op te nemen, Dit vindt plaats door op g(a) twee punten te kiezen en het
minimum van de kwadraatsom volgens (9,2)respectievelijk (9.3) vast te stel=

len, Tenslotte kan dan nog een volgende vereffening toegepast worden,

Parameters met grenswaarden

FPIGUUR 16

Stel dat een parameter bijvoorbeeld b een waarde van 100 niet mag over-
schrijden, In dat geval wordt eerst normaal vereffend met beginschatting’®
'

totdat blijkt dat voor een '1

b + &b > 100
Nu wordte uit (9,1) een dusdanige wanrde gegeven dat
b + b = 100

Nu wordt b constant gehouden op 100 en met 6; als nieuwe beginschat-
ting wordt de minimum kwadraatscm door aftasten van het oppervlak langs de
curve b = 100 bepaald, Tenslotte kan men b nog eenmazal een wat hogere res-
pectieveli jk lagere waarde geven en de bijbehorende kwadrzatsom uitrekenen,
In figuur 16 is bijvoorbeeld het geval geschetst dat tenslotte blijkt dat

b toch iets kleiner is dan 100.

Schaalfactoren van de afhankeliike variabele

Zoals uit figuur 9 volgt moet er een waardey bestaan zodanig dat van
Yy bet eindpunt op 9(a) ligt en dus

*

I =YL

Er is nu één waarde van a en Ydie veroorzaaskt dat man ¥ ='$ ¥ vol~
daan wordt,

Dit is in dit voorbeeld een gevolg van het feit dat nu twee vergelij-
kingen met twee onbekenden (a enY ) ontstaan, Met meer dimensies zal over
het algemeen geen oplossing verkregen worden doch wel zal steeds nagegaan
kunnen worden zoals in figunr 17 staat aangegeven welke factor Y de kwadraat-
som het sterkst doet afnemen. Komt geen schaalfactor in de gegeven functie
voor dan zou na de beéindigde vereffening zonodig achteraf ncg nagegaan
kunnen worden of een dergelijke factorY aanwezig is, en wat de grootte er-

van is,
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FIGUUR 17

Ock in dit geval behoeft niet met een nieuwe vereffening begonnen
te worden doch kan met interpolatie en extrapolatie de eindoplossing bew .
naderd worden., Daarna kan met een regressiebereckenihg in ket raakvlak

(fig.8) nagegaan worden of het eindpunt van de bewerking reeds is bereikt,

Slotopmerkingen

In het voorgzande werd uiteengezet op welke wijze het gedrag van de
parameters van een functie geanalyseerd kan worden.Hiermee kan een nader
inzicht verkregen worden in de wijze van convergeren naar een eindoplos-—
sing, '

De complicaties die zich bij niet-lineaire vereffening voordoen te
weten de meerwaardigheid van de functie, het voorkomen van asymptoten en
de mate waarin convergentie optreedt 1ijken nu te kunnen worden overszien,

Evenwel kan nog een probleem gencemd worden dat het vinden van een

oplossing bemoeilijkt, namelijk dat van het optreden van nevenoplossingen.
FIGUUR 18

Uit figuur 18 veolgt dat nevenoplossingen kunnen optreden afhankeli jk
van de vorm van ¢{a) respectievelijk ¢(a,b). Beide oplossingen zijn sta-
biel doch behoeven niet eenzelfde minimale kwadraatsom te bezitten,

Het invoeren van een nieuwe afwijkende 90 zal kunnen dienen een na-
bijgelegen oplossing op het spoor te komen, Een en ander zal tot moeili jk-
heden bij de interpretati.leiden indien de oplossingen dicht bij elkaar

liggen en fysisch niet te onderscheiden zijn,
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