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I.-. de vectcra]gebre en natrixrekening komen produktvormen voor die een scalaire grootheid of een 

functie' vcicrrittllen. 

Ze Kan, omgek^rri, •3* functie 

y -- V - i * a ' . x- * B-;x' ' 1) 

opgevat werder, -^is het Inproduet van de kol&r. vectoren 

CA l*À 
en x « x 

P/ 
De rwiictif »rr:Jt den geschreven in de wlegme vorn (waarvoor de commutatieve eigenschap relût} 

x « x . c . ( ~) 

of i' rj.'triasot.ati», aot t als aanduiding voor het transponeren 

t t 
V » * X = X « 

In het twvenstiiamle representeert ( l ) en tissrmee (2) een functie. Gevraagd kan worden vv; :'.CK 

functie de achtereenvolgende «fgeleider. w»r x. t e bepalen en deze in een koloa te rangschikkcr. 2a 

bewerking wurdt symbolisch voorgesteld door 

^ X -

4L 
dx 

•auri« Oe vee Lor fcen operator i a . Voor het driedimensionale geval koet deze overeen Met de a^rutcr 

nebi* i V; ui ' r - vectoranelyst m het antwoord op de gestelde vraag i s dan de gradient van de functie 

en wel« als gegeven i s 

de voefcor 

<p = ç ( x , x 2 , x ) = c on s t an t 

Vo 

3 X 

,a 

%l 
( 5) 
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•erdt ? verkregen uit een vector- of «atrixprodukt den ontstaat de vraag (3) in de oorspronkelijke 

elenenten (vector, aetrix) ait te drukke». De regels va&raee de gevraagde uitdrukkingen »orden ver

kregen, «orden hierna voor enkele gevallen in het kort aangegeven. 

Het iriprodntct 

1) y « e x 

zodat 

da 

2) y » x a 

Doordat de eoanutatieve eigenschap voor inprodakten geldt volgt direct 

? - « dx -

De lengte-kwadraat 

3) Dit 1) en 2) volgt na voor 

dat 

2 t 
y » x » x . x « x x 

r* • x • ( x) » 2 x 
dx - - •» 

van iaprodokten 

4) y " £ * ï * i * £ 
* (a • b) . * 

« * Ca • b) x 

zodat 
£ * ( . *b> 
dx - -

5) v " • • £ • £ • 2 

• «t • j j j 

waarvoor geschreven kan «orden 

T - (\ S X i > 
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De operator heeft m d« gedaante 

def _d_ 
« » d r 

zodat, volgens U geldt 

dr - -

Kwadratische vormen 

6) y * '(• . x) » ( a x) • (a.x„ • a_x_ • a_x_ ) 

Dit de beide «iterste leden volgt 
' 2 (a . x) 

dj » 2 (a . x) -2 2 (e . x) « 

Deze uitkaaurt volgt ook uit 1) door toeptSMO n n de •jcdafctftgel« 

üpgenerkt wordt dat de »rodoktregel slechts op het associatieve ottrixprodukt toegepast neg worden 

dus 

? - * ( * £ £ ) ( t a j ) 

t t 
• x a a x 

Ä t t , t t •* 

« • a x • v x a a ; 

" 2 a a x 

Herleid op de uitgangsvorm wordt dit 

§* - 2 a ( a . x ) 
ex •* "* — 

Tweede greadsvoraen aet aatrioes 

7/ Be «lgeneue gedaante van een tweede graadsvar« is in natrixnetatie Cvoor een tweedimensionaal 



t 
y « x A x 

«vvciva 
• ( VV . 

, e x 1 • dx2 , 

2 ., 2 
= «x * (b + c ) x x * dx 

tuend t volgt dat 

( 2ax + (b • c ) x 

(b • c ) x^ • 2 dx2 , 

/a b> 

le d ;> -c > 
zodat 

• * = * » • t u 
dx - -

Door toepassing Tan de prodoktregel op y wordt deze uitkomst rechtstreeks verkregen namelijk 

— x A x = A x • C x AJ 
dx - - — — 

t 
« A x • A x 

v % t . . . 
e; Voor het geval dat natrix A oit 7) synoetrisch is geldt A » A zodat in dat geval de uitkomst luidt 

— x A x = 2 A x 
dx - - -

Kwadratische vormen aet Batrices 

9) y - C A x ) 2 

"""'• bN / X l \ l 2 ( *> 
i c d , 

ax • bx. 

CX1 

• b * v 

2 
(ax„ • bx„ ) + ( ex . • dx„) 

1 2 1 2 



Hieruit voigt voor de afgeleide 

Y2 (*x_ + bx„) a • 2 (cx„ • dx ) c1* ƒ 2 (.«x + bx,; a • 2 (ex < 

g «f 
- [2 C«Jt • bx ) b • 2 (ex • dx2) d 

= 2 
a c \ / « 1 + b x 2 

b d/ y ex • dx J 

• 2 * A A x 

De uitkomst kan ook net de produktregel verkregen worden door ( O tl* matrixprodukt te schrijven en 

8) toe te passen. De afleiding wordt dan 

y =<A x ) 2 = l ( A x ) ( A x ) 

• x A A x 

A A & B 

waarir B een syssnetrische matrix i s dan kost er 

d t 
• r x B x = 2 B x 
dx - - -

= 2 * A A x 

In litt voorgaande werden enkele regels gegeven voor net bepalen van afeeîeiden van scalaire functies 

die uit voctor- respectievelijk natrixprodukten zijn ontstaan. t*e afgeleiden kunnen bepaald worden tioor 

nrtar -_c vtr.abele vector te differentieren waarbij bedacht «wet »orden: 

•'.. dat cc areeuktregel slechts kan worden toegepast wanneer de functie als aatrixprociukt 

geschreven aordt (waarvoor de associatieve eigenschap geldt) 

/ . Pt vorraeu vóór de variabele in bun getransponeerden overgaan« er, vormen achter ae 

variabele ii, nur. oorspronkelijke vorst in de afgeleitie voorkoaen. 

Z, dat de KettinEregel niet altijd toegepast kan »orden (vergelijk fc) met 9)) 

3e »fcctkuncibe betekenis van oc uitkomsten i s deze dat de richting van ie norraal op riet a^ervlak 

Ç = •oiistar.t^verkregen wordt. (ôPlï-'GEL, peg. -32 e .v. , TIMKAN, paf. ÓV c v , / . «or\»t deze noruaül »oor-

ges'-tlo. aoor ùe n ian i s dus 

n « 7 <p of n * 7-t 

ü.. ...t vu. vc:anderine van dê functieïaarde naar hogere «ttrue:; warvt ^L/ÏV-',': ;>cr 

cc •ic;~r.f!.l -iBLielijk 

b I* I V « P ! 
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*orr.t m voorgesteld door niveanlijnen in bet grondvlak dan zullen bij grote n de niveaulijnen 

dicht bijecD ligner.. Is n klein, dan liggen dese ver uiteen. 

Is. r het punt ver <9 waarvoor n berekend wordt dan geldt voor het raakvlak in dat pant aan 9 
••o ** 

( r - r ) • A = 0 

ï .:-rin ac vector r * 

: \ 

X 

n 

de coördinaten van een willekeurig punt van het raakvlak representeert. 

in scnuac 

akvlak 

•<p(a,b) 

;. ; ùv\ .U; Kir, f,or •• vrsagd »orden naar de mate van verandering van de fanctieva&r'iE 9 i" f-"--

gegeven ric:<ii&(* fci,.vocr':«.eld s . De zogenaamde richtings-afgeleide i s in d i t geval het inr«rocufct 

V 9 

UI 
of, :aet e i l : , ó;;r:jjidin£ van een eenhéidsvector in de r ichting van £ waarvoor l a j = , 

V 9 

l i l 
a . • 
- -e 

Keetkuniiig s t e l t deze vorm de oocponent van n in de richting van a voor daar voor het inprodukt geldt 

n . a «I ni J a I cos a » I n j cos fit 

»elke laatste vorm de projectie van de vector n op de vector a voorstelt . 

In net bijzonder ße l i t nog voor de raaklijn aan een niveaulijn en dus met & loodrecht op n dat 
••e •• 

n . a » O 
- —e 

Er treedt dus in deze richting ( over een klein afstandje) geen verandering op. 
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