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Inleiding

Van een reeks waarnemingsuitkomsten, bijvoorbeeld de neerslag op een
bepasalde dag, het zantal voertuigen dat per dag een bepaald punt passeert
en dergelijke, kan een frequentieverdeling worden samengesteld, die hier
met empirische verdeling zal worden aangeduid.

Uit een empirisohe frequentieverdeling kan de over- of onderschrij—
dingsfrequentie, waarmede een bepaalde waarde is opgetreden, worden afge—
lezen. '

Indien het patroon van de verdeling zich in de toekomst niet wijzigt,
kan de empirische verdeling zls achatting voor de kansverdeling worden ge-
bruikt. Hieruit kunnen de kansen worden afgelezen, waasrmee een bepaald
bedrag zal worden over- of onderschreden. |
| Daar de empirische verdeling slechts uit een eindig asantal gegevens
is samengesteld, zal bij de schatting van de kansverdeling een meer of
minder grote fout optreden. Naarmate het mantal gegevens (n) van de em-
pirische verdeling groter is, zal ook de schatting van de workelijke kans-
verdeling zekerder zijn. De kans, dat een overschrijdingskans precies ge—
lijk is aan de overschrijdingsfrequentie is nul, immers de kans, dat een
geschatte waarde precies gelijk is aan de te schatten wasrde is nul. De
kans, dat de overschrijdingskans binnen een interval rond de empirische
vordeling valt is echier groter dan nul. De onzekerheid, die ontstaat door
met de empirische verdeling in plaats van met de kansverdeling te werken
wordt daarom door een intervél symmetrisch rond de empirische frequentio-
verdeling weergoegeven.

Naarmate het risico (&), dat de kans aangeeft waarmee de werkelijke
kansverdeling nog buiten het interval zal liggen, kleiner wordt gekozen
zal het interval breder worden. De breedte van het interval is afhanko-
1ijk van het aantal gegevens (n) van de empirische verdeling en het risi-
copercontage (a}, dﬁt de ondeorzocker zelf vaststelt.

In pleats van hot risicopercontago {(«) ken ook de betrouwbaarheids—

co¥ffici¥nt (1-4) worden gebruikt.
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Om de cumulaticve frequentiecurve kan dus con betrouwbaarheidsin-
terval met asn woerszijden van de curve cen brecdic d, wordon geconstru-
cord voor con betrouwbaarheidsco¥fficiént (1-a)%, dat wil zeggon: de
woerkelijke kansverdeling zal met cen kons (1—a)% binnen de azngegevol

grenzen liggen.

Voor son cumnulatieve frequentiecurve berckend volgens
' i
(i is het aantal gegevena, dat kleiner of gelijk aan een zckere waarde
is) gelden de betrouwbaarheidsgrenzen (F, + da)-en (7~ da)' Deze gren-
zen moeten worden gemeten langs de "kansschaal. Ze worden voor ieder
punt van de frequenticcurve uitgezot. Voor de breedte da geldt (DRION,
1952)s
2
d. = .
L = 100% (1)

Daar do frequentie niot in deze formule voorkomt is d  dus voor de
gehele verdeling constont, doch indien doze is nitgezet op een "kons-
schaal™ zijn de betrouwbacrkeidsgrenzen niet evenwijdig aan de frequen—
tiecurve. ’

Het verband tussen o en z wordt gogeven met de formules

@ =28 (-1)8'_16_26'22'2 A - (2)

In de volgende tabel zijn enkele berekende waarden van d, gegeven,
getabelleerd met hun bijbehorende «, z en n-waarden. De tabel is verkre-
gen door o aan te nemen en via formule (2) de bijbohorende z-waarde te
bepalen, waardoor voor gegeven n-wasrde uit formule (1) 4y volgt.

Tgbel 1 Het botrouwbaarheidsinterval d, voof verschillemdo stookproef-
grootten n en verschillende risicopercentages o

e 2 n = 10 n = 100 n = 1000
50 % 0,828 26,18 % 8,28 4% 2,62 %
20 % 1,073 33,93 % 10,73 % 3,39 %
10 % 1,224 38,71 % 12,24 % 3,87 %
(5 %01 [1,358 0 [42,94% 13,58 % 4,29 %
2 % 1,517 47,97 % 15,17 % 4,80 %
1. % 1,625 51,39 % 16,25 % 5,14 %
0,5 % 1,731 54,74 % 17,31 % 5,47 %
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Voor een uitgebreide tabel van g-wearden zij verwezen noar BRION,
1952, pag. 148 en FISZ, 1962 pag. 510.
In figuur 1 is hoet verband tussen da en n grafisch weergogoven. In

de prakiijk wordt voor a veelal 5% gekozen.

Het bovenstaande is moer uitvoerig behandeld in I.C.W.-nota no.187

(ST0L, 1963).
In deze nota zullen enkele praktische toopassingen worden besproken

van het toetsen van frequentieverdelingen.

Het tekenen var occn betrcuwbaarhoidsinterval

Ongeacht of de puniten van de cumulatieve frequentiecurve worden be-

rekend en uitgezot volgens de formules {zie nota no.187, pag. 10):

S i- 0,3 ' :

F, = e i 200%  (Median)
n i .

Po= o571 - 100% (Mean)

. . i tT

F= = . 1006 (FPQ)

blijven de grenzen van het betrouwbaarheidsinterval, waasrmee wordt ge-

toetsts . )
i i
(5 . 100 + da)% en (—ﬁ . 100 - da)%

daar voor het afleiden van het interval van het froquentiequotidnt Fq is
uitgegaan. '

Ongecacht de drie berckeningswijzen van de cumulatieve frequentie
goldt ook met een kans van a% de uitspraak, dat de werkelijke kansvorde-
ling or toch buiten ligt.

De kans welke men loopt, dat een curve binnen het interval toch nict
de juiste is, is bij deze wijze van toetsen niet goed vast tc stellen.

In figuur 2 is het betrouwbaarheidsinterval om een neorslagverdeling
uitgezet. Voor 5 mm neerslag per etmaal staat het interval op de "kans-
schaal" aangegeven. Vanwege het nog betrekkelijk geringe aantal punten
(n = 310) kan de werkelijke konsverdeling dus nog vrij veel von de fre—
quentioverdeling afwijken. Hieruit blijkt, dat men voor het itrekken van

de goschatte kansverdelingscurve in principe een zeer grote vrijheid
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heeft, doch de ondoerzoecker zal van dege vrijhoid slechisonder goed go-
motiveerde voorwzarden gebruik mogen maken{zie pag. 6).

Aangezien do waarden 0% on 100% op do "kansschaal" respectievelijk
naar —o c¢h +ee verdwijnen, worden die betrouwbaarheidsgrenzen, die ge-—
lijk asn of kloiner zoudon zijn dan 0% e¢n die, welke gelijk aan of gro-
ter zouden zijn dan 100% ook in - of +w gedacht. De verbindingslijnen
naar doze punten lopon dus altijd evenwijdig aan de "kansschaal".

In figuur 3 zijn de betrouwwhaarheidsgrenzen voor verschillende n-
waarden om ecn hypothetische verdelingscurve ulitgezet. De punton van de
hypothetische fregquentiecurve zijn cenvoudigheidshalve op een 45°—lijn
gokozen. Indion ecn empirische curve op transparant papier wordi uitge-
zet, kan het interval per punt worden overgenomen. Het transparant pa-
pier wordt hiertoe zodanig over de figuur verschoven, dat do 50%—kanslijb
non op beide figuren steoeds blijven samenvallen en een punt van de empi-
rische curve op do hypothetische curve komt to liggen. Voor dit punt wor-
den nu de grenzen van hot betrouwbaarheidsinterval in verticale richting
gemeten voor de bijbehorende waarde van n op het transparant papier over-
gonomen. Deze werkwijze mag uiteraard alleen wordern toogepast bij empi-
rische curven berockend volgens de formule

F, =ri'1' . 100%
en uitgezet op een identicke kansschaal als in figuur 3.

Do grenslijnen in figuur 3 geven de uiteinden van de betrouwbaar-

heidsintervallen en tovens de uiteinden van de hypotheiische curven wel-

ke in verband met het aantal gegevens optreden aan.

Vorgelijking van freguentioverdelingen

Een vergelijking van verdelingen door middsl van het betrouwbaar-
heidsinterval kan alleen vio ecen hypothese worden uitgevoerd. Als hypo-
these wordt in de regel de veronderstelling gebruikt, dai twee frequen-
tieverdelingen foitelijk niet van elkaar verschillen. Getoetst moet nu
worden of de verschillen die worden gevonden systematische verschillen
zijn of slechts toevallige afwijkingen. Enige overeenkomst tussen verde-
lingen kan niet worden bewezen. Wel kunnen verschillien van statistische

aard al dan niet worden aangetoond. Indien gecn verschillen worden azange-—
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toond, Kan de hypothese Jjuist zijn. Worden wel verschillen govonden, dan
dient de bypotheose te worden verworpen.

Men kan bijvoorbeeld als hypothese aannemen, dat twee geologische
grondmonsters conzelfde ontstaanswijze hobben, dat wil zeggoen tot ocon-
zelfde populatie behoren. Men bepaalt de korrelgrootie-verdelingen van de
monstors cn vindt statistische verschillon tussen de twee verdelingen.
Mot con risicoa% kon dan worden gezegd, dat de hypothese onjuist is.

Statistisch verschilt een empirische verdoling van een anderc, be-
houdens eon risicoa %, zodra deze roeds op een enkel punt buiten de be-
trouwbzarheidsgrenzen van de andere valt. Over de aard van de verschil-
len zelf ken nictsworden gezegd. Dezo kan bijvoorbeold zijn cen verschil
in gemiddelde, een verschil in spreiding, een verschil in vorm van de
verdeling, cnz. Vali deze verdeling geheel binnen ket betrouwbaarheids-
interval veon de andere, dan kunnen statistisch geen verschillen worden
aangctoond.

Eon voorbecld geeft figuur 4. De verdelingen van de dagncerslag-
sommen van Januarl en mei verschillen duidelijk. De kansverdelingen van
Jjanuari en mei zijn negonocg niet dezelfde. Indien de nserslapgwzarden
voor gelijke frequenties tegen de maanden van het jaar worden uitgezet,
zouden deze verschillen nador kunnen worden onderzocht, bijvoorbeeld op

het optreden van cen seizoconbewzging.

Ook kan men het verschil itussen gelijkwaardige punten van de twee
empirische verdelingen vergelijker met ket befrouwbaarheidsinterval.
Daartoe worden op lineaire schalen de perceantages van de twee voréelingen
voor golijke abscis-waarden tegen olkaar uitgezet (zie tabel bij fig.5)
en vergeleken met de hypothetische lijn, (een 45°-lijn in fig.5), welke
zou ontstaan indien beide verdelingen volkomen zan elkaar gelijk waren.
De betrouwbaarheidsgronzen uitgezet om de bypothetische lijn, geven op
deze schalen evenwijdige rechte lijnen. Zijn de verschillion kleiner dan
da dan kurnen ze als toevallige afwijkingen worden azngemerkt. Is d4it
niet zo dan moeten systematische verschillen tussen beide verdelingen
worden aangenomen. Deze methode is alleen bruikbaar, indien beide verde-~
lingen hetzelfde aantal gegevens hebben. Anders zou men cen andere me-
thode mocten toepassen(zie I.C.W.-nota no. 187).

In figuur 5 is boven besproken methode toegepast op de elomentaire

dagverdelingen van 10 en 20 Jjonuari. Hier blijkt, dat de tijdstippen zo-
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donig dicht bij elkaar zijn gckozen, dat geen verschillen tussen de ver-
delingen kunnen worden asangetoond. De tijdsfactor zpeelt dus een zeer ge—
ringe rol. In de praktijk worden de clemeniairc dagverdelingen samenge—
nomen tot eon gecombincerde deogverdeiing voor een maaond, zoals in de fi-
guren 2 en 4. Hot voordeel van deze samenvoeging is het grotorce aantal
waarnemingen in de verdeling waardoor deo afwijking tot de werkelijke
kansverdeling wordt beperkt. Ecen extreme verdeling blijkt die van 15 jo~
nuari te zijn, getokend in figuur 5. Consequent moet de unitsprask volgen,
dat de verdelingen van 10 en 15 Jjanuari van elkasar verschillen. In dit
goval is het echter voor de hand liggend aan te nemen, dat we met sen
uitzondering te doen hebben. Als niet moer dan a% van de uitspraokon voor
de elementaire dagverdelingen in januari deze uitzondering vormen, is de
gocombinecerde dagverdeling voor de mazand januari als representatios woor

de elementaire dagverdeling nog verantwoord.

Hot gebruik van de vrijheid binnen het betrouwbaarheidsinterval

Moestal is do werkelijke kansverdeling nict bekend. Men tracht deze
tc benaderen met eon goschatte kansverdeling.

Wel moet worden getracht de werkelijke kansverdeling zo dicht moge-
lijk te benadcren. De grootste kans dzartoe heeft men indien de geschatte
kansverdeling zoveel mogelijk aan de punten van de frequentievordeling
wordt aangepast.

Hierbij moet worden opgemerkt, dat een empirische verdeling bere—

kend volgens:

b i 0,3 ' :
F =5 57 100 % (Median)

de werkelijke kansverdeling gemiddeld beter zel benaderen dan indien be-
rekend volgens
i

Fé = "-D.—-‘l-—I . 100 % (MG&II)

en deze weer een betore benadering is dan indion de frequentieverdoling

is berekend wvolgens

. i '
Fo= 3 . 100% (FQ)

(zie I.C.W.-nota no. 187)
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Binnen het beotrouwbzahreidsinterval heeft men in principe echter
oen groterc vrijheid om de goschattic kansverdeling to tekeonen.Statistisch
kan namelijk niet worden aangetoond, dat de geschatte kansverdeling dan
niet samenvalt met deo werkelijke kansverdeling.

Bepaalde afwijkingen van de geschatte kansvordeling tot de empiri-
scho frequentieverdeling zijn daarom wel to verdedigen, indien men bo-
pacldo hypothesen inveert. In wezen wordt dan acngenomen, dat or indor-
daad afwijkingen van de¢ cmpirische verdeling ton opzichte van de werke-
lijke kensverdeling zijn. Zolang de afwijkingen echter binnen het inter-
val liggen zijn ze nog van toevallige aard. Enige gebruikelijke hypothe-

sen zijn:

1. Men neemt cen bepaalde vorm van de workelijke kanscurve aan (bijvoor-
beeld de verdeling is normaal). Is de aangenomen vorm in eon formule
te vangon dan zal de geschatte kanscurve veclal via cen berckoning
kunnen worden bepaald.

2. Men necemt aan, dat do wgrkelijkc kanscurve "asirak" vorloopt. Door de
punton van de empirische curve wordt cen vlociend verlopende strakke
lijn als geschaife kanscurve getrokken.

3. Mon ncemt een onderlingec samenhang tussen cen aantal verdelingen aan.
Deze samenhang kan veelal in een figuur worden weergegoven (door bij-
voorbeeld necrslag icgen de tijd uit te zetten). Met behulp van hypo-
these 2 kan dan cen grafische vereffening worden toegepast.

De steckproefgrootie T

RS R e
e AN gt ST .

De steckproefgrootte wordt door de onderzooker gekozen. Encrzijds

zal hij de steekproefgrootte (n)} om arbeidseconomische redenen boperken,
anderzijds dient n zo groot te zijn, dat de empirische verdeling voldoon-

- e SN g -
a4 e e b b, e, rr— S

Door sen voorbeeld te nemen, waarbij de werkelijke kansverdeling bo-—

kend is, kunnen we een iydruk krijgen over wat het effect van cen steek-
proef kan zijn en in hceverrc de kansverdeling in de steekproef wordt to-—
ruggevonden.

Figuren 6, 7 en B geven voorbeelden van a-sclecte steokproeven uit
cen standaard-normale verdcling (table 23, DIXON and MASSEY, 1951). Hier
is de kansverdeling bekend; namelljk eon normale verdeling met cen sproi-
ding gelijk aan &én. Mot geschikte schaalecnheden uitgezet, geeft deze

195/1263/25/1



~8-

verdeling op een "kansschsaal" een 45°—lijn. De steekproeven van figuren
6 en 7 zijn ook begreper in het cijfermaterisal waaruit figuur 8 is ont-
staan, de steekproef van figuur 6 komt ook vocr in figuur 7.

Men krijgt nu een indruk hoe de frequenties met de steekproefgrootte
tot de werkelijke kansverdeling naderen. De afwijkingen ten opzichte van
de normale verdeling en de breedte van het betrouwbaarheidsinterval zijn
bij kleine steekproeven groot. De becordeling van de resultaten van een

kleine steekproef blijkt zeer moeilijk te zijn.

De sieekproefgrootte dient dus voldoende groot te worden gekozen.
Als men het betrouwbaarheidsintexrval als maatstaf neemt, kan bij een ge-
kozsn o en d& de steekproefgrooite worden opgegeven. Men stelt dan de eis,
dat met een zekerheid van (1 — «)% de werkelijke kansen moeten vallen bin-
nen een interval dc‘aan weerszijden van de bijbehorende frequenties.

Men stelt bijvoorbesld, dat a« niet groter mag zijn dan 5% en d
niet groter dan 7,5%. Voor ¢ = 5% is volgems tabel 1 =z = 1,358. Uit de

formule :
_ 1,358
T,5> 4, = Y - 1007

volgt dan, dat n > 327 moet zijn.

In figuur 3 interpoleert men, dat n > 300 moet zijn. Een kileine af-
wijking van n geeft slechts een geringe, in figuur 3 onzichtbare, afwij-
king van da' De eis voor de maximale groottie van da is in de praktijk
meestal een raming. Een grote nauwkeurigheid ten asanzien van de eis voor
de steekproefgrootte heeft daarom weinig praktische waarde. In de prak-
tijk is het daarom voldeende nauwkeurig figuur 3 ite gebruiken voor het

bepalen van de minimale steekproefgrooittse.

Samenvatting

Het frekken van een steckproef uit een kansverdeling resulteert al-
tijd in een afwijking van de steckproefverdeling ten opzichte van de kans-—
verdeling. Iedere empirische verdeling heeft een afwijking ten opzichte
van haar werkelijke kansverdeling.

De werkelijke kansen kumnen niet uit een empirische verdeling worden
bepaald, doch wel worden geschat. Zoals bi] iedere schatiing is er een
kans op fout schatten. Wel kan een interval van kansen worden gegeven,
waarbinnen de werkelijke kans zal liggen met een kans van a% echter, dat
de werkelijke kans nog buiten het interval ligt. De grootte van dit in-
terval hangt af van de steekproefgrootte en het gekozen risico a-
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Indien hot interval om icder punt van de cumulaticeve froquentic-
curve wordt uitgezet, vorkrijgzt mon con betrouwbaoarheidsinterval, waar—
buiten de werkelijke kansverdeling niot voorkomt mot cen kans vana % dat
dit toch zo is.

Statistisch verschilt cen empirische vordeling van cen andore, bo-
houdens dus cen risicog %, indien ze gehecel of gedecelteolijk buiten de
betrouwbaorheidsgrenzen van de andere valt,ofwel indien de afstand tus-
sen gelijkwaardige punten van de beide verdelingen grotor is dan het be-
trouwbaarheidsinterval.

De geschatte kanscurve moet binnen het beilrouwbaarheidsgebied liggene
Do grootstec kans op een goedo schatting heeft men, indien de kanscurve
zdvool mogelijk aan de puntern van de frequentiecurve wordt azngepast.
Afwijkingen dionen met bepaalde hypothesen to worden gemotiveerd.

De beoordeiing van de resultaten van kleine steekproeven is zoeer
moeilijk. De steekproefgroctte dient voldoends groot te worden gekozen.
Door hot fc nemon risico en de grootte van het interval als voorwoarden
tc stellen wordt een minimum ois ten azanzien van de steekproefgrootte

verkregoen.
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