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Inleiding 

Meteorologische en hydrologische waarnemingsreeksen worden veelal in 

frequentie-figuren samengevat. De methode op zich zelf is eenvoudig en leidt 

tot overzichtelijke resultaten tengevolge van de bijzondere eigenschappen 

van de gebruikte techniek, 

In het kort komt de werkwijze op het volgende neer. Over de periode van 

waarneming worden de gegevens gerangschikt naar niet afnemende grootte zodat 

uitgegaan wordt van de reeks die, als geen gelijken voorkomen, voorgesteld 

kan worden door 

x.. < x < x_ < ... < x. < ... < x (1) 

Vervolgens wordt van elk gegeven vastgesteld welke de cumulatieve fre­

quentie in de steekproef (1) is, door bijvoorbeeld vast te stellen de zoge­

naamde 'onderschrij dingsfrequentie*: 

wat de frequentie is waarmede de waarde x. niet zal worden bereikt . De 

zogenaamde *overschrijdingsfrequentie' volgt uit 

h>(xi) = 1 - h<(xi) (3) 

wat de frequentie i s waarmede de waarde x. wel zal worden bereikt of over­

schreden. 

Een frequentie-diagram onts taat nu door de volgende punten tegen elkaar 

u i t t e zet ten: 

(x, y) = ( x i $ h < ( x i ) ) , i = 1, . . . , n (U) 

Andere mogelijkheden zijn ̂  ̂ - Q*^ , T T + T * w e I k e b*J e e n gering aantal 

gegevens in deze volgorde een zekere voorkeur verdienen 
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Aangezien de reeks (1) niet-dalend is en (2) steeds stijgend, zal de 

polygoon die de punten (h) verbindt een steeds stijgende curve zijn. Dit be­

tekent dat men in deze curve veelal de mogelijkheid ziet met redelijke be­

trouwbaarheid, dat wil zeggen reproduceerbaar, de polygoon door een vloeien­

de gemiddelde curve te vervangen, waarbij vooral het centrale gedeelte 

{50% punt) bij een voldoend groot aantal gegevens de benodigde houvast biedt. 

Voor de meeste hydrologische verschijnselen bestaat er geen theoretische 

afleiding van de vorm van de frequentie-verdelingscurve zodat veelal de 

bovenomschreven werkwijze wordt toegepast die dan een zogenaamde empirische 

curve oplevert. Deze kan dan weer gebruikt worden om na het aflezen van 

•ronde' waarden op de frequentie-schaal door middel van interpolatie de bij­

behorende waarde van de variabele x af te lezen. Bij het gekozen frequentie­

niveau wordt de afgelezen waarde van x de kritieke waarde x. genoemd (fig.1). 

Zijn de frequentie-curven bijvoorbeeld voor elke maand m van het jaar 

vervaardigd, dan kunnen de geïnterpoleerde waarden tegen de tijd worden uit­

gezet voor een constant onderschrijdingspercentage, volgens de coördinaten 

(x, y) = (m, x.(m, h )) , h constant (5) 

Hierin wordt voor h vaak genomen de niveaus 5, 10, 25, 50, 75, 90 en 

95%» Ook deze punten kunnen weer onderling verbonden worden. De curve voor 

h< = 50% geeft de verzameling van medianen uit de empirische frequentie-curven 

per maand en zal de best bepaalde curve van (5) zijn, daar steekproeffluctua-

ties hier relatief de geringste invloed op de ligging van de frequentie-cur­

ven hebben. 

Door voor gelijke frequentie-niveaus de kritieke waarden x. tegen de 

maand van voorkomen uit te zetten worden curven verkregen die een periodiek 

karakter vertonen (zie fig. 2 en volgende). Het ligt voor de hand als golf­

lengte de periode van 12 maanden te nemen terwijl de amplitude, en de verde­

re vorm van de curve, empirisch kunnen worden bepaald. De curven zijn overi­

gens in de regel niet met een enkele sinusoïde te beschrijven. 

De bundel curven welke ontstaat door in (5) voor h verschillende waar­

den te kiezen bestaat nu dus uit een aantal van deze periodieke functies. On­

derling zal de vorm verschillen doordat toppen en dalen op verschillende 
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tijdstippen zullen optreden en ook omdat de amplituden afhankelijk zullen 

zijn van het niveau van h . Deze onderlinge verschillen in vorm zijn echter 

voor elk bestudeerd geval systematisch van aard. 

In het volgende zal een model besproken worden waarmee de belangrijkste 

eigenschappen kunnen worden verklaard. Ondanks het feit dat een aantal aan­

namen gedaan moet worden om een numerieke behandeling mogelijk te maken -

aannamen waarvan niet onderzocht is of (hoe) de gegevens hieraan (kunnen) 

voldoen - biedt het model de mogelijkheid de verklaring van de verschillen 

tussen de curven uit het gedrag van slechts enkele parameters te analyseren. 

Bovendien ontstaat een beter inzicht in de voorwaarden die men in feite 

aan het basismateriaal op.legt door in de grafieken voor gelijke frequentie­

niveaus curven van een bepaald type te tekenen. In het volgende zal dit tot 

uiting gebracht worden door niet zo zeer op aanpassing in details de nadruk 

te leggen dan wel op het algehele patroon. In de opbouw hiervan komen impli­

ciet de voorwaarden tot uiting die men in wezen aan de samenstellende delen 

oplegt. 

Gebruik van waarschijnlijkheidspapier 

Het uitzetten van de punten (h) wordt in de regel op normaal waarschijn­

lijkheidspapier gedaan. 

Hiervan is de lineair ingedeelde verticale as becijferd met een kans-

variabele u met gemiddelde o en variantie 1. Deze as wordt in de regel ver­

vangen door een die met de bijbehorende cumulatieve frequenties is becijferd 

(fig. 1) zodat de relatie wordt 

P (u < u } = -J-<L- °' /ST 

u 
° , 2 

e" 2 v dv (6) 

wat de kans P weergeeft op de gebeurtenis dat een waarneming (realisatie) van 

u kleiner uitvalt dan de gekozen waarde u . Het verdient aanbeveling de uit­

komst van de integraal (6), welke in tabellenboeken kunnen worden opgezocht, 

te blijven beschouwen als een functie van de bovengrens. Kortheidshalve wordt 

hiervoor geschreven F(u ). Bij een gekozen kansniveau P. behoort dan een 

kritieke waarde u., verkregen uit de inverse bewerking symbolisch voorgesteld 
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door F~ (P) = u.. 
î 

Het gebruik van normaal waarschijnlijkheidspapier betekent nu dat uit­

gezet worden de punten met coördinaten 

(x, y) = (xis F(Ui)) (7) 

Met de corresponderende lineair becijferde y-as zijn dit de coördina­

ten 

(x, y) = (x., u.) (8) 

zodat, wanneer ook de kansvariabele x standaard normaal verdeeld is, de 

punten (8) op een rechte zullen liggen volgens 

u = x 

Ook andere rechten, bijvoorbeeld 

u - Ax + B (9) 

illustreren kansvariabelen die normaal verdeeld zijn. 
•Q 

Bewezen kan worden dat x als gemiddelde waarde y = - — heeft en als 
2 1 

variantie 0 = —5, zodat de kansvariabele X uit 
A 

x - vi 
: — - = x (10) 

weer standaard normaal verdeeld is met gemiddelde o en variantie 1, terwijl 
B 1 

x symbolisch voorgesteld de verdeling N(- —, ~) volgt. 

Van een steekproef zullen de punten op waarschijnlijkheidspapier uitge­

zet in het algemeen niet op een rechte liggen, ook niet als een steekproef 

van een normaal verdeelde grootheid wordt uitgezet. Vergelijking (7) gaat 

dan namelijk over in 

(x, y) = (x±, h<(xi)) (11) 





- 5 -

waarbij de beperktheid van de steekproef oorzaak is dat de punten fluctuaties 

rond de rechte (9) zullen vertonen. Met behulp van statistische technieken 

kan nu nagegaan worden of afwijkingen van (9) mogelijk uit toevallige afwij­

kingen verklaard kunnen worden. Wanneer empirisch wordt aangenomen dat een 

zekere functionele betrekking bestaat bijvoorbeeld 

u = f(x£) (12) 

zou dit betekenen dat f(x.) wel normaal verdeeld is wat de oorzaak is dat 

in de regel gezocht wordt naar een transformatie van de x-as die deze functie 

tot grondslag heeft waardoor (11) zich toch weer als punten van een rechte 

02 het waarschijnlijkheidspapier manifesteert. 

In het nu volgende zal worden aangenomen dat deze transformatie bekend 

is respectievelijk niet behoeft te worden toegepast, zodat van een normaal 

verdeelde grootheid kan worden uitgegaan. 

De invloed van het seizoen 

De belangrijkste parameters van de normale verdeling zijn spreiding en 

gemiddelde. Hiermede ligt de vorm van de verdeling geheel vast. Voor een 

kansvariabele x met normale verdeling N(u, o) geldt 

x -
u = - ° — • 

i 2 
e" 2 u du (13) 

u = -

x - p 
= F(-2_.) 

De seizoenbeweging is een afspiegeling van een sinusoïdale beweging en 

een eerste benadering is dan ook deze als functie te kiezen. Nu kan in aan­

merking genomen worden dat niet noodzakelijkerwijs het gemiddelde en de 

standaardafwijking dezelfde beweging zullen volgen doch in amplitude en fase 

kunnen verschillen, In de algemene uitdrukking voor een van de parameters 
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9. wordt daarom de afhankelijkheid van de maand betrokken door te schrijven 

9. (m) , m = 1, 2, ... , 12 (Ik 

met 
9.(m + 12.k) « 9.(m) , k = 0, 1, ... 

Aan het toekennen van een betekenis aan niet-gehele waarden van m zal 

in de regel geen behoefte bestaan, zodat 9. een discrete functie van de tijd 

voorstelt. Men kan nu trachten de continue functie 9.(t) te vinden die voor 

t = 1, 2, ... , 12 aan (1U) voldoet. 

Als eerste benadering kan voor 9.(t) een sinuscurve genomen worden. De 

algemene gedaante luidt dan nu: 

9 J t ) = u ( t ) = M + Am s i n ( t - t ) (15) 
1 m m 

9 0 ( t ) = 0 ( t ) = S + A s i n ( t - t ) (16) 
2 s s 

Deze betrekkingen dienen in de bovengrens van de in tegraa l in (13) in­

gebracht t e worden waardoor er onts taat 

xQ - u ( t ) 
u = 

P {x < x } = —~ 

U = — °° 

W^ , 2 
e" * u du (17) 

x o - p ( t ) 

TftT • F ( - 0 , M " ) 

waarin met t = 0 , 30 , ... de parameters verkregen uit de analyse van janu­

ari 5 februari, ... kunnen worden ingebracht. 

In feite is nu dus een meervariabelen probleem ontstaan waarin een rol 

spelen de kans P, de kritieke waarde x en de tijd (maand) t. 

Met deze drie variabelen kunnen § . 3Î = 3 typen figuren worden gegeven 
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die het verband volgens (17) weergeven. Het eerste type is reeds behandeld 

en zijn de frequentie-curven per maand dus met t constant. De punten worden 

op normaal waarschijnlijkheidspapier uitgezet. 

Het tweede type ontstaat door P constant te nemen en niveau-lijnen 

voor gelijke overschrijdingskansen P te tekenen in een 

(>:, y) = (t9 x. ) - stelsel. Dit zijn de figuren zoals reeds in het slot van 

de inleiding ter sprake zijn gekomen. 

Het derde type ontstaat door x constant te nemen wn dus het verband 
"x o 

te bestuderen tussen de grootte van de overschrijdingskans en de maand van 

optreden bij een vaste kritieke waarde x . 

In het navolgende zal alleen het tweede type nader besproken worden. 

Diagrammen met lijnen voor gelijke kansen 

Lijnen voor gelijke kansen van optreden van een verschijnsel worden 

verkregen door in (17) de kans P constant te stellen bijvoorbeeld = P . 

Hieraan worden door alle integralen (17) met gelijke bovengrens voldaan en 

dus door die combinaties van (t, x) waarvoor geldt dat 

o o\t) o 

waaruit met (15) en (16) voor de betrekking tussen t en x volgt: 

x = M + A sin(t - t ) + u {S + A sin(t - t )} 
m m ol s s ' 

Deze betrekking kan als volgt herleid worden. Schrijf de sinustermen 

uit en verzamel naar sin t en cos t waardoor ontstaat 

x = (M + u S) + a sin t - ß cos t (18) 
o 

waar in 

a = A cos t + u A cos t 
m m o s s 

3 = A s i n t + u A s i n t 
m m o s s 

S t e l vervolgens T/Ô?~+ S2" = W en TV = cos <j> en ~- = s i n <j> 
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zodat tenslotte 

x • (M + u S) + W sin(t - 4>) (19) 
o 

waarmede is aangetoond dat voor elke constante waarde van P de niveau»-lijnen 

weer sinusoïden zijn,met 

Gemiddelde: M + u S (20) 
1 ' o 

Amplitude : W « /A* + u*A* + 2u A A cos( t - t ) (21) 
—*• m o s o m s m s 
su 

A sin t + u A sin t 
.« • i m m o s s /««\ 
Fase : sin <j> = •• „ (22) 

zodat dus zowel de gemiddelde waarde, de amplitude als de faseverschuiving 

afhangt van het kansenniveau voorgesteld door u , en 

de niveau-lijnen onderling verschoven zullen liggen. 

afhangt van het kansenniveau voorgesteld door u , en de toppen en dalen tussen 

Bijzondere gevallen 

De uitkomst kan geverifieerd worden met enkele bijzondere waarden van de 

variabelen die zich gemakkelijk lenen voor het interpreteren van het resul­

taat» 

1) Voor de curve die de medianen verbindt geldt dat P - 50%, Voor een nor­

maal verdeelde grootheid is dan tevens u = 0 . Uit (19) tot en met (22) 

wordt hiermede onmiddellijk (15) terug verkregen, 

2) Indien de faseverschuivingen in (15) en (16) beide gelijk zijn aan t 

volgt uit (19) tot en met (22): 

x = (M + u S) + (A + u A ) sin(t - t ) 
o m o s o 

Gemiddelde waarde en amplitude van de niveau-lijnen zullen van P af­

hangen doch alle toppen en dalen worden op hetzelfde tijdstip bereikt 

(zie voorbeelden in de figuren 2 en 3). 
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3) Deze laatste eigenschap hebben ook de niveau-lijnen indien de gemiddel­

de vaarde u(t) niet meer van het seizoen afhangt en dus constant is. 

In dit geval is A = o en wordt verkregen 

x = ( M + u S ) + u A sin(t - t ) 
o o s s 

k) Tenslotte geldt deze eigenschap ook voor het geval de variantie niet 

van de seizoensinvloed afhangt en dus A = o. Nu wordt gevonden 
S 

x = (M + u S) + A sin(t - t ) 
o m m 

Dit geval bezit bovendien de eigenschap dat de amplituden van alle 

niveau-lijnen gelijk zijn zodat de lijnen door verticale verschuiving 

uit elkaar ontstaan gedacht kunnen worden. 

5) Als laatste voorbeeld wordt behandeld de vraag welke van de niveau­

curven de kleinste amplitude zal hebben met andere woorden onder welke 

voorwaarden de kritieke waarde zo constant mogelijk over het seizoen is. 

De voorwaarde voor de kleinste amplitude in afhankelijkheid van u wordt 

verkregen uit (21) met dW/du = o. 

De oplossing is de volgende uitdrukking voor het frequentie-niveau 

u dat het kleinste amolitude vertoont: 

A 
u„ = -T-c o s(* - O (23) 
o A m s 

s 
Vergelijking (23) kan alleen de curve voor P = 50$, en dus voor u = o, 

zijn indien t - t = 9 0 (of een oneven-voud daarvan) en gemiddelde en 
m s 

standaardafwijking van x hun extreme waarden 3 maanden na elkaar aannemen 

(zie fig. 2). Zijn t en t aan elkaar gelijk, dan hangt u alleen nog van 

de verhouding A /A af. 
m s 

De minimumwaarde zelf wordt gevonden door substitutie van (23) in (21) 

waaruit verkregen wordt 
W = A sin(t - t ) m m s 
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welke dus onafhankelijk is van de amplitude van de spreiding: A . 
S 

Toepassingen 

Bovenstaande theoretische benadering is slechts numeriek uit te voeren 

na uitvoerige analysen van het waarnemingsmateriaal. Vooral het verantwoord 

vaststellen van de juiste transformaties vergt in de regel een uitgebreid­

heid van de steekproef die veelal niet voorhanden is. Bovendien is het ook 

met een uitgebreid waarnemingsmateriaal meestal niet mogelijk tot een bepaal­

de transformatievorm te besluiten. 

Wel kan getracht worden de figuren voor gelijke kansniveaus rechtstreeks 

met het bovenstaande model te benaderen. Dit heeft vooral zin om na te gaan 

of een verdere analyse in deze richting met succes kan worden uitgevoerd. 

De gevolgde werkwijze was dat van enkele beschikbare voorbeelden de 50% 

niveau curve door middel van een harmonische analyse werd vereffend waarbij 

de eerste term in de verdere bewerking werd opgenomen. Evenzo werd uit de 

figuren voor gelijke kansen voor elke maand de standaardafwijking afgelezen 

(het traject tussen de niveau-curven 50% en 8k%, respectievelijk 16$ en 50%, 

welke waarden werden gemiddeld). Ook aan deze uitkomsten werd een sinuscurve 

aangepast. Tenslotte werden beide sinuscurven weer volgens de bovenomschre­

ven methode met elkaar in verband gebracht. Hoewel deze methode grof is, be­

antwoord ze aan het hier gestelde doel. 

Het resultaat kan nu met het origineel vergeleken worden doch behalve 

dat werden eveneens enkele combinaties doorgerekend waarin aan t waarden 
S 

van 0 (U5 ) 360 werden gegeven. Dit werd gedaan om het effect van verschil­

lende waarden van £ op het totaalbeeld nogeens na te gaan. Zie hier voor 

figuur 2 welke verder voor zich zelf spreekt. 

De voorbeelden werden aan een aantal eerdere publicaties ontleend 

en wel: 

FONCK, H. : Frequentie van afvoer en van neerslag min afvoer voor de Baak-

se Beek. 

I.C.W. Nota kOk d.d. 31 juli 1967 

Fig. 2C: 10-daagse afvoersommen 

Fig. 2E: 90-daagse afvoersommen 
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STOL, Ph.Th.: Een frequentie-onderzoek naar de verschillen tussen neerslag 

en verdamping. 

Cie. Hydrol. Onderz. T.N.O. Versl. en Med. No. k (1959) 

Fig. 1U; Neerslag min 0,7 E , 20-daagse sommen, Gemert. 

Aangevuld uit archief met 

Neerslag min 0.7 E , 60-daagse sommen, Gemert. 

: Neerslagmaxima en neerslagsommen bestudeerd aan 85 jaar neer­

slagwaarnemingen te Winterswijk. 

I.C.W.-Nota 1*32 

Bijlage 5* Neerslaghoe veelheden in mm (maximale dagsom) welke 

gemiddeld eens per T jaar zullen worden overschreden. 

Voorbeeld 1. Baakse Beek 10-daagse afvoersom (fig. Ua) 

De logaritmisch uitgezette afvoeren geven over het centrale gedeelte 

een goede benadering van de normale verdeling. Bovendien vertoont de 50$-

niveau curve een duidelijk sinusoïdaal karakter. Het patroon dat met het 

model verkregen werd sluit hierbij goed aan. 

Gebruikte formules (fig. h6) 

y(t) = 0,67 + 0,5^ sin(t + 90,0 ) 

a(t) = 0,Vf + 0,22 sin(t - 155,35) 

u : - 1,28 - 0,67 0 0,67 1,28 

P<: 10 % 25 % 50 % 75 % 90 % 

N.B. Met deze formules wordt de logaritme van de afvoer verkregen 

Voorbeeld 2. Baakse Beek 90-daagse afvoersom (fig. 5a) 

Als voorbeeld 1. Het totale niveau is op hogere waarden komen te lig­

gen. De spreiding is veel geringer dan in het voorgaande geval, zich uitend 

in een lagere waarde voor S en een amplitude A van 0,07 wat betekent dat de 
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spreiding over het seizoen gerekend praktisch constant is. In het model lig­

gen de niveau curven bij lage overschrijdingskansen te dicht op elkaar. 

Gebruikte formules (fig. 5b) 

n(t) • 2,08 + 0,32 sin(t + 147,36) 

a(t) - 0,31 + 0a07 sin(t - 133,22) 

N.B. Zie opmerking bij voorbeeld 1 

Voorbeeld 3. Gemert 20-daagse (N - 0,7 E )- som (fig. 6a) 

Door met een verschil te werken kan de kansvariabele zowel positieve 

als negatieve waarden aannemen, de frequentie-verdelingen bezitten daardoor 

geen asymptoot. De 50#-niveau curve is in goede benadering een sinusoïde. 

Gebruikte formules (fig. 6b) 

y(t) = - 4,75 + 27,13 sin(t - 59,17) 

a(t) = 22,29 + 5,08 sin(t - 142,84) 

u = 1,28 0,67 0 - 0,67 - 1,28 

P> = 90 % 75 % 50 % 25 % 10 % 

Voor een verzameling figuren met t =0(45) 360 wordt weer naar figuur 
S 

2 verwezen. 

Voorbeeld 4. als 3, nu voor 60 dagen (fig. 7a) 

De niveau curven vertonen een beeld waaruit bleek dat de standaardaf­

wijking niet êên, doch twee maxima (en minima) in een jaar vertoont. Dit ver­

oorzaakt de 'insnoering' in twee gedeelten van de figuur. De standaardafwij­

king van de verschillen tussen verdamping en neerslag over 60-daagse tijd­

vakken vertoont lage waarden in het voorjaar (maart, april, mei) en najaar 

(aug.,sept.,okt.) en hoge waarden in zomer en winter. 
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Teneinde deze tendens tot uiting te brengen werd de golflengte van de 

betrekking (16) 2 maal zo klein gekozen en werd geschreven 

a(t) = S + A sin(2t - t ) (2U) 
s s 

Dit houdt echter in dat de herleiding volgens (18) niet meer zonder 

meer geldig is en het resultaat van de analytische behandeling gecompliceer­

der wordt. 

Het patroon dat met dit model wordt verkregen sluit beter bij de empi­

rische curven aan dan zonder de aanvulling met de factor 2 het geval was. 

Ook voor de formule (2k) werden figuren vervaardigd van het gehele mo­

del met t =0(45) 36O. Zie hiervoor figuur 3. 
S 

Gebruikte formules (fig. Tb) 

u( t ) » - 25,25 + 76,06 s in( t - UU,00) 

cr(t) = 41,00 + 9,72 s in(2 t + 139,92) 

Voorbeeld 5« Winterswijk, 1-daagse maxima (fig. 8) 

Tot slot wordt nog een voorbeeld gegeven om aan te tonen dat de sinus­

oïdale aanpassing in vele gevallen moeilijkheden zal opleveren. De hier ge­

geven curven zijn niet symmetrisch. Het opnemen van volgende termen in de 

harmonische analyse voor (15) en (16) is weinig zinvol daar niet duidelijk 

is welke betekenis er aan moet worden gehecht.Beter interpreteerbaar is het 

aannemen van het niet-constante fase-verschil welk geval echter àaalytisch 

moeilijker te behandelen is (I.C.W. Med. 80). Zie voor dit type figuren ook 

fig.IIa tot en met f uit de nota van SNIJDERS (I.C.W.-Nota 376). 

Samenvatting 

In deze nota werd een formulering gegeven waarmede enkele eigenschappen 

van 'curven voor gelijke kansen' konden worden bestudeerd. 

Tot uiting kwam dat door de wijze waarop deze curven empirisch worden 

bepaald,voorwaarden aan het basismateriaal worden opgelegd. Tevens bleek dat 

een harmonische analyse waarin ook de term met een golflengte van een half 

jaar voorkomt in verschillende gevallen zinvol kan zijn. 
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GEBRUIK NORMAAL WAARSCH'JNLUKSHEIDSPAPIER 
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fig. 8 

WINTERSW'JK. NEERSLAGHOEVEELHEDEN IN mm ( maximale dagsom) 
WELKE GEMIDDELD EENS PER T JAAR ZULLEN WORDEN OVERSCHREDEN 
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