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1. INLEIDING 

In ICW-nota 544 (STOL, 1970) wordt aan de orde gesteld welke 

problemen zich voordoen bij het interpoleren van factoren die afhan

kelijk zijn van het seizoen en hoe deze interpolatie kan worden uit

gevoerd. Omdat het in de praktijk voorkomt dat de verzameling waar

den die een factor kan aannemen begrensd is, blijkt het van belang 

de probleemstelling uit te breiden en als extra voorwaarde aan het 

model toe te voegen dat de geïnterpoleerde factor het extremum niet 

overschrijdt. Voor het geval dat de waardenverzameling éénzijdig be

grensd is werd een oplossing uitgewerkt. 

2. PROBLEEMSTELLING 

Voor opeenvolgende perioden (bijv. maanden) zijn bekend de som 

van een grootheid S. (bijv. een neerslagsom) en een factor P., af

hankelijk van het seizoen, waarmee de grootheid S. wordt vermenig

vuldigd. 

Verfijnen van de tijdschaal, wat mogelijk is als de waarden van 

de betreffende grootheid ook bekend zijn per kleinere tijdseenheid, 

maakt het wenselijk voor de factor geïnterpoleerde waarden te ge

bruiken die zijn aangepast aan de factoren van de voorgaande en vol

gende periode. 

In de nieuwe tijdseenheid (bijv. decaden) wordt de grootheid 

voorgesteld door deeltotalen d. en de factor door p., waarbij i de 

waarden 1 tot en met n doorloopt als elke periode in n delen wordt 

gesplitst. 

Duidelijk is dat voor elke periode geldt 



I d. - S. (2.1) 

i-1 1 J 

terwijl als eis moet worden gesteld 

n 

y d.p. - S.P. (2.2) 

Hieraan wordt toegevoegd de eis dat p. het extremum niet over

schrijdt, dus in geval van een maximum 

p. < P , i = 1, ..., n (2.3) 
ri max' ' ' 

en in geval van een minimum 

pi * Pmin» i " * » •••• n (2-4> 

3. BESCHRIJVING VAN DE TE VOLGEN METHODE 

Bij het berekenen van de waarden p. voor periode j werd in nota 

544 uitgegaan van de waarden ir. welke gevonden worden door lineaire 

interpolatie tussen P. ,, P. en P..,. 

Om de verhouding tussen de ir.'s onderling voor de te berekenen 

factoren te handhaven werden de p.'s berekend uit de vergelijkingen 

pi = P 0 ' *i V O O r i = 1» •••» » (3.1) 

waarbij p_ zodanig woYdt bepaald dat aan voorwaarde (2.2) is voldaan. 

Deze werkwijze heeft het voordeel dat, in geval de P.'s positief 

zijn, ook voor p. positieve waarden worden gevonden. De waarde 

P » 0 treedt dus op als een minimum. Dit nu geeft een aanwijzing hoe 

aan voorwaarde (2.3) of voorwaarde (2.4) kan worden voldaan. Hiertoe 

moeten niet de waarden van TT. met een (positieve) factor worden ver

menigvuldigd, maar de verschillen van TT . met P . Wat hiervan 

° ° ' ï extreem 

de consequenties zijn kan het beste meetkundig worden duidelijk ge

maakt. In elk geval is zonder meer in te zien dat de verschillen van 



p. met P hetzelfde teken zullen hebben als die van ir. met 
*i extreem 1 
P , met andere woorden de berekende p.'s zullen de grenswaarde 

extreem' 1 ° 
P niet overschrijden, 

extreem 

4. UITWERKING VAN DE METHODE 

Bij de uitwerking zal ter vereenvoudiging van de notatie j • 1 

worden genomen. In fig. 4.1 is de factor P uitgezet tegen de tijd. 

De horizontale schaal is zó gekozen dat de index i de waarden 1, 2, 

..., n aanneemt. De figuur is getekend voor n « 4. De rechte 1- door 

de punten 

(i(n + 1) - n, P0) 

en 

(I(n + 1), Pj) 

heeft a l s vergel i jking 

y = - 2 X + 2 n " 1 ( ? 1 - V + P 0 <4-'> 

De rechte 1~ door de punten 

(I(n + 1), P,) 

en 

(l(n + 1) + n, P2) 

heeft als vergelijking 

y = 2 X " 2 n ~ 1 ( P 2 - V + P l <*'2> 

Voor de geïnterpoleerde waarden TT . kan dus worden geschreven 



Fig. 4.1. Meetkundige voorstelling van de 

interpolatie-methode 



i r . = 2 i +
2 " " 1(P1 - P0) + P0 voor 1 « i < i(n + 1) (4.3) 

en 

ir. - 2 l "2^ " ' (P2 - Pj) + P, voor i(n + 1) < i < n (4.4) 

Nu passen we op de rechten 1. en 1. een lijnvermenigvuldiging 

toe met de lijn y = P _ als as en met een factor qn £ 0. De J J extreem ^0 

beelden van 1. en 1_ zijn de rechten m. en m?. Snijden we m. respec

tievelijk m„ met de rechten x = i dan vinden we de snijpunten 

(i. P^). 

Om de formule voor het berekenen van p. te vinden is het aantrek

kelijk om, in plaats van de beschreven lijnvermenigvuldiging, achter

eenvolgens drie transformaties uit te voeren die uiteindelijk het

zelfde beeld geven. Deze transformaties zijn: 

T.: een translatie over de vector(0, - P ) 1 extreem 

T„: een lijnvermenigvuldiging met de lijn P = 0 

als as en met factor q 

T„: een translatie over de vector(0, P ) 
3 extreem 

Het beeld van (i, TT.) is 

T, . T„ . T,(i, ir.) = T_ . T.(i, TT . - P . ) 
3 2 1 ' ï 3 2 ' ï extreem 

= T.(i, qn(ir. - P ,. )) 3 ' 0 x extreem 

= (i, P ^ + qn(17- - P )) extreem 0 ï extreem 

Hieruit volgt 

*i extreem 0V i extreem 

ofwel 

p. = q,,T7. + (1 - qn) P (4.5) 
i ü i v n0 extreem 



De vermenigvuldigingsfactor qn moet hier 26 gekozen worden dat 

aan voorwaarde (2.2) is voldaan. Substitutie van (4.5) in de verge

lijking 

n 
l p.d. - P,S, 

.L. *i 1 1 
i=l 

geeft 

n 
J diq0iri + d.(l - <^) P 
1=1 

• P S extreem 1 1 

waaruit qQ wordt opgelost: 

S.(P „ - P.) 1 extreem 1 
p

 fc
 s, - I»-d. extreem 1 L 1 1 

(4.6) 

Als we voor het met de deeltotalen gewogen gemiddelde van de 

ir.'s het symbool ir invoeren, dat wil zeggen 

n n 
; = J, W J, di 

1=1 1=1 

(4.7) 

en we substitueren hierin nog vergelijking (2.1) dan kan vergelij

king (4.6) worden vereenvoudigd tot 

% 

P ^ - P, extreem 1 

P fc - v extreem 

(4.8) 

Resumé 

p. = q„ir. + (1 - q„) P „ , i = 1, ...» n 
ri ^0 1 0 extreem' ' ' 

P ^ - P. extreem 1 

P fc - ir extreem 



5. INVLOED VAN DE KEUZE VAN P(EXTREEM) 

In overeenstemming met wat in nota 544 werd afgeleid voor P_ 

blijkt dat vergelijking (4.8) voor P = 0 overgaat in 

% =~ZL- (5.0 

Het is van belang om na te gaan of de keuze van P het 
extreem 

resultaat van de berekening erg beïnvloedt. Hiertoe is een fictief 
voorbeeld uitgewerkt voor verschillende waarden van P . 

extreem 
De gegevens zijn: 

n = 4 

S « 100 

P0 - - 0,52 

P, = 0,52 

P2 = - 0,06 

p «. extreem 
qo - P 

- 0 

- 0 

52 

33335 

dl 
d? 
d3 
d4 

ld. 
L ï 

= 15 

= 35 

= 18 

= 32 

= 100 

zodat 

extreem 

Het construeren van de lijnen 1 , 1 , m en nu geeft een duide

lijker beeld van de uitkomsten dan een tabel van waarden voor qn en 

p. kan doen, daarom wordt volstaan met een tekening (fig. 5.1). 

Voor P _ kiezen we achtereenvolgens de waarden 
extreem 

2; I; 0,54; 0,25; 0; -2; -1; -0,54; -0,25. 

Uit de figuur komen nu twee opmerkelijke dingen naar voren. In 

de eerste plaats gaat het model als P naar » gaat. over in 
extreem ° ' 

een additief model, zoals genoemd in nota 544. Als vergelijking 

(4.8) geschreven wordt in de vorm 

qo =-
extreem 

1 -
extreem 
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is direct te zien dat 

lim qQ - 1 (5.2) 
P -»-00 

extr 

Wat de consequenties hiervan zijn voor vergelijking (4.5) is 

minder doorzichtig. Gebruikmakend van de regel van de l'Hôpital kun

nen we afleiden dat 

lim (1 - qn) P _ » P. - ir 
^0 extr 1 

P •>«> 

extr 

Hieruit volgt dat vergelijking (4.5) voor P -*• » overgaat 

in 

pi = ni + pl " * ( 5 , 3 ) 

Deze vergelijking komt overeen met wat we vinden als voorwaarde 

(2.2) wordt gecombineerd met de voorwaarde dat de verschillen tussen 

de p.'s gelijk zijn aan die tussen de ir.'s (het kenmerk van het 

additief model). 

In de tweede plaats blijkt dat de waarden van p. sterk af gaan 

wijken van de waarden van ir. als P ,_ ligt tussen P_ en P., res-J ï extreem ° 0 1' 

pectievelijk P. en P~. Dit lijkt een irreële situatie, maar indien 

de factor P zowel negatieve als positieve waarden kan aannemen doet 

deze situatie zich voor zodra de procedure van nota 544 wordt gevolgd. 

Opgemerkt moet hier natuurlijk worden dat de waarde van P 
extreem 

in de praktijk veelal niet vrij gekozen wordt, maar vastligt op 

bijvoorbeeld fysisch-theoretische gronden. 

6. TOEPASSING OP EEN FICTIEF VOORBEELD 

De in het voorgaande besproken methode zal nu op een voorbeeld 

worden toegepast. Tabel 6.1 vermeldt zowel de gegeven als de bere

kende grootheden. Ter vergelijking zijn de factoren op twee manieren 

aangepast, namelijk met P = 0 (dat wil zeggen met behulp van 

de parameter p_) en met P ^ = 1 (met de parameter q n ) . 0 extreem r M 0 
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De fig. 6.1 en 6.2 laten zien hoe in beide gevallen de factor P 

een meer vloeiend verloop krijgt. 

O p m e r k i n g 

Zoals in de inleiding al is gezegd werd alleen een methode uit

gewerkt voor het geval dat de waardenverzameling van P éénzijdig 

begrensd is. Bij een tweezijdige begrenzing lijkt het niet mogelijk 

een eenvoudige methode aan te geven. Een compromis-oplossing zou 

kunnen zijn de waarde van P ^ per periode vast te stellen en 
extreem 

wel zó, dat voor P ^ gekozen wordt het extremum dat het dichtst 
extreem ° 

ligt bij de waarde van de factor P zoals die voor de betreffende 

periode is gegeven. 

Stellen we in bovenstaand voorbeeld de voorwaarde 
0 « P « 1 

dan zou hieraan voldaan zijn als we beurtelings P = 1 en 
extreem 

P = 0 nemen. Daarmee blijven we voldoen aan voorwaarde (2.2). extreem J v 

Fig. 6.3 laat zien dat deze oplossing, hoewel niet elegant, toch 

alleszins bruikbaar is. 

11 



f ig. 6.1 P > 0 
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Fig. 6.1 t/m 6.3. Verloop van de seizoen-afhankelijke factor 

vóór en na aanpassing aan de deeltotalen 

(zie tabel 6.1) 
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