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WOORD VOORAF

De inhoud van deze nota komt overeen met de inhoud van een in het najaar
van 1981 gehouden stafcollogquium. Enige leden van de vakgroep, alsmede dr.ir.
R.W.R. Koopmans (vakgroep Cultuurtechniek) becommentarieerxrden de concept-tekst
van deze nota, waarvoor mijn hartelijke dank.

De nota stipt enkele problemen aan betreffende het oplossen van de zout-
diffusievergelijking met behulp van differentiemethodes. Bijna alle resultaten
zijn standaardresultaten van de numerieke vloeistofmechanica en zijn afkomstig
uit ROACHE (1976) en VREUGDENHIL (1979). De geinteresseerde lezer wordt met

klem naar deze handboeken verwezen.



1, INLEIDING

Numerieke methodes voor het berekenen van de waterbeweging in open water-
lopen zijn welbekend; voor een aantal toepassingen zie b.v. GRIJSEN (1971),
WARMERDAM (1971) en WITTER (1979). Nu, mede door de toegenomen aandacht voor
waterkwaliteitsproblemen, numerieke oplossingen van de zoutdiffusievergelijking
gezocht worden, is beschouwing van enkele daarbij optredende problemen gerecht-
vaardigd.

De zoutdiffusievergelijking is op te lessen met behulp van differentie-
methodes, de eindige elementen methode en analytische methodes. De karakteris-
tiekenmethode, waarbij het gedrag van de differentiaalvergelijkingen wordt be-
schouwd langs karakteristieken, is niet bruikbaar voor het oplossen van de Zzout-
diffusievergelijking (VREUGDENHIL, 1979; p. 15}). In deze nota wordt slechts in-
gegaan op enige problemen met betrekking tot het oplossen van de zoutdiffusie-
vergelijking met behulp van differentiemethodes. Allereerst wordt in hoofdstuk
2 een afleiding gegeven van de zoutdiffusievergelijking. In hoofdstuk 3 worden
enige algemene zaken betreffende oplossingen met behulp van differentiemethodes
aan de orde gesteld:

- orde van grootte van de afstandsstappen

- impliciet of expliciet rekenen

- keuze van het differentieschema

- behandeling van begin- en randvoorwaarden

- koppeling van de zouttransportberekening aan de berekening van de water-

beweging

-~ problemen met betrekking tot het behoud. van massa

In hoofdstuk 4 zullen aan de hand van een beschouwing van de afbreekfout
van het differentieschema, van de stabiliteit van de berekening en van de nauw-
keurigheid wvan de oplossing criteria voor de stapgrootten Ax en At afgeleid wor-
den. In hoofdstuk 5 wordt een voorbeeld gegeven van een expliciet differentie-
schema voor het oplossen van de zoutdiffusievergelijking, het schema van Fromm
{2e en 4% orde versie). Tenslotte worden in hcofdstuk 6 twee niet-numerieke
methodes besproken, waarmee eveneens praktische vragen met betrekking tot zout-
indringing in rivieren beantwoord kunnen worden. Deze worden besproken, aange-
zien in lang niet alle situaties de investeringen in geld en mankracht, die no-
dig zijn voor het numeriek oplossen van zoutindringingsproblemen, gerechtvaar-

digd zijn.



2. DE ZOUTDIFFUSIEVERGELIJKING

Hier wordt uitgegaan van de een-dimensionale, over de diepte gemiddelde

("depth-averaged") vorm van de zoutdiffusievergelijking:

S (AL + 2 (Q0) = 5o (AD 29 (1)
waarin:

At = oppervlakte van het natte profiel (m2) ,

AS = oppervlakte van het doorstroomd profiel (m )

Q = debiet (m>/s)

D = dispersie- of diffusieco&fficié&nt (mzfs)

c = zoutconcentratie (kg/m3)

t = tijdcodrdinaat (s)

w
1

plaatscodrdinaat, beschouwd in de richting van de stroomdraad (m)

Vergelijking {1} geeft de zoutdiffusievergelijking weer in de behoudende
vorm (van massa). Naast deze behoudende formulering in Q en ¢ bestaat een for-
mulering in de stroomsnelheid u en in c, waarbij doordat er een aantal termen

verwaarloosd worden, massabehoud niet gegarandeerd is:

2
9C ac 3 C
Ll i ‘2)
ax
waarin:
u = gemiddelde stroomsnelheid over het dcorstroomd profiel {(m/s)

De zoutdiffusievergelijking is een combinatie van een vergelijking die het
transport van het zout beschrijft en van een continuiteitsvergelijking voor het
zout (ALLERSMA, 1973). Het advectief transport 01 van een opgeloste stof met

. 2
concentratie c door een dwarsdoorsnede met een oppervlakte van 1 m is:

01 = uc (3)

-1 =2
waarin: 0 advectief transport (kg-s 1-m )

1
Het digpersief transport 02 van 2Zout als gevelg van allerlei mengproces-
sen is te beschouwen als de uitwisseling wvan eenheidsvolumes water met concen-—

traties opgeloste stoffen ¢, en ¢, (hier c

1 2 1
length") ¢ en met snelheid u'. Dit transport is te schrijven als:

< cz) over een afstand ("mixing

6, = —u* Rlegmey) _ _yiy 3 (4)
L ax




waarin:

92 = transport als gevolg van mengprocessen (kg-swl-m-2)

en waarbij het minteken in (4} tot uitdrukking brengt dat het transport plaats
vindt in de richting van de laagste concentratie. Merk op dat ¢ beschouwd kan
worden als een fysische lengtemaat voor compartimentering. Vergelijking (4) is

ook te schrijven als:

- _p %<
6 = P35 )
Voor het totale transport © geldt wvanwege 0 = 91 + 92:
0 =uc -p & (6)
3x

In de continuiteitsvergelijking veoor de opgeloste stoffen verschijnt bij
beschouwing van een eenheidsvolume:
- de gradiént in de stromingsrichting x van het transport: %g
- de verandering van de concentratie in de tijd: %%-
- en, wanneer een niet-passieve stof wordt beschouwd, de afbraak van de
te transporteren stof. Deze wordt hier verondersteld proportioneel te
Zijn met de concentratie: %—(nb.: voor zouttransport geldt voor de af-
braakconstante y: y = o),
Vanwege de continuiteit wvan massa moet bij beschouwing van een eenheids-
volume gelden:

3c _ 30

L ax (7)
Voor het zouttransport geldt: % = 0. Dus wordt wvergelijking (7):

Jc 30 _

E+§;-—O (8)

Geintegreerd over de dwarsdoorsnede van een rivier luidt de continuiteitsverge-
lijking:
B(Atc)

30
+ =
at 3x 0 )
waarin Ot het totale transport is, geintegreerd over de oppervlakte wan het
doorstroomd profiel:

s
ax

O, =A uc -AD (10)
s s

t
Substitutie van (10) in (9) leidt tot de zoutdiffusievergeliijking volgens

(1) . Opgemerkt kan worden dat (1) een identiteit is, en daarmee per definitie
exact. De prijs die woor deze exactheid betaald moet worden, is dat de parame-

ter D allerlei verschillende optredende mengprocessen moet representeren:



{1) moleculaire diffusie

(2) turbulente diffusie

(3) dispersie als gevolg wvan ongelijke verdeling van de stroom over de

dwarsdoorsnede

(4) dispersie vercorzaakt door golven en wind

(5) dispersie verocorzaakt door tijdelijke berging in riviergedeelten

langs de stroomdraad

(6) dispersie veroorzaakt door menging van oscillerende getijstromen.

De meleculaire bijdrage is gewoonlijk verwaarloosbaar. De turbulente bij-
drage en de dispersiebijdragen zijn in principe niet uit een een-dimensionale
beschouwing af te leiden., Voor de berekening van de dispersieco&fficiént D
zij hier verwezen naar THATCHER en HARLEMAN (1972a), waar een relatie gegeven
wordt tussen D en een aantal estuariumparameters. DezZe relatie moet overigens

voor iedere door te rekenen situatie gecalibreerd worden.




3. HET OPLOSSEN VAN DE ZOUTDIFFUSIEVERGELIJKING MET BEHULF VAN EINDIGE DIFFEREN-

TIES.

3.1. Differentieschema's

Als de zoutdiffusievergelijking wordt opgelost met een differentiemethode,

wordt de differentiaalvergelijking (1) geschreven als differentievergeliijking:

A
At Ax Ax

Als orde van grootte voor de afstandstappen Ax en At kan voor het geval van
estuariumberekeningen gedacht worden aan 5000 m, resp. 2000 seconden, alhoe-
wel de uiteindeliik in een berekening te kiezen grootte van beide afstand-
stappen sterk afhankelijk is van het gebruikte differentieschema en wvan het
door te rekenen probleem. In hoocfdstuk 4 wordt hierop teruggekomen. De dif-
ferenties in vergelijking (11) worden gefvalueerd volgens bepaalde differen-
tieschema's. Differentiemoleculen behorende biij enige wveel toegepaste diffe-
rentieschema's zijn weergegeven in figuur 1. ROACHE (1976) geeft een zeer vol-
ledig overzicht van mogelijke differentieschema's, alsmede achtergronden er-

van.

t [ _
X
{a) {b)

{c) (aj (e)

fig. 1: differentiemoleculen behorend bij de volgende differentieschema’s: |
(a) leap-frog

d i t
(b) voorwaarts (d) vierpunts

{c) Crank-Nicholson (e) Stone-Brian
Met betrekking tot figuur 1 kan nog opgemerkt worden dat schema's (a) en
(b) expliciete schema's zijn, en (¢), (d) en (e) impliciete. Bij expliciete
schema's worden de afgeleiden in de x-richting op het oude tijdsniveau geéva-
lueerd, terwijl deze bij impliciete schema's zowel op het oude als het nieuwe
tijdsniveau gedvalueerd worden, waarna gemiddeld wordt. Hierdoor zijn bij een
impliciet schema grotere tijdstappen mogelijk. In heoofdstuk 4 wordt hierop
teruggekomen.
Een bezwaar tegen impliciet rekenen is dat het resulteert in een stelsel
vergelijkingen dat simultaan opgelost moet worden om de zoutgehalten op het

nieuwe tijdsniveau in de roosterpunten te berekenen. In het geval van een on-




vertakt estuarium kan elk van de vergelijkingen van het stelsel geschreven

worden in de vorm:

Ac?ii + Bc;'+1 + cht,:i =D
waarin:
c§+1 = zoutgehalte in roosterpunt j op het nieuwe tijdsniveau t+1
(kg-m™)

In matrixnotatie:

RN ‘ (
AN
\\\\\\
NN N
NN t+1
NAVBNC * e, = b (12)
NN\ J
SOOI
\\\\ N
\\\\\
— \. \.l - m e -

Dit stelsel is snel oplosbaar, zonder dat dit veel geheugenruimte van de com-
puter vereist. Subroutines voor het oplossen van dergelijke tridiagonale stel-
sels wvergelijkingen behoren tot de standaardprogrammatuur, aanwezig op reken-
centra (b.v. opgenomen in het IMSL-pakket). In HARLEMAN en THATCHER (1972b) is
een listing opgenomen van een subroutine voor het oplossen van tridiagonale
stelsels vergeliijkingen (subroutine TRIDG).

In het geval van een vertakt estuarium is de matrix in (12) niet meer
tridiagonaal, maar ontstaat er een "sparse” matrix doordat in de matrix de
nullen buiten de 3 hoofddiagonalen op sommige posities worden vervangen door
getallen ongelijk aan nul. Ook hiervoor bestaan efficiénte subroutines (niet
aanwezig in de IMSL-bibliotheek). Deze vereisen echter al meer geheugencapa-
citeit van de computer. Indien het kerngeheﬁgen van de computer te klein is,

is gebruik wvan expliciete berekeningsmethoden te overwegen.

3.2. Massabehoud
Voor het verkrijgen van massabehoud in de berekeningen moet allereerst
de zoutdiffusievergelijking in zijn behoudende vorm worden beschouwd, dat wil
zeggen: vergelijking (1) in plaats wvan (2). Dit garandeert echter nog geen
massabehoud in de berekeningen, aangezien dit afhankelijk is van de manier

waarop de afgeleides ge&valueerd worden.

3.3. Randvoorwaarden en beginvoorwaarden

Stel dat beschouwd wordt het in figuur 2 schematisch weergegeven estua-



rium.

zee

A

fig. 2: schematische voorstelling van een deoor te rekenen estuarium.

In de benedenstroomse rand C zal bij het opkomend tij het nieuwe zout-
gehalte geliijk zijn aan C het zoutgehalte in zee. Bij afgaand tij wordt een
"zwakke voorwaarde" gehanteerd, waarbij de tweede afgeleide in het rechterlid
van (1) gelijk aan nul wordt gesteld (VREUGDENHIL, 1979; p. 86). De differen-
tievergelijking wordt dan bij afgaand tij in het punt C:

A(Rec) N A(Qc)
At Ax

Bij kentering van afgaand naar opkomend tij zal in het algemeen het zout-

=90 (13)

gehalte aan de monding niet direct gelijk zijn aan <, Daartoe kan in een be-
rekeningsprogramma gedurende een aantal tijdstappen een lineaire interpolatie
plaatsvinden tussen het laatst berekende zoutgehalte gedurende het afgaande
tij en c - Deze procedure is voorgesteld door HARLEMAN en THATCHER (1972a).

Aan de bovenstroomse randen A en B moet het nieuwe zoutgehalte opgegeven
worden; dit is veelal gelijk aan nul. Ock kan in plaats wvan het nieuwe zout-
gehalte de instroming, beschreven door (10), op het nieuwe tijdstip opgegeven
worden,

Interne randen of kncoppunten treden op bij het samenkomen van estuarium-
takken. Ze worden doorgerekend met een soort van massabalans. Merk op dat in
het knooppunt D in feite 3 berekeningspunten samenvallen, en voor het punt D

wordt nu gesteld:
A(Vc)D + Zflux
=0 (14)

At
waarin:

V = volume van de watermassa in het knooppunt (m3)

Bij uitwerking van (14) met een Stone-Brian of een Crank-Nicholson sche-

ma levert dit voor elk knooppunt &&n vergelijking op, met &én onbekende meer



dan het knooppunt takken heeft (vandaar het optreden van “sparse" matrices,

dat al in hoofdstuk 3.1. vermeld werd).

3.4. Xoppeling van de zoutdiffusieberekening aan de berekening van de waterbe-

weging

Bij de berekening van zowel de waterbeweging als de zoutindringing worden

de wvoor elke nieuwe tijdstap in de berekening gevonden waarden van het de-
biet en de oppervlakte in de roosterpunten j, resp. QF+1 en AF+1, gebruikt

in de zoutdiffusievergelijking om de nieuwe zoutgehalten cj+1 te vinden,
Naast deze koppeling van de zoutberekening aan de berekening van de waterbe-
weging is ook een terugkoppeling gewenst, omdat de soortelijke massa wvan het
water als gevolg van het zouttransport niet langer constant vercondersteld mag
worden, Hierdoor wordt de impulsvergelijking voor de waterbeweging uitge-

breid met een term waarin de soortelijke massa g van het water:

2

%‘%*‘a")a?(%)J’gAsg_i +qua—§%+g%g—%+9A—um§QR =0 (15
s s m

waarin:

g = versnelling van de zwaartekracht (m/sz)

a = waterdiepte (m)

z = bodemhoogte t.o.v. een referentievlak (m)

dc = afstand van het zwaartepunt van het doorstroomd cppervlak tot de

bodem (m)
p = soortelijke massa van het water (kg/m3)
K.In = Manning-coéfficiént (m1/3fs)

R = hydraulische straal (m)

Voordat nu in de berekening van de waterbeweging een nieuwe tijdstap
wordt doorgerekend, wordt in alle roosterpunten de nieuwe soortelijke massa
p bepaald met behulp van de daarvoor gevonden nieuwe zoutgehalten, wvolgens de

toestandsvergelijking:

p§+1 = 0.75 c§+1 + 1000 (16)
Volledigheidshalve wordt nog de continuiteitsvergelijking voor het water
vermeld:
AR to
waarin:
B = totale breedte van de rivier (m)

zijdelingse toe- of afvoer per meter rivierlengte (mz/sJ

O
ey
It
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Onderstaande figuur 3 geeft nu het schema van de berekeningen.

continuiteitsvergelijking

... Y +
+1 +
impulsvergelijking " (resultaat: Q§ ’ A? 1)
i

zoutdiffusievergelijking {resultaat: cj )

toestandsvergelijking {(resultaat: p§+1)

fig. 3: Schema voor een gekoppelde berekening van de waterbeweging

en zoutindringing.
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4. CRITERIA VOOR STAPGROOTTEN

4.1. Analyse van de afbreeckfout

Een eerste criterium wordt ontleend aan de afbreekfout van de differen-
tievergelijking ten opzichte van de differentiaalvergelijking. Indien alleen
de advectieve termen in de zoutdiffusievergelijking volgens (2) worden be-
schouwd:

ac 3c
a_t+g-5-;_0 (18)

levert bij een voorwaarts differentieschema een Taylorontwikkeling op:

5 ct+1_ c; 32
=31 omarSo L (19)
ot At 2
at
en
LI, _ 3
3 _ %3417 S5-1 1 2 3¢
I AR 3 {Ax) 5;3- e (20)
Er wordt dus een afbreekfout A gemaakt:
820
A =5t —+ .... {21)
ot

en (21) is, met verwaarlozing van hogere orde termen en indien uitgegaan wordt
van een stromingssnelheid u die niet verandert met de tijd, te schrijven als:

2
A = wlar 28 (22)
3x2
De term %uzAt in (22) kan opgevat worden als een numerieke diffusiecoé&ffici&nt

D :
n

D_ = %uzAt (23)
n

Wil deze numerieke diffusie niet te groot zijn, dan zal in een berekening dus
moeten gelden:

D u2At

= 5D << 1 (24)

ols

4.2. Analyse van de golfveoortplanting

Andere criteria met betrekking tot stapgrootten volgen uit de eisen die
gesteld worden ten aanzien van stabiliteit en nauwkeurigheid van de bereke-
ningen. Van stabiliteit wordt gesprcken als fouten in de berekeningen (bijv.
als gevolg van benaderingen) niet explosief aangroeien. De grootte van de be-
reikte nauwkeurigheid wordt aangeduid door de discretiseringsfout: de fout in
de oplossing van de differentievergelijking vergeleken met de cplossing van de
differentiaalvergelijking. Uitspraken over stabiliteit en nauwkeurigheid kun-

nen het best onderzocht worden met behulp van een analyse van de golfvoort-
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planting.
Merk allereerst op dat de differentiaalvergelijking (18) oplossingen

heeft van de vorm:

clx,at) = c expli(kx - wAt)] (25)
waarin:

¢, = evenwichtszoutgehalte (kg/mB)

k = %E-= golfgetal (m_l)

L = golflengte (m)

w = ku = hoekfrequentie (s_l)

Om de nauwkeurigheid te onderzoeken wordt nu een beginvoorwaarde overeen-

komstig met (25):
c{x,0) = c, exp (ikx) (26)

opgelegd aan de differentievergelijking, waarbij de differenties worden uitge-

schreven volgens een voorwaarts schema:

ct+1_ c ct _ ct
J J g+l 73-1 _
et e — = 0 (27)

Merk op dat de beginvoorwaarde (26) in de punten (x+Ax,0) en (x-Ax,0) geschre-

ven kan worden als:

c(x+Ax,0) <, explik (x+Ax) ] (28a)
c(x-Ax,0) = c, exp[ik (x-Ax) ] (28b)

Invullen van de beginvoorwaarden (26) en (28) en gebruik maken van:

_ At
g =u A% {29)
waarin:
g = Courant-getal (dimensieloos)
eIl vans:
2i sin(khx)= elXAX _ ~ikdx (30)
resulteert in:
t+1 t
. = pcC. (31)
3 P ]
waarin:
p =1 -io sink (32)
£ = kiAx {33)

De vermenigvuldigingsfactor p (niet te verwarren met de soortelijke massa p)
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in (31) wordt de amplificatiefactor genocemd. Deze amplificatiefactor p is ty-
perend voor het gebruikte differentieschema. Een tabel met uitdrukkingen voor
de amplificatiefactoren behorend bij een aantal wveelgebruikte differentiesche-
ma's is te vinden in VREUGDENHIL (1979), p. 43.

Bij nauwkeurigheidsanalysen worden vergeleken amplitude en fase van de
numerieke en de analytische oplossing na één periode, zie fig. 4. De analy-
tische oplossing is dan ongedempt: de amplitude is nog steeds c - De fase van

de analytische oplossing is dan -27.

analytische oplossing

numerieke oplessing na
een golfperiode

amplitudefout

fig. 4: amplitude en fase van de numerieke en van de analytische oplossing.

Voor de numerieke oplossing geldt na €én golfperiode voor de demping dlz

n
a; = o]’ *® (34)
waarin:
n, = het aantal tijdstappen per golfperiode {dimensieloos)
T L -1
= E-‘E = G-A-E— = 2m (0&) (35}

en voor de faseverschuiving f geldt dan:

f = n_ arg (p) {36)

We definiéren nu de volgende twee grootheden:
dempii-ngnum opl.. = |9 |nt (37)
demplngan_ opl.

- relatieve voortplantingssnelheid Cp

- amplitudefactor d =
fasenwm, opl. _
fase an. opl.

Als nu een nauwkeurigheid e gewenst wordt, moet kenneliijk gelden:

;w n, arg (p){38)
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1-d| < ¢ en |1-c < g (39)
|1-a| < | <

R I
Hieruit kunnen als wolgt criteria wvoor stapgrcotten afgeleid worden. Aller-

eerst wordt, gebruik makend van:

. 1.2

sin § = £(1-zE7) (40}

de amplificatiefactor p volgens (32) geschreven als:
. 1.2 |

p = 1-icg (1-g€ } (41)

Nu kan de amplitudefactor d worden geschreven als:
1 2 n

a = |1-icg (1-= €% | t (42)
Gebruikmakend van n_ = 25% en van de benaderingen:

(14 9% = ® =14 (43)

voor kleine waarden van b, volgt uit (42):

d =1+ 7ok (44)

Voor °s volgt uit (38):

. 1.2 2
Cp 1 + z £ (-1-20 ) {45)

Bij de afleiding van (45) is gebruik gemaakt wvan:

irreéel deel
reéel deel

arg(complex getal) = arxctg { ) (46)

en;

arctg x = x—%xB (47)

Uit de nauwkeurigheidsvoorwaarden (39} volgt nu dat voor het behalen van een
nauwkeurigheid ¢ met betrekking tot de amplitudefout wvoor het aantal rooster-

punten per golflengte n_s met:

_ L 2m _ -1 _ 2m
Ny T A% Whx 2" "*‘S‘nx (48)
moet gelden, door invullen van {43) in (39):
2
27
TG E < e > nX 3_—E—-c (49)

Op analoge wijze is af te leiden dat voor het behalen van een nauwkeurigheid

£ met betrekking tot de fasefout moet gelden:
n_ z_2ﬂfi—2c —1|/6€ (50)

Beide relaties zijn afgebeeld in figuur 5 voor ¢ = (.05,
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200~

amplitude

fase

0 1 T T T F 4 T i 1 1
0.2 0.4 0.6 08 1o
———— O
figuur 5: benodigd aantal punten per golflengte (nx) voor het behalen
van een nauwkeurigheid € = 0.05 bij het toepassen van een

voorwaarts differentieschema op vlg. (18)

voor de volledige zoutdiffusievergeliijking, uitgewerkt volgens een voor-

waarts differentieschema:

t+1 .t t t t _,nt t
e S ¥ b 5 NG s Ml
+ u -D (51)
At 2Ax 2
(Ax)
blijkt de amplificatiefactor p te zijn (VREUGDENHIL, 1979; p. 93):
p =21+ A(cosf -1} - ig sin £ (52)
waarin:
DAt ; \ . .
A =2 , dimensieloze diffusieparameter.

(Ax)

Op grond van het op vergelijking (37) gebaseerde von Neumann criterium

voor stabiliteit:
lo| <t (53)

resulteert (52) in het stabiliteitscriterium:

Gzi’\il (54)
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Dit is in te zien door met behulp wvan (52) p2 te berekenen, waarbij verxschil-
lende waarden worden ingevuld voor 02 en ). Uit het eerste deel van de voor-
waarde (54) wvolgt (vergelijk met (24})):
2
u At

5 <1 {55}

Het tweede deel van de voorwaarde (54}, X 5_1, houdt verband met de omstandig-
heid dat voor een expliciete methode At niet veel groter mag zijn dan de tijd
die nodig is om diffusie over &&n vak Ax tot stand te brengen. Beschouwing
van de analytische oplossing (58) van de zoutdiffusievergelijking {(zie hoofd-
stuk 4.3.) laat zien dat deze tijd td van de orde van grootte is:
d 4D

wat leidt tot de beperking op A = At/th

t (56)

Dat (56) geldt is in te =zien door in (58) te stellen t = td; indien voor
het gemak eveneens gesteld wordt u = 0, blijkt voor x = Ax te gelden:

c(bx,t) = F(Ax) et

4.3. Keuze van de maatgevende golflengte

Terwijl bij de getijdenberekening de Keuze van de maatgevende golflengte
waarover de demping bekeken wordt, geen probleem is, is deze keuze bij zout-
berekeningen minder voor de handliggend. In dat geval kan de maatgevende golf-
lengte echter worden gevonden uit beschouwing van de overdrachtsfunctie.

De analytische oplossing of overdrachtsfunctie wvan:

%% + u %§-= D g;% (57)
in het geval dat een puntbron een hoeveelheid M lcost ter plaatse x = 0 op
tijdstip t = 0, luidt:

L 1

c(x,t) = %—(4ﬁDt)_ exp {—(x—ut)2 (4Dt} "} (58)

In het geval dat aan (57) een periodieke randvoorwaarde wordt opgelegd van de

vorm
cl{o,t) = ¢, exp {iwt) (59
geldt voor de overdrachtsfunctie
X . X
c(x,t) = ¢, exp {~= + iw(t - —)} (60)
1 L uc
R
waarin:
-1
L. = dempingslengte van de analytische oplossing (met een factor e 7)
{m)
c_ = relatieve voortplantingssnelheid t.o.v. u (dimensielocos)
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Zoals we reeds zagen, geldt voor de amplificatiefactor p bij het uitwerken van

de volledige zoutdiffusievergelijking volgens een voorwaarts differentieschema:
p =1+ )\cos £-1) - io sin £ (61)

De eigenschappen van het numerieke schema worden nu vergeleken met de analy-
tische opleossing (60) op het tijdstip tR ("relaxatietijd"), waarop demping
met een factor e_l heeft plaatsgevonden van de analytische oplossing. Er geldt:

1

t = (kzD)— (62)

R
Op tijdstip tR is de faseverschuiving f van de analytische oplossing gelijk

aan:
f = uktR (63)
Dus geldt voor de amplitudefactor d:
"t
d=elp| {64)

en voor de relatieve voorplantingssnelheid Cpt

n, ar [} n
- - t3rePk_ . Tx
“r 7 ukt 2ng I P (65)
Gebruikmakend van (61) volgt nu:
a=1+02/x (66)
1 1 2 .2
CR—1+(;:?\—*6"-'§U)E (67)

Invullen van (66) en (67) in de nauwkeurigheidsvoorwaarden (39) resulteert in

resp. :
2 2
g u At
=35 <°¢ (vgl. met (24)) (68)
en
> {gﬁ |3n -1 -2 2|}% (69)
x 2 VT3 -

Behalve met deze criteria moet bij bepaling van de stapgrootte dus ook nog
rekening worden gehouden met (54), volgend uit stabiliteitsoverwegingen, en
met het criterium volgens (24}, dat volgt uit analyse van de afbreekfout. De
criteria (24) en (68) zijn evenwel gelijkluidend.

Het benodigd aantal punten per golflengte n bij uitwerken van de zout-
diffusievergelijking met een voorwaarts differentieschema, 2zoals dat door de
vergelijkingen (68) en (69) wordt weergegeven, is afgebeeld in figuur 6 (over-
genomen uit VREUGDENHIL (1979)), waarbij voor de nauwkeurigheid e geldt:

e = 0.05. Opgemérkt hierbij dient te worden, dat volgens ({69) n, een functie

is van zowel g als A. Voor A geldt:
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DAt

2
(Ax)
en A is dus niet alleen een functie van de verhouding van de stapgrootten Ax

A =2 (70}

en At, zZoals het Courant-getal g, maar ook van Ax en daarmee in feite van n_.
Daarom is bij het afbeelden van de vergelijkingen (68) en (69) in figuur 6

gebruik gemaakt van een ander dimensieloos getal, het Pécletgetal P:
2 -
P = 2mu° (wD) (71)

Het blijkt nu mogelijk te zijn nx uit te drukken als een functie van ¢ en P.

1000 5

2 P=630
Ny |

) />\

_ %

63 //

100 - y

’ /s

Ve

k Vd

1 7

¥ 63>\\

1 /

// litude
_ i
D s oo
10 V7" ——— 1as
] ™~ aile P
1 1 T T T T rry T T LI |
0 1 10

fig. 6: benodigd aantal punten per golflengte (nx) voor het behalen
van een nauwkeurigheid € = 0.05 bij het uitwerken van de
zoutdiffusievergelijking volgens (2) met een voorwaarts
differentieschema {overgencmen uit VREUGDENHIL (1979},
p. 96).
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5. EEN VOORBEELD VAN EEN EXPLICIET REKENSCHEMA

Veel expliciete rekenschema's lopen stuk op de zoutdiffusieberekening. Zo
is het leap-frog schema onvoorwaardelijk instabiel. Oﬁdat uit de criteria voor
stapgrootte bovendien veelal kleinere stapgrootten veor de berekening van de
zoutbeweging resulteren dan voor de berekening van de waterbeweging, is een im-
pliciet rekenschema aan te bevelen, aangezien men met een en dezelfde schemati-
satie wil werken voor beide berekeningen.

Desondanks kan er soms een reden zijn die pleit voor het gebruik van een
expliciet rekenschema, bijvoorbeeld de omvang van het kerngeheugen van de be-
schikbare computer. Een schema voor het advectieve deel wvan de zoutdiffusiever-
gelijking met zeer goede fase- en amplitudeeigenschappen is dat van Fromm
(FROMM, 1968} . Het schema bestaat uit een lineaire combinatie wvan een voorwaarts
en een achterwaarts schema, waarbij negatieve faseeigenschappen worden gecompen-
seerd, een vaker toegepaste slimmigheid in de viceistofmechanica berekeningen
(vgl. het Lax-Wendroff schema, VREUGDENHIL, 1979).

Indien weer uitgegaan wordt van (62) is met behulp van een Taylor ontwikke-

ling te schrijven:

t+1 t t, 2 t t t t t t
c. =c, + hla, c. - 2c. + c, + Lo, (c. -c. ) (72)
j g valeyps iy 3 ¥ e5-0) Tey ey ey
met:
t t . :
aj = (uj At) /Ax (dimensieloos)
u? = stroomsnelheid in het punt j op tijdstip t (m/s)

Vergelijking (72) wordt gecombineerd met een achterwaarts schema met tegen-

gestelde fasefout, at . (ut _ 1)2
t+1 _ t j t G 4
-2 3 2

_ . 3 (et t t t

{c. - 2c +c, {(73)
j-2 i-1 3

cj cj—l 5
Eenzelfde lineaire combinatie is te maken met een 4% orde benadering. Fase-
en amplitudeeigenschappen zijn dan bijna perfect. Als appendix is opgenomen een
listing van een bérekeningssubroutine voor een 2% of 4% orde (naar keuze) Fromm-
schema, met voor het diffusief transport een 2% orde benadering. Opgemerkt kan
nog worden, dat met een "fractional time step" procedure gerekend wordt, waarbij
de resultaten van de eerste berekeningsstap, het advectieve transport, gebruikt
worden als oude waarden in de tweede berekeningsstap, waarin het diffusieve
transport wordt berekend. Voor een evaluatie van de numerieke eigenschappen van

het schema van Fromm, zie VERBOOM (1974) en ROACHE (1976).




6. EEN WISKUNDIG MODEL OF NIET?

Een veel voorkomend probleem is het vaststellen van de irrigatiecapaciteit
van rivieren, waarbij de bepaling van de ligging van het zoutfront, bijvoorbeeld
gedefinieerd als de plaats waar het zoutgehalte van de rivier op 300 mg Cl per
liter ligt, een cruciaal aspect is. Een tweetal benaderingen is gebruikelijk,
als er geen gebruik wordt gemaakt wvan wiskundige modellen. Allereerst het vast-
stellen van de ligging wvan het zoutfront als functie van de afstand tot de mon-
ding van het estuarium en het bovenstrooms debiet. Dit gebeurt op basis van de
gegevens van "“zouttrips", waarbij met de getijgolf mee wordt gevaren op de ri-
vier, en waarbij op een aantal punten monsters van het rivierwater worden geno-
men, waarvan het zoutgehalte wordt bepaald. Een voorbeeld van een dergelijke
functie, voor de Corantijn rivier in Suriname, is afgebeeld in figuur 7. Bij de
tweede methode worden decadegemiddelden bepaald van het zoutgehalte, zecals die
voor sommige punten langs het estuarium zijn bepaald, zie figuur 8 voor een
voorbeeld (eveneens voor de Corantijn rivier; plaats: Mac Clemen, ongeveer
50 km van de monding) . ‘

De tweede methode heeft als voordeel dat met vrij grote stelligheid een
uitspraak kan worden gedaan over de ligging van het zoutfront, namelijk al dan
niet bovenstrooms van een bepaald punt (niet waar het werkelijk zal liggen). Ook
heeft de tweede methode als voordeel dat de benodigde metingen routinematig op
te zetten zijn. Maar =zoals in figuur 8 te zien is, is de spreiding van de pun-
ten groot, zodat slechts een omhullende te tekenen is, die niet extrapoleerbaar
is.

Voor beide methoden gelden als tekortkomingen:

(a) de invloed van de getijamplitude aan de monding is moeizaam (bij de zout-
trips) of geheel niet te incorporeren (bij de tweede methode) .

(b} het werband van het plaatselijk zoutgehalte met de bovenafvoer - andere va-
riabelen buiten beschouwing gelaten - is zeker niet eenduidig, omdat de
"time~lag" tussen een optredende bovenafvoer en het moment waarop deze
invlced krijgt op het zoutgehalte, varieert. Vooral bij lage afvoeren kan
het geruime tijd duren, voordat er een evenwichtssituatie ontstaat.

(¢) het hierboven genocemde punt {b) beinvlicedt de extrapolatiemogelijkheden naar
lage bovenafvoeren, waarin men juist geinteresseerd is, ongunstig, en dit
wordt nog versterkt doordat bij lage bovenafvoeren het mechanisme van de
zoutindringing een ander karakter krijgt. Bij lage bovenafvoeren zal de zout-

indringing namelijk alleen middels menging plaatsvinden, en daardcor minder
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fig. 7: plaats van de zoutgrens (300 mg Cl/1l) in de Corantijn rivier
als functie van de afvoer te Mataway
de punten geven decade
1000 gemiddelden weer
500 -
300 + .
200 4
100 -~
50 -
10 T T T
100 150 200 250
——= Debiet {m¥ sec.)
fig. 8: relatie tussen het gemiddeld chloorgehalte te Mac Clemen en

het debiet te Matappi
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sterk zijn dan in het geval dat de indringing ook gepaard gaat met een
dichtheidsstroming.
Deze stroming ontstaat indien in het estuarium sprake is van een grote
dichtheidsgradiént in de verticaal. De dichtheidsstroming heeft tot gevolg
dat het relatief zZwaardere zoute water langs de bodem de rivier wordt
opgebracht. Het effect van de punten (b) en {(c) voor de zoutindringing in
de Ceorantijn rivier kan afgelezen worden uit het geknikte wverloop van de
lijn in figuur 7.

(d) de invloed van morfologische wijzigingen in de rivierbedding kan niet nage-
gaan worden.

{e) de invloed van lozing en onttrekking van zoet water in de mengzone is even-
min na te gaan.

Desondanks kunnen beide methoden een redelijk antwoord geven bij niet al
te gecompliceerde vraagstellingen. Bovendien vereisen zij aanmerkelijk minder
investeringen (in modelbouw, en in de geweldige hoeveelheid bencdigde additio-
nele gegevens: ter calibratie van parameters in het model, voor verificatie,
vooy schematisatie van het estuarium, etc.) dan methoden die berusten op het
gebruik van wiskundige modellen. Ock zullen metingen die aan een van beide me-
thoden ten grondslag liggen, sowieso voortgezet moeten worden, ook nadat een
wiskundig model beschikbaar is: een estuarium is nu eenmaal geen statisch sys-

teem, en gemeten grootheden zijn betrouwbaarder dan hun berekende "equivalenten",
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Appendix: FROMM.FOR, subroutine ter berekening van advectief (volgens schema

e e , .
van Fromm, 2° en 4~ orde benadering) en dispersief transport van zout

TY FROMM,FOR
1538k K K KO KR R oK 3Rk K oK ok R R SRR K R RO N 0 K K K KRR OO KA OR SR KO RO
c
FROGRAM DETERMINES ADVECTIVE AND DIFFUSIVE TRANMSFORT

INFUT (FILEIINFUT.DATF UNIT NUMBERI1):

IF OPTHl=1» THE FOURTH ORIDER SCHEME OF FROMM IS5 CHOSEN

IF DPTNZ2=1» THE SELOND DRDER TERM IS INCLUDED IN THE FINITE
LIFFERENCE AFPROXIMATION OF THE DRIFFUSIVE TRANSFORT

IF DPTM3=1y ONLY THE ALVECTIVE TRANBFORT IS CALCULATED

DT=TIME STEF (5}

DX=DISTANCE STEFCM)

Ce=INITIAL SALT CONCENTRATION IN THE UPSTREAM 56 POINTS

Y, )=HEADING (4 LINES)

U=STREAM VELOCITY (M/8)y CUNSTANT OVER THE LENGTH OF THE
CHANNEL

D=N1SFERSION COEFFICIENT(M2/5)y CONSTANT OVER THE LENGTH OF
THE CHANNEL

NOTES?
-THERE ARE 200 POINTS IN SFACE
=1000 TIME STEPS ARE CALCULATED
~BECAUSE BOUNDARY CONDITIONS ARE FIXED (I.E. 0) CARE
SHOULD BE TAREN IN SELECTING U AND D(GIVEN DX AND DT)
=CT1¢.)=NEWLY CALCULATED SALT CONCENTRATION, REGARDING
ONLY THE ARBVECTIVE TRANSPORT
=CT{(.)=NEKLY CALCULATED SALT CONCENTRATION. COMBINING THE
EFFECTS OF ADVECTIVE AND (IF ANY) DIFFUSIVE TRANSPORT

REF.: FROMMsJ.E.(19468)1.J. COMF. PHYS. 3y PP 179-18%9
(194%9) iPHYS., FLUIDS SUFFL. 12, PP 1I3-
CTIlZ ) : s
VEREODM»G.K+ (197433 DBL PUBL. 117

1206782 JaVe WITTER

L322 Rt LR SRR LER S AR SR Rt 2 SRR S it b2 S 2 SRt i Al bt LR LRl

NOODOoOOGOOOAOOONOOONoOODNONOO0OOnNanNa0GoO0

REAL NOEMER ' S
DIMENSION C(200)sCT{2000,CT1(200),Y{BO)
OPEN(UNIT=1,0EVICE="'DEK’ » ACCESS="SEQIN  +FILE="INPUT.DAT")
DFEN(UNIT=2, DEVICE=*1IGK * s ACCESS=* SEADUT * yFILE="OUTFUT ,DAT*)
T=0. . :
READN(1s94) (Y(I}sI=1,80)
74 FORMAT(20A4)
WRITEC(G,95) (Y(I),1=1s80)
95 FORMAT(1Xr2084)
WRITE(G,»96)
P4 FORMAT(///)
REAIC(1 21} OFTN1»QFTN2,0OFTNI
WRITE(Sy22) OPTN1-OFTN2sOFTN3
21 FORMAT(3(5X»F5.02)
22 FORMATCLXy “OPTNL=/ 2 F5.02° OPTN2='sF5.0r° OPTNI="4F5.0r//)
REALC1>21) DTsDX
WRITEC(S»23) DT,IX
23 FORMATC(EXy "NIT=? »FE, 0y “SEC, 7y 7 DX="+FS5.0¢ "My /7))
REAN(L1+3) UsD
WRITEC(Sy 25> UsD
FORMAT (2 (IX»FS.10)
FORMAT (LXs U="»F%. 1y "M/BEL, D=’sFS¢1s "MZ/SEC, "¢ //)
ALFPHA= (LXDT) /DX

13
o




I

11

10

C....._._

SN

A-2

INITEAL CONDITIONS

READCL»1) (C(IdyI=1s54)

WRITE(S 243

FORMAT O INITIAL CONDITIONS IN THE FIRST 54 POINYS ARE: ")
WRITE(Sy1) (C(I)eI=ls58)

FORMAT{(8F6.2)

WRITE (G 280

nn 2 I=47s200

CCI¥=Q,

BOUNDARY COMDITICNS

READCI»4) CTOL)»CTCR00)0T1IC(E)sCTLC200)
FORMAT(4(GSXsFH.00)

SOLVING THE ADVECTIVE TRANSFORT WITH FROMM'S SCHEME

AlLPH2=ALPHAXKZ
ALPH3=ALFHZ2-2 . kALFHA
ALF3=ALPH2XALPHA
ALFH4=ALFHAXYS
XK1= (7. /12, ykALFHA - (01 . /12, 3 kALF3)
X2=((15./724. YRALPH2) - ({3, /24, I RALPHA)
X3=0(1. /712, 0 KALP3) -1 {1 . /12, 3 KALFHA)
X4=((1./24.)KALPHAY ~ ({1« /24, Y RALFPHZ)
ALF=ALFHA-1.
ALF2=ALF¥%2
ALEZ=ALF2%ALF
ALF4=ALF¥%4
Yi=((7./12,3%ALF)-((1./12.)%ALF3)
Y2=( (15, /24 Y %ALF2)Y-{(3./24, )¥ALF 4}
Y3=( (1o /12 IKALF3) - ({14 /12, 2 KALF}
Y4 (1. /24 )%ALFAR)—({(1./24,.)%A4LF2)
CONTINUE
IF(OPTNL.EQ.L.} GO TO 9
0o 9 I=3,198
CTI(D)=C{I)+0. 25KALPHAR(E(I-1) ~C(I+1)+CLI-2D~C(1)) 4
O 2TKALFH2K(C(I~1) 2. ¥0¢I)4CCTI+22) + O 23RALPH3X(
COI-2)-2.%0(1-1)4CCI )
GO TO 10
00 11 I=4-198 )
FNEG=X1%{(C(I~124+C(13) + X2%(E(I-1)-C{I))} + X3IX(C{I-2I1+C{I+1)
YOAXAR(E(T 230 T+1)
FROS=X1%(C(IX+C(E413) + X2%{(C(IX-C(I+1)? + ]
XIR(C(I-124CCTH2) ) 4 XAK(C(E-13-C{I+2) ) .
XENEG=Y1K(CCI~2)+G¢I=1)) + Y2R(C(I-2)-C(I-13) +
YIR{CAT-304C(I)) + YAR(D(I-32-C(I))
XFPOS=YIX(C{I-1)+L(E) ) + Y2K(C{I-1H~-0(1)) +
YI3R(COI-2)4C{T412 ) + Y4R(C(TI-D)~-CLT+1 D)
CTIC(I =0 8%(C(E~1240 (1)) + O.OK{XFNEGHFNEG-XFFOS-FF0S)
CONTINUE
I=3
CTICII=ECL) 4 Q.20%ALFHAR(C(I-1-C(X+12+C(I-2)~C(1) ) +
O 25%ALFPH2H(C(I-1)-2.%C{IX+C(I+1)) + O.20%ALPHIEK(
ClI-2)-2.kC{I-1)+C(I3)
CONTINUE

NEAR THE BOUNDARLES FROMM’S SCHEME CAN‘T BE USED

L=
CTLCII=ECT) - (URCECIH1)-GCI-1) /€2, kDX) I ADT
1=199

CTLCII=0CT) - CURCDCT41Y~0CI~1)3/ 02, kIX3 ) ANT
TFCOPTNZEG.1+3 GO TO &0
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G

60

&2

12
81

SOLVING THE LIFFUSIVE THANSFORT WITH & NIRMAL 2-0RDER SCHEME

DX2=NXkKIX

DO & I=2+199
OGRORL=EK((CTLCTI-10 -2 CTI(IDHCTILIHI D AIX2)RDT
ORDR2=0,

IF(OPTNZ.NE.L,) GO TO 16

IN FOIMTS 2 AND 199 THE 2-0RDER TERM CAN‘T EE DETERMINED

IFCIVER.24WORWILEG.199) 60 TR 16

ORDRZ2:=DKIKQ SR OCCTL T2 -4, RETLI{Y -3 Y+ RCTL (I~ 4  kCTL(T+1)
FCTLLI+2) ) /A (OX2RDX2) DEXDTRDT

CONTINUE

CTCI)=CT1(I) + ORDR1 + ORDR2

) 7 Y=2y19%

C(D=CT(I)

30 TO &1

pO 42 I=2-19%

C(I)=CT1¢I)

CONTINUE

NOEMER=100.%0T

DUMMY 1=T/NOEMER

INM=IFIX(T) /IFIX{NOEMER)

DUMMY2=FLOAT CIIUM)

IF C(DUMMY L-THMMY2Y.GT.0,00005) GO TO 14

WRITE(S»15) T

WRITE(2+15) T

WRITE(2217) (CLI):I=1,200)

FORMATU(3X»F7.0)

FORMATC(10F10.4)

T=T+OT

IF(T.LE.1000Q.%DT) GO TO 8

OUTEUT OF FINAL RESULTS

WRITE(S,99)

WRITE(S»90)

FORMAT(” AFTER 1000 TIME STEPS CONCENTRATIONS ARE: ‘)
FORMAT(AC’ PNT CONC "))

00 81 I=15200-4

IA=1

IB=I+1

TE=T42

ID=1+3

WRITE(S»12) IASCCTA) yIBCUIB)»ICyCCEC)» INSC(TID
FORMATCA(ZXyI3+F10.:4) ) :
CONTINUE :
STOF

END



Test 1: advectief transport:

\
Y INFUT.DAT

TEST DATA
FROGRAM FROMM.FOR
10 30
15, 300,
2.0 0.1
¢ 00 0.07 €.,15 0.29
2.B6 3.B6 5.2%9 4.71
P71 8B.86 T.86 &.71
1.21 0,79 ©.42 0.29
0.00 0.00 ¢.00 0.00
.00 §.,00 0.00 0.00
0,00 0,00 0,00 0,00
00 O’
FTEST DATAH
FPROGRAM FROMM.FOR
DFTNL= 1. OFTNZ= 3. OFTN3=
BT= 15.8EC, DIX= 300.M.
b= 2, 0M/8EC, L= 0.1M2/8EC.

INITIAL CONDLITIONS

0:00 0.07 0.13 0.29 0.42
2.86 3.84 45.29 &.71 7.86
?+71 8.86 7.Bé6 4.71 T.29
1.21 0.79 0.42 0.2%9 (.15
Q.00 Q.00 0,00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
G.00 0.00 G.00 000 0.00

Q.42
7.86
5429
0.15
0.00
0.00
0.00

Q.79
#.86
3.84
0.07
0.00
0.00
0.00

46

0.79
8.84
3.84
0.07
0,00
0.00
0,00

IN THE FIRST 36 FOINTS

1.21
?.71
2.86
0.00
0.00
0.00
0.00

orde schema van Fromm

1.21
?.71
2.86
0.00
0.00
0.00
0,00

2.00
10.00
200
0.00
0.00
0,00
0.00

ARE
2.00

10,00
2+00
0.0C
0.00
0.00
0.00



XFRSAFPR Floating underflow

ZFRSAFR Floating underflow

1
1
1
1

Qe

1500.
3000.
4500.
&6000.
7500,
?000.
0500.
2000,
3500.
5000.

Pl= 2210

PC= 2170

- AFTER 1000 TIME STEPS CONCENTRATIONS ARE!?

STOF

PNT

143
14%
153
157
161
16%
169
173
177
iB1
18%
189
193

CONC
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

-0.0000
-0.0000
-0.0000
~Q.0000
~(.0000
~G. 0000
~0.0000
-0.0000

-0.0000

=-0.0000
~0.0000
=0.0000C
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
~0.0000
”000000
0.0001
0.0003
=-0.002%
0.0231
0.4306
2.7389
7. 7452
F.7025
J.+4192
1.3040
G.+1430
=0.0032
0.0020
-0.00035
0.,0001
0. 0000
~0.,0000
0.0000
040000
= Q0G0
0.0000
0.0000
0.0000
=0.0000
=04+ 0000
00000
2.0060
0.0000

PNT
2

Pty

6
10
14
ie
22
24
30
34
38
42
44
o0
54
o8
462
-1
70
74
78

144
150
154
158
162
166
170
174
178
182
186
190
194
198

CONC
0.0000
0.0000

-0.0000
-0.0000
~0.0000
~0,0000
0.0000
0.0000
0. 0000
~0.0600
=0.0000
=0, Q000

~0,0000

-0, 0000
=0.0000
=0+ 0000
~Q. 0000
~-0.0000
0.0000
0.0000
0.,0000
-0,0000
~0.,0001
0.0013
-0.0063
0.0624
0.7345
3.8648
8.84%%9
?.0518
4.1154
0.8011
0. 0706
=0.0043
Q.0018
-0.0002
0.0000
0.0000
'090000
~0.,0000C
0.0QQ000
-0.0000
-0.0000
0.0060
0.0000
-0.0000
~0.0000
~0 4+ Q000
Q.0000
0.000¢

151
155
159
163
167
171
175
179
183
187
191
195
199

CONC
-0.0060
~0.0000
-0.0000

0.0060
0.0000
0.0000
0.0600
Q. 0000

0.0000 "
0.0000

0.0000
0.0000

TGL.0000

4.0000
¢.0000

2.0000

3. 0000

=0.,0000 -

=0.0000
0.0000
0.0000
0.,0000
~0.0004
0.0018
=0.0042
0.1295
1.2000
D+1354
?.5930
8.0297
2.9416
0.47064
0.0287
-0.0017
0.0004
0.0000
-0.,0000
0.6000
“0-0000
-G, 0000
0.0000
0.0000
~-¢.0000
= 0000
0.0000
0.0000
~Q. 0000
-0.000¢
~0.0000
0.0000

PNT

12
16
20
24
28
a2

36

A0

48

2

54
40
&4

Y

72

74

80

84

a8

92

96
100
104
108
112
1158
120
124
i28
132
134
140
144
148
152
1546
146G
164
168
172
174
180
184
188
192
196
200

CONC
-3« 0000
0.0000
Q.0000C
0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
~(.0000
-0,0000
0.0000
0.0000
0.0000
00000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
=0, 0000
-0.0000
0.0000
0.0001
-0,0004
0.0005
0.0020
0.2424
1.84875
6.4783
?.8917
6. 7693
2.0185
Q2656
0.0061
0.0010
=0 0003
0.0001
-0.,0000
0.0000
0.0000
~G.+0000
~0.0000
00000
¢.0000
~0.,0000
-0.0000
0.0000
0.0000
=,0000
-0+ 0000
0.0000



e
Test 2: advectief transport: 2 orde schema van Fromm

TY INFUT.LAT
TEST DAYA
FROGRAM FROMM . FOR

2 3. L.
15. 300.
2.0 0.1

0.00 0.07 O0.15 +29 0 0.42 0.7%9 L.21 2.00
2:.86 3,84 5,29 6.71 7.86 8.86 9.71 10.00
P71 B.86 Y488 6,71 5.2% 3.86 2.86 .00
1.21 Q.79 0.42 0.29 0.15 0,07 0.00 0.00
0:.00 0,00 0,060 0.00 0.00 0.00 ¢.00 0.00
Q.00 0.00 0.00 0,00 0,00 .00 0.00 0.00
0.00 (.00 0.00 0.00 0.00 G.00 0.00 (.00
0. Q. [ 0.

TEST DAIA
FROGRA&M FROMM. FOR

OPTHNL= 2. OPTH2: 3. OFTHNZ: 1.

OT= 15,8EC. DIX= 300.M.

U= 2,0M/7°5E0, D= (.1M2/5EC.

INITIAL CONDITIONS IN THE FIRST 54 FOINTS ARE!
0.0 0.07 0.15 0.29% 0.42 0.7% 1.21 2.00
2.86 3.86 59,29 46.71 7.84 B.8B6 9.71 10.00
.71 8B.BS 7.BE SH.71 T.29 3.86 2.86 2.00
1,21 Q.79 Q.42 0,29 0.15 0,07 0.0C 0,00
0.00 0,00 0,00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0,00 0.00 Q.00 0.00 0.00 0.00 0,00
0.00 (.00 Q.00 0.00 0.00 0,00 0.00 0.00




0.

ZFRSAFR Fleoating

ZFRSAFR Floating underflow

1500,
3000.
4500.
4000,
7900,
2000,
10500,
12000,
13500.
15000,

underflow

PC

2140

PG= 2147

AFTER 1000 TIME STEPS CONCENTRATIONS ARE!

PNT

123
127
BTOR

CONC
0.0000
-0.0000
0.0000
~0.0000
= 0000
0.0000
~0.0000
0.,0000
=0.0000
~3.0000
0.0000
-0.0000

0. 0000 - -

0.0000
=-0.,0000
90,0000
-0.,0000
=0.,0000
0. 0000
~0.0000
0.0000
=0.0000
0.0000
~0.0002
-0.0031
0.0464
0.4012
2.8923
7.09%97
?.3135
§:2171
1.4050
~0.1545
-0.0894
0.0095
0.0023
-0.0004
-0.0001
0.0000
-0.0000
0.0000
~0.0C00
0.90000
=0, G000
0. 0600
=0, GQ00
0. 0000
=0 QOD0
0.Q060
w0 GOOO

FNT

2

&
1¢
14
18
22
26
30
34
38
42

44

186
190
194
198

CONC
0.0000
~0.,00Q00
0.0000
0.0000
~Q.,0000
0.0000
=0.0000
-0,0000
0.+0000
~Q,0000
¢,0000
=0,0000

- =0.0000

¢.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
=0, 0000
0.0000
=0,0000
0.0001
-0.0007
-0.0021
0.10623
0.9554
3.8423
8.05%94
?.00%95
4.9537
0.8404
~0.206%9
=0 0445
0.009%
0.0008
~G.0004
G.0000
0.0000
-0, 0000
0.0060
~0. 0000
0,0060
~0.000C0
0.,0000
=0.,0000
0,000G
=3 0000
¢.0000
=0, 0000

Loy

CONC
0.0000
0.0000

~0.0000
0+0000
-0.0000

0.0000

0.0000
=0.0000
0.0000
-0.0000
~0,0000
0.0000

—O 0000 - -

0.0000
0.0000
~0.,0000
0. 0000
=0.,0000
0.0000
=Q,0000
Q. 0000
~0.0000
0.0001
-0.001%
00,0031
0.1995
1.4453
4.90346
8.79946
8.3440
2.70446
0.33464
~0.1908
-0.0138
0.0073
0.0000
=0.0003
0.0000
0.0000
-0.0000
0+ 0000
-0.G000
0.0000
~(. 0000
Q. G000
=0 GO00
0.0000
=0, 0000
2.0000
0,.00G0

T
148
172
176
180
184
188
172
194
200

CONC
=0,00600
0.9000
=0.0000
0.0000
0.0000
-0,0000
0.0000
-0.0000
2.0000
0. 0000
~0.0000
0.0000
-0, 0000
=0.0000
€.0000
-C. 0000
0.0000
-0.0000
=0.0000
0.0000
=0.0000
0.0000C
0.0001
=0.0025
0.0170
0.3578B
2.08%0
§.0163
9.2368B
7.3844
2.5653
0.0111
~0.,1431
0.0030
0.0046
~-0.0003
~0.+0002
0.0001
-3, 0000
0. 0000
0.0000
-0.0000
0.0000
=0.0000
0.0000
=0.0G00
0.0000
0.0000
~0.0000
Q. 0000



Test 3: advectief en diffusief transport: 2¢ orde schema van Fromm

+1° orde benadering diffusieterm.

TY INFUT.DOAT
TEST LaTh
FROGRAM FROMM,.FOR

2. 3.
15, 300,
2.0 3.0

0.00 0.07 0,15
2.86 3.Bs 3,29
.71 8B.BS V.86
1.21 0479 ©€.42
¢.00 0.00 0.00
0,00 0.00 0.00

¢.00 0,00 0.00
00 00
TEST DATA
PROGRAM FROMMFOR
OFTNL = 2. OFTHZ= 3 OF 7R3

T=  1%.8EC. ©DX= 300.M.

L= 2. 0M/8EC. = 3. 0M2/A8EC,

+ 29
b.7%
& 71
G.29
Q.00
0.00
0.00

2.

0.4
7486
T.29
0,15
G.00
¢.00
0.00

INITIAL CONDITIONS IN THE FIRST %56 FOINTS

0.0 0,07 0.15 0.29 0.42
2.84 3.86 G.29 6,71 7.84
P71 B.8& 7.84H 6.71 5.9
1.21 Q.79 0.42 0.29 0.15
Q.00 0.00 0.00 0,00 0.00
Q.00 0.00 0.00 0,00 0.00
0.00 0,00 0.00 0,00 0.00

Qe 79
8.84
3.86
0.07
0.00
0.00
0,00

1.21
P71
2486
Q.00
0.00
0.00
0,00

0.7%
8.86
3484
0.07
¢.00
Q.00
Q.00

ARE ¢

2.00
10.00
2.00
000
Q.00
Q.00
0.00

1.21
2.71
2484
0,00
.00
G.00
Q.00
0.

2.00
10.00
2.00
0,00
¢.00
.00
0.00




ZFRSAFR Floating underflow

XFRSAFR

1
1
1
1

AFTER 1000 TIME STEFS CONCENTRATIONS ARE!

STOF

0.

1500,
3000.
4500,
4000,
7300,
2000.
0500,
2000.
3500,
5000,

FNT

Floating underflow

CONC
0.0000
~0.0000
a.0000
0,0000
~0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
G+ 0000
~0.0000
0.0000
-0.,0000
=0.0000
0.0000
~0.,0000
0.0000C
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0003
-0.,0022
0.0601
0.6565
2.9630
7.0377
?.1280
6.146%91
1.70%90
~0.0977
-3.0927
0.0084
0.0027
=0.0003
=0, 0001
0.6G00
=0.0000
0.0000
=0 G000
=0, 0000
0.G000
=0.0600
0, 0000
0.0G00
=0.0600
0.0000
=0.0000

FNT
2

&
10
14
18
22
24
30
34
38
42
44
<1Y]
34
58
62
[-¥-3
70
74
78
82
8é
20
74
K45

102
106
110
114
118
122
12
130
134
138
142
1464
150
154
158
162
166
170
174
178
182
186
190
194
198

FC= 2374

PC= 2140

0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
~3. 0000
Q.0000
Q,0000
=G 000
3. 0000
=0+ Q000
—3+ 0000
G.0000
=0, 0000
2.0000
=0. 0000
Q.0000
-0.0000
Q.0001
-0.0008
0.0002
0.1235
1.0225
3.8951
7e9%L1
5. 8344
4.95791
0. 9876
=Q. 1717
=Q.0309
Q.0084
0.0011
~0.0003
=05 0000
0,0000
=0 0000
040000
=0, 0000
0.0000
=0 0000
0.0000
=0, 0000
0.0000
=0, 0000
Q. 0000
~Q. 0000

PNT

11
15
1¢
23
27
31
35
39
43
47
g1
59
b
63
&7
71
73
7?

87

71

7%

29
103
107
111
115
119
123
127
131
133
139
143
147
151
155
159

183
187
193
i9e

CONC
~0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
-0.0000
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.,0000
0.0000
-0, 0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
-0, 0000
0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
0.0001
~0+0016
0.0077
0.2305
1.5208
4.9268
8,6512
8.20048
3.7564
0.4337
~Q.1737
-0.,0203
0.0071
0.0002
-0.0003
0. 0000
0.0000
-0,0000
0.,0000
=0, 0000
0.0000
-0.0000
0.0000
~G e G000
0.0000
=0, 0600
0.0000
=0 GO0

PNT

12
18

C 20

24
28
32
34
40
A4
48

i P

T
&0
- &f
-1
72
74
80

88

92

?&
100
104
108
112
114
120
124
128
132
134
140
144
148
152
196
160
144
148
172
176
180
i84
188
192
194
2048

CONE
-0.0000
0.0000
-0.0000
0.0000
Q0.0000
-0.0600
0.0000
~0,0000
~0.0000
0.0000
-0, 0000
0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
~0.0000
0.0000
0.0000
~0, 0000
0.0000
-0.0000
0.0000
~G 0000
-0.0022
0.,0252
0.4004
2.1644
&.0000
P+ 0609
7.2835
2, 6509
0.0901
-0,1388
-0.0020
0.,0048
~0, 0002
~0.0002
0.0000
~0 40000
—0.0000
0.00G0
~0,0000
0. Q00060
=0,0000
040000
=0, 0000
0.0000
=0, 0000
— G, 0000
G000




