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Het model PROFCD (PROFile Convection-Diffusion) is door Veling (1993) geschreven om 
snel een inschatting te kunnen maken van het transport van vervuiling in de ondergrond. 
Het is een interessante vraag hoe onzekerheid in de invoerparameters de resultaten beïn-
vloedt (zie ook Pappenberger en Beven, 2006). In dit ‘Bachelor Graduation Project (BSc)’ is 
op zoek gegaan naar een snelle en eenvoudige methode om deze gevoeligheid te kunnen 
schatten. Zo kan in de praktijk gemakkelijk bepaald worden of de onzekerheid in de invoer-
parameters acceptabel is of niet. Hiervoor is een Matlab-programma (ParamSensCD = 
Parameter Sensitivity Convection Diffusion) ontwikkeld. 
 
 
Modelbeschrijving 

Voor een aantal milieustudies is het van belang om eenvoudig te bepalen hoe snel vervui-
lende stoffen doordringen in de ondergrond. In het verleden is er veel onderzoek gedaan 
naar het modelleren van verplaatsing en afbraak van vervuilingen in de ondergrond. Met 
behulp van analytische formules kan in bepaalde situaties een schatting worden gemaakt 
van de hoeveelheid stof die een bepaald niveau is gepasseerd. De partiële differentiaalver-
gelijking die ééndimensionaal chemisch transport onder constante stroomsnelheid en met 
afbraak beschrijft is de volgende, 
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waarin z  [L] de afstand tot het maaiveld is, t  [T] de tijd, rc  [M/L³] de concentratie, s  [–] 
de geadsorbeerde massafractie, n  [–] het vochtvolume per volumedeel, D  [L²/T] de 
dispersiecoëfficiënt, q  [L/T] de volumeflux (Darcysnelheid), ρ [M/L³] het soortelijke gewicht 
van de grond en wµ en sµ  [1/T] de snelheidsconstanten voor eerste orde afbraak in 
respectievelijk water en grond. Aangenomen wordt dat de relatie tussen rc  en s  beschre-
ven wordt door de lineaire relatie rs kc= met k  [L³/M] de distributiecoëfficiënt. Indien men 
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deze relatie hierboven substitueert krijgt men de volgende partiële differentiaalvergelij-
king: 
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waarbij 1R k n= + ρ  [–] de retardatie is, /v q n=  [L/T] de echte snelheid en 

( ) /w s k n Rµ µ µ ρ= +  [1/T] een effectieve afbraakconstante is. In de door Veling (1993) 
ontwikkelde programma’s ZEROCD (ZERO Convection-Diffusion) en PROFCD (PROFile 
Convection-Diffusion) wordt verschil gemaakt tussen twee opvattingen van de concentratie 
c  (zie Kreft en Zuber (1978)): 
 
 ( , ) :rc z t   de volumegemiddelde concentratie. De opgeloste massa per 

volume-eenheid van vloeistof in een elementair grondvolume op 
een locatie zen een tijd .t  

 ( , ) :fc z t  de fluxgemiddelde concentratie. De opgeloste massa per volume-eenheid 
van vloeistof dat een gegeven doorsnede passeert op een locatie z  
en een tijd .t  

 
De volgende relatie geldt tussen de twee concentratiebeschrijvingen: 
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De fluxgemiddelde concentratie fc voldoet aan dezelfde partiële differentiaalvergelijking 

als rc . Om de differentiaalvergelijking op te kunnen lossen dienen wij nog begin- en rand-
voorwaarden op te geven. Wij maken de keuze dat er op 0t =  geen stof in de grond aanwe-
zig is en dat er aan het maaiveld een continue fluxinjectie plaatsvindt. De bijbehorende 
voorwaarden luiden dan voor de fc -concentratie: 
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De oplossing van deze partiële differentiaalvergelijking luidt (zie Van Genuchten (1981) en 
Veling (1993, formule 221( , )fc z t , p. 25): 
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 met 21 4u v DR vµ= +  [L/T]. 

 
Het uiteindelijke doel van de programma’s is het bepalen van de hoeveelheid stof (dat kan 
dus een vervuiling maar ook een tracer zijn) die aanwezig is in een bepaald grondvolume. 
De volgende integralen zijn dan van belang: 
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De parameter S  [L2] is het oppervlak van het gebied, en Q  [L³/T] de volumetrische 
stroomsnelheid ( Q qS= ). De eerste integraal representeert de hoeveelheid stof aanwezig 
in het gebied onder een niveau z . De tweede integraal representeert de hoeveelheid stof 
die een niveau zgepasseerd is gedurende de periode (0, )t . Als er geen afbraak is, zijn rM  
en fM  aan elkaar gelijk. Deze integralen kunnen analytisch worden bepaald afhankelijk 
van de opgegeven randvoorwaarde. ZEROCD en PROFCD zijn geschikt voor situaties waar-
bij de beginconcentratie 0 is en waarbij de randvoorwaarde een kortstondige injectie ( fc ) of 
blootstelling ( rc ) is, een continue injectie/blootstelling of een blokvormige injectie/bloot-
stelling in de tijd. Voor het geval hierboven geldt (zie Veling (1993, formule 221( , )fM z t , p. 
32)): 
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 met 21 4u v DR vµ= +  [L/T]. 

 
Merk op dat 0(0, )fM t c Qt= , zoals ook uit de randvoorwaarde volgt. Indien men weet hoe-
veel stof er aan het maaiveld is geïnjecteerd (bijvoorbeeld door een tracerexperiment, of 
door regenval of door een vuilstort), dan kan men door middel van het programma ZEROCD 
met behulp van de analytische expressies voor rM  en fM  bepalen op welke tijd een gege-
ven fractie 0( , ) (0, ) ( , )f f fM z t M t M z t c Qtβ = =  van de tot dan toe geïnjecteerde stof onder 
een gegeven niveau z  nog aanwezig is. Het programma PROFCD berekent profielen van de 
gepasseerde fractie als functie van de tijd op een gegeven diepte en als functie van de 
diepte op een gegeven tijd. De uitvoer is zodanig dat de resultaten grafisch weergegeven 
kunnen worden. Beide programma’s zijn alleen van toepassing op een ééndimensionale 
situatie. Er wordt vanuit gegaan dat er alleen transport in verticale richting plaats vindt. 
De korte rekentijd en de gemakkelijke grafische weergave van de resultaten maken de 
programma’s ondanks hun beperkingen geschikt voor het maken van een eerste inschat-
ting van de gevolgen van een mogelijke vervuilingssituatie. Daarnaast zijn de programma’s 
geschikt voor het verifiëren van numerieke berekeningen met andere modellen. 
 
 
Parameteranalyse 

Het programma PROFCD (dat hier beschouwd wordt) rekent met 6 parameters: /v q n=  

(effectieve snelheid), R  (retardatiecoëfficiënt), D  (dispersiecoëfficiënt), µ  (afbraakcon-
stante), z  (diepte waarop massafractie bepaald wordt) en 1t  (meettijd). Om de effecten van 
een verandering in de parameters te kunnen bepalen kunnen verschillende analyses wor-
den uitgevoerd. Te denken valt aan bijvoorbeeld een analyse volgens de Monte-Carlo-
methode. Het is echter zeer bewerkelijk om van de invoerparameters de verdeling te bepa-
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len. Er is daarom gekozen om, voor een eerste analyse, de parameters procentueel te ver-
hogen en te kijken wat dit voor een effect heeft op de uitkomst van het programma. Dit is 
gedaan met behulp van een Matlab-analyse waarvan een van de resultaten in figuur 1 is 
weergegeven. 
 
 

1

2

3

4

5

6

7

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

x 10
-3

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Retardation Factor [-]
velocity [m/d]

M
as

s 
Fr

ac
tio

n 
[-]

Retardatie factorSnelheid  

Figuur 1: Vergelijking snelheid en retardatiefactor, op de opstaande as is de gepasseerde massafractie 

β weergegeven. Het is duidelijk te zien dat de effecten van parametervariaties voor beide parameters 

niet lineair zijn. 

 

In het veld kan deze analyse goed gebruikt worden. In een situatie waarin alle parameters 
bekend maar onzeker zijn kunnen grafieken als de bovenstaande gemaakt en geraadpleegd 
worden om te bekijken hoe gevoelig het systeem voor die onzekerheid is. 
 
 
Gevoeligheidsanalyse van het model 

In de praktijk zal men weinig gedetailleerde kennis hebben van de parameters in het 
gebruikte model. Het ligt dan voor de hand voor elk van de parameters een passende ver-
delingsfunctie te kiezen. Daarom is ervoor gekozen om een nieuw MATLAB-programma 
(ParamSensCD) te maken dat op grond van een gekozen verdelingsfunctie voor elk van de 
parameters de daardoor ontstane verdelingsfunctie van de gepasseerde massafractie kan 
bepalen. 

Zowel in de literatuur als in de praktijk blijkt het erg lastig om de verdeling van de 
grondparameters te schatten. Er is daarom gekozen om het programma zo interactief 
mogelijk te maken en de gebruiker de verdelingsfunctie van elke parameter te laten kie-
zen. De mogelijkheid wordt geboden om een parameter: 
• Constant te houden; de parameter wordt dan als vaste waarde in de berekening 

meegenomen. 
• Normaal te verdelen; er dient naast een verwachtingswaarde ook een standaard devia-

tie (SD) ingevoerd te worden. 
• Exponentieel te verdelen met de invoerwaarde als gemiddelde. 
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Voor elke parameter kan een andere verdeling gekozen worden, de GUI (Grafische User 
Interface) van het programma is weergegeven in figuur 2. 
 

 

 

Figuur 2: Plaatje van een deel van de gebruikersinterface van ParamSensCD met invoerparameters. Onder 

"Distribution type" kan de gewenste verdeling worden aangegeven. De gepasseerde massafractie (Beta = 

β ) wordt bij elke parameterwijziging direct opnieuw doorgerekend. 

 
Het programma voert vervolgens een Monte-Carlo-analyse uit. Kort gezegd houdt dit in 
dat er een aantal keren een willekeurig getal uit de opgegeven verdeling wordt getrokken. 
Aan de hand van de ingevoerde verdelingen, verwachtingswaarden en eventuele stan-
daarddeviaties trekt het programma 1000 keer elke parameter en rekent de gepasseerde 
massafractie uit. Deze 1000 waardes worden vervolgens in een histogram geplot zodat de 
gebruiker kan zien hoe de verdeling van de massafractie er uit ziet. Daarnaast wordt de 
gemiddelde waarde, de standaarddeviatie en het verschil tussen de maximale en minimale 
waarden van de resultaten bepaald. Dit is te zien in figuur 3. 
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Figuur 3: Resultaat ParamSensCD na de Monte-Carlo-analyse (1000 trekkingen). 

 
Een van de andere opties van het model is het maken van plots van de effecten van het 
variëren van dimensieloze parameters. Door over te gaan op dimensieloze parameters 
wordt het aantal vrijheidsgraden namelijk verlaagd. Voor dit model zijn de dimensieloze 
grootheden: 
 
 2 2,    ( ) ,    vz D v t RD RD vς τ ε µ= = = . 

 
 
Praktijkgeval 

Om de mogelijkheden van deze onzekerheidsanalyse in de praktijk toe te passen maken wij 
gebruik van een goed gedocumenteerd praktijkgeval van een ééndimensionaal vervuilings-
transport in een homogene ondergrond (Pang en Hunt, 2001). Hier werd een niet-reactieve 
tracer door een homogene grondkolom gevoerd waarbij op verschillende diepten de gepas-
seerde concentratie tegen de tijd gemeten werd. 

De parameters van het experiment zijn als volgt: v  = 27,7 m/d, α  = 0, 026 m, R = 1 
(geen adsorptie), µ  = 0 (geen afbraak), z  = 8 m en 0t (duur van de injectie) = 13 minuten, 
waarbij de v  en de α  zijn gevonden na kalibratie. Zie figuur 4 waar voor deze parameters 
het profiel is uitgerekend met behulp van het programma PROFCD en waarin de meet-
waarden uit de publicatie van Pang en Hunt (2001, figuur 1) zijn opgenomen. In figuur 5 
wordt de gepasseerde massafractie als functie van de tijd op een diepte van z  = 8 m 
getoond. 
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Figuur 4: Resultaat programma PROFCD, concentratieverloop als functie van de tijd op een diepte van 8 

m. De meetwaarden uit de publicatie van Pang en Hunt (2001, figuur 1) zijn ingevuld met een +. 

 

 

 

 

Figuur 5: Resultaat programma PROFCD, gepasseerde massafractie als functie van de tijd bij een injectie 

van 13 minuten = 0.0090278 dag op een diepte van 8 m. 
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Met het beschreven ParamSensCD-programma is het slechts mogelijk om een continue 
injectie te simuleren. Wij maken nu gebruik van de parameters hierboven en nemen aan 
dat er een continue injectie plaatsvindt. Uit het programma ZEROCD blijkt dat na 1/ 2t = 
0,57762 dag = 13,86 uur de helft van de tot dan toe geïnjecteerde massa is gepasseerd. 
Indien wij nu met ParamSensCD een onzekerheidsanalyse uitvoeren dan verkrijgen wij 
het volgende resultaat voor de spreiding in 1/ 2t  gebaseerd op de onzekerheid in de snelheid 
want uit de publicatie van Pang en Hunt (2001) blijkt deze niet goed bekend te zijn. De 
verdeling van deze parameter wordt in dat artikel niet gegeven. Daarom nemen wij aan 
dat de gekalibreerde waarde ( v = 27,7 m/d) de verwachtingswaarde is met een standaard 
deviatie van 1.5 m/d. Nu volgt: 
 
 v = 27,7 m/d, met SD = 1,5 m/d 
 D vα=  = 0,026 * 27,7 = 0,7202 m2/d, met SD = 0,039 m2/d 
 
De invoer voor de Monte-Carlo-simulatie ziet eruit als in figuur 6. Voor de opgegeven para-
meterwaarden berekent het ParamSensCD-programma reeds een β − waarde van 
0,499999, zoals ook verwacht mocht worden op grond van de berekening met ZEROCD. 
 

 

Figuur 6: Invoergegevens voor beschreven praktijkgeval. 

 
Na 1000 verschillende trekkingen voor v  en D  wordt de standaarddeviatie voor β  in dit 
geval 0,0268 bij een gemiddelde gepasseerde massafractie van β = 0,498341 (zie figuur 7). 
Door de niet-lineariteit van de gebruikte formules is het niet zo dat de gesimuleerde mas-
safractie ook weer normaal verdeeld is. Deze resultaten geven de gebruiker meer inzicht 
hoe betrouwbaar een voorspelling is voor het tijdstip 1/ 2t . 
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Figuur 7: Resultaat verdeling β  beschreven praktijkgeval. 

 

Conclusies en aanbevelingen 

Het ParamSensCD-programma dat is geschreven aan de hand van de formules uit het 
PROFCD-rapport is een snel en eenvoudige stuk gereedschap om de betrouwbaarheid en 
bruikbaarheid van laboratorium- en velddata te onderzoeken. Het biedt de mogelijkheid 
om in de praktijk optredende verdelingen van parameters in te voeren en zo de verdeling 
van de berekende gepasseerde massafractie grafisch weer te kunnen geven. Daarnaast 
beschikt het over de mogelijkheid om analyses uit te voeren met dimensieloze parameters. 
Het biedt ook de mogelijkheid om contourlijnen voor β  te tekenen in een ( )ς τ− -, ( )ς ε− - 
of ( )ε τ− -vlak; dat zijn drie dimensieloze grootheden (zie boven). Het programma beperkt 
zich vooralsnog tot 1 type randvoorwaarde en 2 typen verdelingen. 

Het verdient aanbeveling om het programma op enkele punten uit te breiden. De beper-
king tot een continue injectie en een fluxconcentratie maakt het programma niet altijd 
toepasbaar. Dit is gemakkelijk te doen met behulp van de formules gegeven in het 
PROFCD-rapport voor volume gemiddelde concentratie en voor instantane en eindig 
durende vervuilingssituaties. Daarnaast is het mogelijk om het programma uit te breiden 
naar meer verdelingstypes om meer mogelijke parametervariaties op te kunnen vangen. 
 
 
Beschikbaarheid 

Het programma ParamSensCD bestaat uit een drietal Matlab-7 files die beschikbaar zijn 
bij de tweede auteur. 
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