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I . 

1.1 Inleiding en d°el v a n h e t college 

Het entameren van nieuwe activiteiten brengt altijd additionele risico'» 
met zich. Daarmee is men in Nederland reeds lang vertrouwd. De tochten, 
die de schepen van de V.O.C, naar Indië maakten, waren bijzonder riskante 
ondernemingen. Slechts twee van de drie schepen, die uit Arasterdam ver
trokken, keerden ooit in de hoofdstad terug. 
Ook het bewonen van lage gronden, of zelfs de bodem van de Beemster, na
dat de woeste plannen van Leeghwater waren uitgevoerd, was niet zonder 
gevaar. Talloze overstromingen toonden dat aan. 
Toch hebben onze voorouders in deze en nog vele andere zaken, de kwade 
kans getrotseerd en daarmede een steen bijgedragen aan de huidige wel
vaart van Nederland. 
Vroeger werd waarschijnlijk in een kleine kring besloten of de te ver
wachten opbrengsten van een riskante onderneming opwogen tegen de kans 
op verliezen. Tegenwoordig is dat niet langer zo. De vraag of men over 
moet gaan tot het gebruik van moderne energiesystemen als L.N.G. en 
kernenergie, leidt tot intense maatschappelijke discussies. 
De kleine kans op grote en onvoorstelbare gevolgen, die gepaard gaan mat 
het falen van dergelijke systemen beheerst de discussie veeleer dan de • 
omvang van de te behalen voordelen
De beoordeling van de maatschappelijke aanvaardbaarheid van riskante 
activiteiten heeft twee kanten: enerzijds de maatstaven die de bevolking 
aanlegt, anderzijds de objectieve methoden ter bepaling van de gevolgen 
van ongewenste gebeurtenissen en de kans daarop. Vooral de tweede kant 
van het probleem zal het werkgebied van de ontwerpende civielingenieur 
gaan raken. 
In feite is die ontwikkeling al op gang gekomen met de introduktie van 
de begrippen karakteristieke sterkte en karakteristieke belasting in 
de VB '74. 
De definitie van de karakteristieke sterkte als de sterkte met een onder
schrijdingskans van SX houdt in dat het hier om een kansverschijnsel gaat, 
en niet om een deterministisch gegeven. 
Het stochastisch karakter van de belastingen op een constructie is nog 
veel duidelijker. Vooral wanneer het golfbelasting, windbelasting, grond
druk betreft. Maar ook bijvoorbeeld de belasting van woonhuisvloeren is 
verre van deterministisch (zie fig. 1 ) wanneer men een groot aantal 
woningen in beschouwing neemt. 
De Nederlandse bouwvoorschriften eisen verder, dat men een zekere marge 
aanhoudt (de veiligheidscoëfficiënt) tussen de karakteristieke waarden 
van sterkte en belasting. Dat is noodzakelijk, omdat anders 5Z van de 
belastingen de karakteristieke sterkte zouden overtreffen. 
De vraag hoe veilig nu een correct gedimensioneerde constructie is, blijft 
echter onbeantwoord. 
Ook in de Nederlandse waterbouwkunde is door de Deltacommissie een stochas
tisch element aangebracht. 
De primaire waterkeringen rond centraalHolland dienen volgens de Delta
comaiissie zó ontworpen te worden, dat zij een stormvloed met een over
schrijdingskans van 10 per jaar volledig kunnen weerstaan. 
In de praktijk ontwerpt men de dijk zo, dat afgezien van verborgen vui
ligheden, de gemiddelde sterkte juist de ontwerpbelasting (10 per jaar) 
evenaart. Dit betekent echter, dat er 50Z kans is, dat de dijk bezwijkt 
tijdens de ontwerp stormvloed. Hetgeen niet in overeenstemming is met de 

12 

~r:+: !"  j — ••I

']•':.'■' \' 

' v I"" 

■i-t 
._!__ i 

Vis *""*<*£*» 

..4_ 

2» 4o 4» S» io. izo i4o <£o 
..1 v,. 

\la ...X..'..; U"fSfcxamv^ YCL^y. cXt, o r o c r t S l c v | o e l ^ 

,..;.; 

:::";:|:: 

CLüi yv> «3 <■$*:*?"*■*:***"». *•?.... J 4 o o o lOouiiL 

i 

I I :■: ! 

_:_J i j 
. j ]_J -1-n! 



. LMUJ'. ":'-'-W'vT *•-

? M A 

§,, ^ *„.,.,„ ^ ^ 

1-3 

%.<~ 

il'^M 

A 
w-r 

<* 3 "Ds diy^ÊvA^ouiffCiuva ^ ^ ^ &e->-i 

Iccp^v-t^ülcH*, y q l ^ e ^ s ol<t \/i£> T*4 

i-4 

eis van d,eDeltacoromissie» De Deltacommissie heeft wel een poging ge
daan pin ,een vüiligheidseis in de zin van een economisch optimale in
undatiekans te formuleren, maar is uit praktische overwegingen terug
gekeerd tot het aangeven van de overschrijdingskans van de belasting. 

Uit beide voorbeelden blijkt, dat men stopt voordat het doel, het ont
werpen van een constructie die aan een bepaalde veiligheidseis voldoet, ■ 
formeel bereikt is. Dit betekent natuurlijk niet dat de constructies 
onveilig zijn. Maar wel, dat de veiligheid van uiteenlopende construc
ties niet consistent is. 

Er zijn in hoofdzaak twee redenen aan te voeren voor het feit, dal men 
een constructie niet ontwerpt op basis van een veiligheidseis in de zin 
van een geaccepteerde bezwijkkans. 

1. Ten tijde van de Deltacommissie waren de methoden van de risico
analyse nog niet goed.bekend. De toepassing van de waarschijnlijk
heidsleer in de natuurkunde (statistische mechanica) kwam pas in de 
jaren dertig op gang onder invloed van Einstein, Fermi en Dirac. 
De analyse van de veiligheid (of de risico's) van technische syste
men werd ontwikkeld in de jaren zestig. Het onderwerp van studie was 
toen de veiligheid van kerncentrales, hetgeen resulteerde in het be
faamde Rasmussenrapport (WASH 1400). 
De toepassing van de waarschijnlijkhcidsleer op constructies werd ge
ïnitieerd door Maier in 1920. Maar de betrouwbaarheidsanalyse van 
civiele constructies wordt pas de laatste 10 jaar intensief bestu
deerde 

2. De methoden van de betrouwbaarheidsanalyse brengen veel rekenwerk met 
zich. Het numeriek uitvoeren van meerdimensionale integraties is een 
standaard onderdeel van de bepaling van de betrouwbaarheid van een 
constructie. Het zal duidelijk zijn, dat de introduktie van de elek
tronische rekenmachine niet vreemd is aan de recente bloei van het 
probabilistisch ontwerpen. 

De laatste jaren zijn er in Nederland ontwikkelingen gaande om met behulp 
van probabilistische technieken te komen tot economisch optimaal betrouw
bare ontwerpen. Bij wijze van voorbeeld kan men noemen: 
De studies in het kader van STUMATS naar de veiligheid van een eenvoudig 
booreiland in de Noordzee. ; . . : , • : 

De vermoeiingsberekening van het Andocboorplatform. 
Het ontwerp van de Stormvloedkering Oosterschel ie, dat in grote lijnen 
met behulp van probabilistische technieken tot stand is gebracht. 

Binnen het kader van de Technische Adviescommissie voor de Waterkeringen 
is een studie gaande om het ontwerp van waterkeringen geheel op probabi
listische leest te schoeien. Deze ontwikkelingen en de inspanningen in 
het buitenland vormen voldoende reden om een college over hét gebruik 
van probabilistische methoden bij het ontwerpen van civiele constructies 
toe te voegen aan het leerprogramma C.T. In dit college zal een overzicht 
gegeven worden van de probabilistische sterkteberekeningen, de systeem
benadering van constructies, belasting en sterkte als stochastische groot
heden,; de risicoanalyse, en een filosofie over de te realiseren betrouw
baarheidsniveaus. Het geheel zal worden verluchtimefc.voorbeelden ontleend 
aan de Nederlandse ervaring. , , • r;  ;■•••!> ■,■(>' •"•" '•' ■'!' ■ " ' 't i '" 
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Elementen van een risicoanalyse 

De studie van de veiligheid van constructies concentreert zich op het 
falen en het begwijkenv Hoewel de. beide termen in het spraakgebruik 
vrijwel dezelfde betekenis hebben, 'is in het kader van dit college een 
duidelijk onderscheid te maken. 

I .Een kunstwerk faalt als'het één va\i zijn belangrijkste funkties niet 
meer vervult of kan vervullen. 
Een constructie bezwijkt als ten gevolge van evenwichtsverlies 
grote vervormingen ontstaan; de kans op falen is daarbij meestal onaan
vaardbaar groot, _,. 

In veel gevallen zullen falen en'bezwijken samengaan. Volgens de defi
nities is het echter mogelijk,éat een kunstwerk faalt zonder te bezwij
ken en omgekeerd. Eèn dijk, die overstroomt, faalt bijvoorbeeld zonder 
te bezwijken. Bezwijken zonder falen treedt óp als, 'ten gevolge van een 
dijkval, de waterkering niet langer in tact is, maar een inundatie uit
blijft door een lage buitenwaterstand. t 

Het is de «org van de ontwerpende ingenieur, d'at de kans op falen van 
een op de 'tekentafel liggende constructie verantwoord klein is. In het 
algemeen denkt hij daarbij aan belastingen, die de sterkte overtreffen. 
En aan funkties, die onvoldoende vervuld worden. Op deze facetten is 
dan ook het stelsel vïn bouwvoorschriften hoofdzakelijk gericht. 
De ervaring leert echter, dat de meeste bezwijkgevallen niet worden ver
oorzaakt door stochastische deviaties van sterkte en/of belasting, maar 
door menselijke fouten. Het ligt daarbij voor de hand te denken aan een 
rekenfoutUn de sterkteberekening van de constructie. 
Maar een veel groter gevaar vormt het over het hoofd zien van een maat
gevend bezwijkmechanisme. Zo was bijvoorbeeld de dynamische stabiliteit 
o.i.v. windbelasting van de Tacoma Narrowsbrug onvoldoende onderzocht. 
Kort na de voltooiing raakte de brug in een torsie slingering en bezweek. 

Ook in de tweede levensfase van de constructie (de bouwfase) worden 
fatale fouten gemaakt. De meeste Ijezwijkgevallen komen voor tijdens de 
uitvoering', omdat de' trach'tswerkihg in het fialf'voltooide kunstwerk niet 
genoeg aandacht krijgt. Een bekend voorbeeld van de gevolgen van fouten 
gemaakt tijdens de uitvoering is de ineenstorting van de stalen brug 
over de haven van Curacao. Doordat een betonvlechter een las had uitge
voerd aan enkele hoogwaardig stalen verankeringsstaven, was de sterkte 
van deze essentiële onderdelen zodanig verzwakt, dat de uitbouw van de 
brug tot bezwijken leidde. Het gevolg van de lasfout werd versterkt door 
het feit, dat de verankering'was uitgevoerd als een evenaarconstructie. 
Het bezwijken van één staaf kon daardoor het einde van de gehele construc
tie inluiden. 

Helaas komen niet alle uitvoeringsfouten tijdens de bouw aan het licht. 
Als de bewapening in een balkon aan de onderzijde ligt, kan dat pas blij
ken in het gebruik. 

In de gebruiksfase wordt de constructie onderworpen aan de belastingen, 
waarvoor hij ontworpen is. Nu kunnen menselijke fouten in het gebruik 
leiden tot het bezwijken van een overigens goede constructie. Men stelle 
zich slechcs de inrichting van een omvangrijke bibliotheek in een woon
huis voor. 

UÊkim 
I-I. 
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Ook. verwaarlozing van noodzakelijke inspektie en onderhoud kan ernstige 
gevolgen hebben, vooral, als, daarop bij het; ontwerp is gerekend. Zo maakt 
in de vliegtuigbouw de regelmatige inspektie een integraal deel uit van 
de ontwerpfilospfie. t.a.v. vermo«iing. p ■ , ■ i ■: ': . 
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Tot slot kunnen sommige constructies onder extreme.omstandigheden pas 
funktjoneren na menselijk ingrijpen... .,.,. . ,. .., .. 
De gevolgen laten zich raden, indien door nalatigheid van de daardoor 
aangewezen perspnen de ingreep achterwege blijft. 
Een goed voorbeeld is een coupure in een havendijk, die het wegverkeer 
.toegang verschaft tot het buitendijkse haventerrein. 
Indien men nu vergeet voor een. storm de schotbalken in de sponningen aan 
te brengen, inundeert het achterland. ... 

,Een geheel andere categorie van oorzaken van bezwijken is wat men aanduidt 
als overmacht. . ,, ,. . , , , . . . . . . 
De wet verstaat, onder overmacht, gebeurtenissen die niet voortvloeien uit 
grote nalatigheid of.onzorgvuldigheid, zoals meteoriet en blikseminslag, 
oorlogshandelingen, aardbevingen, sabotage,, aanrijdingen etc.. . 
Hoewel bet.onderscheid duidelijk lijkt, is enige, oplettendheid ,vereist, 
omdat hetgeen als overmacht beoordeeld wordt, kan variëren met tijd en 
plaats., Een stormramp van de omvang van 1953 zou door de,mensen, die 
rond 1600 ons land'bevolkten, als overmacht gekwalificeerd zijn. Doch 
als, een stormvloed van dit niveau in 1980 optreedt met ernstige gevolgen, 
zal ,dit zeker resul teren|in een beschuldiging van.grove.nalatigheid aan 
het adres van 4e beheerders en toezichthouders..Het technisch vermogen 
en de welvaart van een samenleving bepalen dus mede, welke risico's als 
overmacht worden geaccepteerd. 
Anderzijds varieert hetgeen men opvat als overmacht met de plaats. Over 
eén aardbeving zal men in Nederland niet lang debatteren, doch in Japan 
kan de constructeur van ëen gebouw dat tijdens een matige aardbeving be
zwijkt, op weinig clementie rekenen. , ... 
Uit deze voorbeelden blijkt, dat de frequentie waarmee een gebeurtenis 
ter plaatse optreedt ook een rol speelt bij de beoordeling. , . 
Gebeurtenissen met een herhalingstijd, die veel langer is dan een mensen
leven, rangschikt men gemakkelijk onder overmacht. Indien een fenomeen 
met ernstige consequenties zich echter enkele malen binnen een mensen
leeftijd herhaalt en het binnen het technisch en economisch vermogen van 
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een samenleving ligt zich er tegen te beschermen, zal een beroep op 
overmacht worden afgewezen. In het gebied tussen de beide uitersten 
is het oordeel moeilijk. 

Het spreekt vanzelf, dat de belangstelling niet uitgaat naar het falen 
van de constructie om het falen zelf, maar om de gevolgen die ermee 
gepaard kunnen gaan. 
Om de angst voor de gevolgen van een mogelijk falen van technische 
systemen te proeven behoeft men slechts een krant open te slaan. De 
discussies over de risico's van kernenergie, L.N.G.-aanvoer etc. vul
len dagelijks kolommen. Helaas is het in deze discussie niet exact 
duidelijk wat men onder risico moet verstaan. 
In dit college wordt het risicobegrip als volgt gedefinieerd: 

risico - kans op falen x gevolg 

De eenvoud van deze definitie is slechts schijn. Met name de gevolgen 
van falen zijn complex en kunnen bestaan uit materiële schade, verlies 
van toekomstig inkomen, gewonden en doden. Deze meer-dimensionaliteit 
van het gevolg geeft problemen bij de toepassing van het risico-begrip. 
Daarom verwaarloost men in de praktijk meestal alle dimensies op één 
na. 
In het Rapport van de Deltacommissie is op deze wijze het gevolg van 
een overstroming beperkt tot het direkte materiële verlies uitgedrukt 
in guldens. 
Andere benaderingen beperken zich tot de aantallen doden en gewonden die 
het gevolg zijn van het falen, omdat men een economische beschouwing van 
het risico etisch onverantwoord acht. Men beschouwt het menselijk leed 
als een imponderabilium. 
Ondanks de geconstateerde maatschappelijke afkeer van risico's is vol
strekte veiligheid onbereikbaar. Daarom zal een politieke consensus 
moeten worden gevormd omtrent aanvaardbare risico-niveaus. Hoewel op 
dit terrein veel onderzoek wordt verricht, zijn de resultaten voor 
technici nog niet goed bruikbaar. 
Voorlopig rest technici de opdracht de risico's verantwoord te vermin
deren. Dat kan zowel gebeuren door de kans op falen te verkleinen, als 
door de omvang van de gevolgen te beperken. 

1.3 Ue analyse van grens toes tanden 

Bij de probabilistische analyse van constructies is vooral de grens tus
sen het normaal funktioncren van het kunstwerk en het falen en/of be
zwijken onderwerp van studie. De faalkans is immers de. kans, dat deze 
grens wordt overschreden. 
Een constructie (of een constructie-onderdeel), die juist op deze grens 
balanceert, verkeert in een grens toes tand. 
De wijze, waarop de constructie (of een constructie-onderdeel) in de loop 
van de tijd onder invloed van inwendige en uitwendige omstandigheden over
gaat van normaal funktioneren naar falen en/of bezwijken, noemt men een 
mechanisme. 
Een grens toestand is dus altijd in samenhang met een mechanisme gedefi
nieerd. Grens toes tanden onderscheidt men internationaal in twee catego
rieën, al naar gelang de overschrijding«ervan leidt tot falen ën bezwij
ken of uitsluitend tot falen. 

i-a 

De eerste categorie omvat de uiterste grenstoestanden (ultimate limit 
state). Men denkt hierbij aan het bezwijken (en falen) van de construc
tie t.g.v. evenwichtsverlies. 
De afschuiving van een grondlichaam, de breuk van een trekstaat en het 
uitknikken van een kolom zijn voorbeelden van uiterste grenstoestanden. 
Uiterste grens toes tanden gelden zowel voor de bouwfase van de construc
tie als voor de eindfase. 

De tweede categorie bevat toestanden die de grens aangeven tussen het 
gebied waarin de constructie bruikbaar is en het gebied waarin niet aan 
de funktie-eisen kan worden voldaan. 
Men noemt dit bruikbaarheids-grenstoestanden of service-ability limit 
states. 
In deze categorie grenstoestanden vallen ontoelaatbare doorbuigingen, 
onaanvaardbare scheurvorming, trillingen etc. 
De tweede categorie grenstoestanden wordt meestal bereikt o.i.v. gedu
rig aanwezige belastingen, terwijl de uiterste grenstoestand meestal 
gepaard gaat met extreme belastingen. 

Vaak wordt binnen de uiterste grenstoestanden nog een onderscheid ge
maakt naar de aard van de belastingen. Indien de oorzaak van het bezwij
ken van de constructie gelegen is in een zeldzame belasting, waarmede 
men in het ontwerp in eerste instantie geen rekening houdt, spreekt men 
van "accidental limit states". Voorbeelden van dergelijke ongelukkige 
belastingen zijn brand, aanvaring, aanrijding, explosies etc; zaken die 
men in feite als overmacht zou kunnen betitelen. 
Het punt is echter, dat deze grenstoestanden maatgevend worden indien d. 
veiligheid tegen bezwijken volgens de normale mechanismen hoog is opge
voerd. Zo is de kans, dat een betonvloer door brand op een benedenver
dieping bezwijkt, groter dan ten gevolge van overbelasting. 
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2- Waarschijnli jkheidsrekening 

Ir. d i t hoofdstuk wordt een samenvatting gegeven van die onderwerpen 
u i t de waarschi jnl i jkheidsrekening, die voor d i t college van belang 
zijn Aan de orde komen achtereenvolgens de axiomatische opbouw, de 
beschri jving van een enkele s tochast ische variabele en van meerdere 
stochas ische var iabelen . De behandeling s l u i t zo nauw mogelijk aan 
bij de toepassingen in de betrouwbaarheidsanalyse; mathematische 
wezen 8n^r " ° r d ï * i e C » « 8 « t r e e f d . Voor meer informatie „ordt ver -

A M r ( de « " U M ( " t/m W' met "ame h e t collegedictaat 
ASU ( ( ! ) ) , de hoofdstukken 2, 4, 5, 6 en 8. 

2- I Axiomatische opbouw 

De waarschijnl i jkheidsrekening „ordt gewoonlijk opgebouwd vanuit de 
volgende dr ie axioma's: 

I P(A) > 0 
II P(fl) - I 

I I I P(AUB) - P(A) + PfB) als ArtB - * 

Het eerste axioma geeft aan dat de kans P op een willekeurige gebeurtenis 
A groter is dan of gelijk is aan 0. Het tweede axioma stelt de kans op 
de zekere gebeurtenis f! gelijk aan I. Volgens het derde axioma is de 
kans op het optreden van {A of B} gelijk aan de som van de kansen op 
A en B afzonderlijk, vooropgesteld dat A en B elkaar uitsluiten, (é is 
de onmogelijke gebeurtenis). Voor een overzicht van de diverse symbolen 

ir™""."
31
'
 de n o t a c i e l i

J " ^ figuur ]. Strikt genomen zijn de 
gegeven axioma's, met name axioma III, alleen bruikbaar zolang we ons 
uitbreid"

t0t U l t k o m s t e
"

u i n
' ^ n » « een eindig aantal gebeurtenissen. De 

uitbreiding naar meer algemene axioma's (zie bijvoorbeeld (I)) bevat 
echter geen nieuwe gezichtspunten op die voor dit college van belang 

. zijn en blijft daarom buiten beschouwing. 

In bovenstaande is de kans geïntroduceerd als een mathematische groot
her V, T "

 l s
°
v e r i

6ens nog weinig gezegd over de interpretatie van 
„aaroT ater1' A'I' " ' " P " ' " " *« *■ zen een filosofisch probleem 
weTZ l 1 d " " i

l e g e n
°

8 Z a l W O r d e n teruggekomen. Voorlopig gaan 
we ervan uit, dat intuïtief het begrip kans in voldoende mate is bepaald. 
Uitgaande van de axioma's kunnen nu een aantal stellingen worden afge
„il

d
.vn»

e

n , e

TV
a n "

e S t e l l i n
8

e n " J " tamelijk triviaal en een be
aan de h H

 J ̂  ™rbo*i*- T
°

c h » "et nalopen van deze bewijzen, mede 
raken in de T d V e n n

"
d i a

^ — van figuur I, erg nuttig om thuis te 
raken in de redeneertrant van de kansrekening. 

I. P(»)  0 

Daar Art*  * geldt wegens axioma III: e, ,» 
P(AU*)  P(A) + p($) U

~'> 
Verder is AU*  A zodat P(AU4) = p(A) 
Combinatie van beide resultaten levert P(*)  0 

2 P(A) f P(A) 1 (A = "A niet") 

Wegens AuX = n en AftA . * (zie figuur la) geldt achtereen
volgens via axioma^s III en II
P(A) + P(A) = P(AUA) = P(fj) = i 

(22) 

yft, Ö>2-ÏU> 

3. 0 < P(A) < 1 (23) 

De linker ongelijkheid volgt direkt uit axioma I; daar verder 
„egens axioma I eveneens P(A) > 0 volgt de rechter ongelijk
heid verder uit stelling 2. 

4. Als A e B dan P(A) * P(B) (24) 

Wegens A e B is (BA)l/A  B en (BA)/J A  * 
(zie figuur lf). Toepassing axioma III: 
P(B) = P((BA)(/A)  P(BA) + P(A). 
Via P(B-A)> 0 (axioma I) volgt dan P(B) i- P(A) 

5. Ms A £ B dan P(AUB) - P(B) (2-5) 

Als AcB geldt AuB  B (zie figuur lf), waaruit de stelling 
direkt volgt. 

6. P(A1/B) ■ P(A) * P(B)  P(AflB) (26) 

Er geldt Ai/B  At/(8A) (zie figuur lg), terwijl A en 
(BA) elkaar uitsluiten. 
Wegens axioma III: P(A B)  P(A) + P(BA). 
Vervolgens geldt: B =■ (AnB)ir(BA) (zie figuur lg), waarbij 
ook (AoB) en (BA) elkaar uitsluiten. 
Wegens axioma III: P<B) = P(AnB) + P(BA). 
Eliminatie van P(BA) bewijst de stelling. 

7 Max (P(A); P(B)} 4 P(Ai>B) s P(A) + P(B) (27) 

Voor de linker ongelijkheid maken we gebruik van 
P(A»B)  P(A) + P(BA) (zie bewijs stelling 6, eerste stap). 
Daar P(BA) » 0 (axioma I) geldt P(A»B) >, P(A) . Evenzo valt 
te bewijzen P(Ai/B) > P(B). 
De rechter ongelijkheid volgt op grond van stelling 6 en 
P(AnB) » 0 (axioma I). 

Het is nu interessant de verschillende stellingen m.b.t. P(AvB) met 
elkaar in verband te brengen. Stelling 6 geeft een exacte uitdrukking, 
maar heeft als nadeel dat P(A,iB) nog bepaald moet worden (daarover 
meer in 2.2). Stelling 7 geeft een boven en een ondergrens uitgedrukt 
in P(A) en P(B). De bovengrens is exact als A en B elkaar uitsluiten 
(zie axioma III of stelling 6); de ondergrens is exact als A de gebeur
tenis B impliceert of omgekeerd (zie stelling 5). 

Voorbeeld 2.1 

In hoofdstuk 1 is gesteld dat een dijk faalt als deze te laag is 
of als na een eventueel bezwijken onvoldoende kerende hoogte aan
wezig is. Voer in: 

F = falen van de dijk 
A = de waterstand is hoger dan de dijk 
B = de dijk bezwijkt en heeft onvoldoende kerend vermogen 

Stel nu: P(A) = 2xl0~'' en P(B) = 3xl0"4 
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a) Vereniging van A en B: Al> 1 
(A of B) 

A ^ T ^ n r n K
8 
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b) Doorsnede van A en B: All B 
(A en B) 

c) A impliceert B: ACB 
(A in B of B "bevat" A) 

d) A en B s lu i ten elkaar u i t : Aft B  $ 

e) AU A  a 

An A  <> 

f) Ala AC B dan A U (BA)  B 
A 0 (BA)  $ 
A U B  B 

g) A U (BA)  A U B 
A 0 (BA)  <t> 

h) (BA) 0 (A(1B)  B 
(BA) D (Art B)  <j> 

Fig. 1 Venndiagrammen ter verduidelijking van de atellingen I t/o 7 

Voor het falen van de dijk geldt dans 

3xl0~* < P(F) < 5x10"* 

Het kennen van deze grenzen is voor veel problemen al voldoende; 
merk op dat de grenzen dicht bij elkaar kunnen liggen ala één van 
de kansen veel groter is dan de ander. 

Enkele van de gegeven stellingen zullen we nu uitbreiden naar meerdere 
gebeurtenissen. Een beuijs wordt alleen gegeven voor stelling 8; de 
andere stellingen kunnen volgens hetzelfde principe worden bewezen. 

8. Als A.nA.  i voor alle i i* j dan: 

P(A[t/A2 ... <M n)  P(A,) + P(A2) ♦ ... ♦ P(An) (28) 

Dit is een uitbreiding van het derde axioma. Voor n3 loopt 
het bewijs als volgt: 
P(A VA i/A3)  P((A vA,)i»A.)  P(A.|/A,) + P(A,)
P(A|) i H\2) * P(A )f 3 '

 2 3 

Hierbij is axioma III eerst toegepast op (A </A_) en A en daarna 
nog een keer op A{ en A2> Uitbreiding naar n  O era gaat op 

soortgelijke wijze. 

9. Als A.OA.  4 voor alle i + j en (A.i/A, . .. .t/A )  n dan: 

P(A,) + P(A2) + ... P(An)  I (29) 
Dit is een uitbreiding van stelling 2 en een bijzonder 
geval van stelling 8. 

10. Als A.eA. voor alle i »" j dan (uitbreiding stelling 5): 

P(Aji/A2 ... </An)  P(A.) 

II. Voor willekeurige A. geldt: 

max (P(Ai)) < P(A(i/A2 . . . uA ) < l P(A.) 

Dit is een uitbreiding van stelling 7. De kans dat minstens 
één van een aantal gebeurtenissen A. optreedt is groter dan 
kans op de meest waarschijnlijke geèeurtenis en kleiner dan 
de som van de afzonderlijke kansen. De ondergrens treedt op 
als een der gebeurtenissen alle andere volledig "bevat" en 
de bovengrens treedt op als alle gebeurtenissen elkaar "uit
sluiten" (zie figuur 2). Een bijzonder geval treedt nog op 
als alle kansen P(Ai) aan elkaar gelijk zijn: 

P(A.) < P(A,uA2 ...uAn) < nP(A.) {2,la) 

Voorbeeld 2.2 

Gegeven een zeskantige dobbelsteen. Laat A. de gebeurte
nis zijn dat een worp de uitkomst i oplevert. De gebeur
tenissen A^ sluiten elkaar uit. Als er geen voorkeur 

(210) 

(211) 
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P(AjUAj..uA ) - max P(A.) 
n 1 

P(AiUA2..UAn) - E P U ^ 

Fig. 2. In stelling II treedt de ondergrens op als één der gebeurtenissen 
de overige volledig "bevat", terwijl de bovengrens optreedt als de 
gebeurtenissen elkaar uitsluiten. 

Fig. 3 Als Ai en A2 elkaar uitsluiten, dan sluiten (AiOB) en (AzftB) 
elkaar eveneens uit. 

PU|B).|§ »w*W P(A|B)- O 

Fig. A Het verwerken van het gegeven B op de kanstoekenning aan A 
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bestaat voor één van de uitkomsten, dus als P(A.) -
P(A.)i dan volgt op grond van stelling 9 dat 
P(A^) - 1/6 voor alle i. 

Voorbeeld 2.3 

De kans om in één worp met de dobbelsteen A, 5 of 6 te 
gooien is wegens stelling lla: 

1/6 $ p(\U A5 t/ A 6) 4 3/6 

Daar de gebeurtenissen A,, A. en A, elkaar uitslui
ten, weten we via stelling 8 dat in feite het rechter 
gelijkteken geldt. 

Voorbeeld 2.A 

De kans om in één worp met een dobbelsteen een zes te 
gooien is 1/6. Wegens stelling lla is de kans om in 
drie worpen minstens één zes te gooien groter dan 1/6 
maar kleiner dan 3/6. Geen van beide grenzen geldt 
in dit geval exact (waarom niet?). 

Voorbeeld 2.5 

Een constructie wordt gebouwd voor 100 jaar. Per jaar 
wordt de faalkans geschat op 10-5. Voor de faalkans in 
100 jaar geldt dan: 

I0-5 < P {Falen in 100 jaar) < lO-3 

In de volgende paragraaf wordt op enkele van deze voorbeelden 
nog teruggekomen. 

2.2 Conditionele kansen - Afhankelijkheid en onafhankelijkheid 

Een belangrijk begrip bij de verdere opbouw van de waarschi jnlijkhei.ls-
rekening is de conditionele of voorwaardelijke kans gedefinieerd vol ons: 

P(A|B) - ! $ $ (2-.) 

De definitie is alleen zinvol als P(B) i 0. Alvorens in te gaan op u>-
interpretatie van de conditionele kans zullen we eerst aantonen, dal 
met recht van een "kans" gesproken kan worden. Met andere woorden: be
wezen zal worden dat de conditionele kans volgens definitie (12) vol
doet aan de axioma's I, II en III. Het eerste axioma geeft niet vee! 
problemen. Daar P(AnB) > 0 en P(B) i 0 moet ook P(A|B) > 0. Beschouw 
vervolgens het tweede axioma; het bewijs dat daaraan wordt voldaan ver
loopt als volgt: 

P((J|B) - -jfö- - p(B) " » 

Tenslotte moet worden aangetoond dat wordt voldaan aan de derde axii .a. 
Ue maken gebruik van het Venn-diagram volgens figuur 3. Getekend zij i 
de elkaar uitsluitende gebeurtenissen A en A. en de gebeurtenis B. 
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Geconcludeerd kan worden dat: 

{ ( A ] W A 2 ) A B )  (A,/\B) i/(A2*\B) 

Aangezien A. en A, elkaar uitsluiten, sluiten ook (A,A B) en 
( A . A B ) elkaar uit, zodat: 

P{(\,i/A2)nB}  P(A,«B) + P(A2nB) 

Links en rechts delen door P(B) i 0: 

P{(A.fA,)rtB} P(A A B ) P ( A , A B ) 

P(B) P(B) P(B) 

Vervolgens op grond van definitie (12): 

P{(A|wA2)|B)  P(A,|B) + P ( A 2 | B ) 

En dit is axioma 111 voor conditionele kansen. 
Uit het feit dat de conditionele kans voldoet aan de drie axioma's 
van de waarschijnlijkheidsleer volgt, dat alle stellingen voor ge
wone kansen ook voor conditionele kansen kunnen worden geschreven. 
Zo geldt bijvoorbeeld: 

P(A 
P(A 
P(* 

B) + P ( A | B )  1 
B) < 1 
B)  0 

(213) 
(2U) 
(215) 

Gezien deze stellingen is het mogelijk de conditionele kansrekening 
te interpreteren als een gewone kansrekening waarbij echter de uit
komstenruimte Si gereduceerd is tot het deelgebied B. Een belangrijk 
argument voor deze interpretatie is het volgende: 

P/Rlm 
 p
(
BftB

> .
 P
<
B
>  i 0I6Ï 

P(B|B) ~PTBT PTB)
 ( ' 

De gebeurtenis IS speelt in de conditionele kansrekening de rol van 
de zekere gebeurtenis Ü met een kans van optreden gelijk aan I. Dit 
brengt ons ertoe om 11 te zien als een "gegeven". Om de een of andere 
reden mag als vaststaand worden aangenomen, dat de gebeurtenis B op
treedt. De kansen op de andere gebeurtenissen worden daarmee als volgt 
in overeenstemming gebracht (zie figuur 4): 

 de kans op een gebeurtenis die B uitsluit wordt nul; 
 de kans op een gebeurtenis die B impliceert wordt gedeeld door P(B). 

Door deze procedure worden alle kansen op gebeurtenissen Ar met , 
A.cB op I genormeerd zonder dat hun onderlinge verhoudingen ver
anderen. 

 als een gebeurtenis A de gebeurtenis B slechts gedeeltelijk uit
sluit of impliceert, kan A worden opgebroken in de afzonderlijke 
gebeurtenissen (AnB) en (Anli) waarna bovenstaande procedures kun
nen worden toegepast. Inderdaad leidt dit tot definitie (212). 
De resulterende kans P(A|B) wordt meestal uitgesproken als de 
kans op A gegeven B. 

Afhankelijkheid en onafhankelijkheid 

In het algemeen zal P(A|B) niet gelijk zijn aan P(A). In het bijzon
dere geval dat dit wel zo is spreken we van onafhnnkrl 1 jkliiid. Twee 
gebeurtenissen A en B zijn zodoende onafhankelijk als: 

P(A|B)  P(A) (217) 

A is dus onafhankelijk van B als het gegeven dat B plaats vindt geen 
invloed heeft op de kans toekenning aan A. 
De regels voor EN en OFkansen komen in het geval van onafhankelijk
heid er als volgt uit te zien: 

P(ArtB)  P(A) . P(B) (218) 

P(AvB)  P(A) + P(B)  P(A) . P(B) (219) 

(A en B onafhankelijk) 

Wiskundig bezien is het overigens beter (218) niet als gevolg van 
onafhankelijkheid te zien maar als definitie zelf. Deze definitie 
laat zich ook gemakkelijk uitbreiden naar n gebeurtenissen. 
De gebeurtenissen A. zijn onderling onafhankelijk als 

P(A,nA2 .. «An)  P(A,)P(A2) ... P(An) (220) 

Het rekenen met onafhankelijke gebeurtenissen is veel plezieriger dan 
het rekenen met afhankelijke gebeurtenissen. Er bestaat daarom ook een 
voorkeur om met onafhankelijke gebeurtenissen te werken. In sommige ge
vallen kan de onafhankelijkheid van twee gebeurtenissen mathematisch 
worden aangetoond; in de praktijk zal men de onafhankelijkheid meestal 
postuleren op basis van fysische overwegingen (het onwaarschijnlijk 
achten van enig causaal verband). Het gebeurt echter ook wel dat men 
rekent alsof bepaalde gebeurtenissen onafhankelijk zijn, terwijl men 
weet dat er sommige vormen van afhankelijkheid in het spel zijn. Op 
die manier vindt men vaak bruikbare resultaten die als benaderingen 
van het werkelijke probleem kunnen worden gezien. 

Voorbeeld 2.6 

Het gegeven E  "de uitkomst is even" leidt bij een dobbelsteen
worp tot de volgende waarschijnlijke kansen: 

P(Aj|E)  P(A3|E)  P(A5|E)  0 

P(A2|E)  P ( A J E )  P(A6|E)  1/3 
Merk op dat bijvoorbeeld E en A, niet onafhankelijk zijn omdat 
P(A6|E) i P(A6). 

Voorbeeld 2.7 

De gebeurtenissen E ■ "de uitkomst is even" en A, » "de uitkomst 
is 5 of 6" zijn onafhankelijk. Immers: 

P(E)  P(A2.,A4i/A6)  J 
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P(A56)  P(A5«A6)  1/3 
P(E/iAj6)  P(A6)  1/6 

Er geldt dus PlEftAjj)  P(E) P(A5fi) 
Voorbeeld 2.8 
In voorbeeld 2.A werd driemaal roet een dobbelsteen gegooid en 
ging het om de kans dat minstens één van die worpen een 6 op
leverde. We zullen nu aannemen dat de resultaten van de ver
schillende worpen onafhankelijke gebeurtenissen zijn en deze 
kans vervolgens uitrekenen. Merk op dat de onafhankelijkheid 
wordt aangenomen. Het is niet zo dat de kansrekening "leert" 
dat het hier gaat om onafhankelijke gebeurtenissen. 

Stel B.  eerste worp geeft 6 
B,  tweede worp geeft 6 
B,  derde worp geeft 6 

B  Bj «fljuBj 
Het probleem kan het eenvoudigst worden opgelost door de probleem
stelling om te keren. We vragen ons dan af wat de kans is dat er 
geen 6 gegooid wordt. Daartoe dienen elk van de drie worpen geen 
6 op te leveren: 

1  B.nB.nï, 
Wegens onafhankelijkheid van B. geldt (zie 220): 

P(B)  P(B,) P(B2) P(B3)  P(B i)
3 

I P(B)  {I  P(B.)} 3 

P(B)  I  {1 P^)} 3 

P(B)  I  {I  1/6) 3 0.42 
We voldoen daarbij aan 1/6 4 P(B) 4 !. zoals berekend in voor
beeld (2.4). 
Voorbeeld 2.9 

Neem aan dat het falen van de constructie van voorbeeld 2.5 in de 
verschillende jaren beschouwd mag worden als onafhankelijke gebeur
tenissen. Duidt falen in jaar i aan met F., zodat: 

P(Falen in n jaar)  K F u F j ....i/F^) 

Analoog aan de redenering bij voorbeeld 2.6): 

P(Niet Falen in n jaar)  , 

PCi,*F 2A... F0) 
P(F,) * P(F2) # ... P(Fn) 

IsU-il-il-l! 

P(F\)
n 

(1  P(Fi))' 

P(Fnlen in n jaar)  I  (I  P(F.)) 

Met P(F.)  I0~5 en n  100 volgt 

P(Falen in 100 jaar)  o.o.ofjff 

We merken op dat de bovengrens van lla hier een zeer goede benade
ring is. Hierop zal nog worden teruggekomen in de latere colleges. 

Het theorema van de totale waarschijnlijkheid 

Een veel gebruikte stelling binnen de kansrekening is het zogenaamde 
"Total Probability Theorem ", dat gegeven wordt door: 

P(A)  I P(A |B.) P(B.) 
I—I *■ l i1 

(221) 

Hierbij moeten de B. elkaar uitsluiten en samen een zekere gebeurtenis 
zijn ( I . A I .  4 i l.vl, u . v l tl). 

Het bewijs berust op de volgende identiteiten (zie figuur 5): 

A  {(A/%B.) w ( A A B , ) W ... u (ArtB )) 1 * n 
(ArtBi)«(A«B.)  4 

Er volgt nu gemakkelijk: 

P(A)  P ((ArtB ) „ (A/»B,) .... \s (A«B )) 
i i. n 

 P (A/xB.) + P(A«B.) + ... P(A«B ) 1 * n 

(AnBi.) 

(ArtBj) (Ai\B,) (AABS) 
Figuur 5: De gebeurtenissen (Ar>B.) sluiten elkaar uit en hun 

vereniging is precies A. 
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Voorbeeld 2.10 
Er worde tweemaal met een dobbelsteen gegooid. Wat is de kans 
dac de som gelijk is aan 9. 

We passen het Total Probability Theorem toe met A  "de som 
is 9" en B.  "de eerste worp is i": 

x
 r 

P(A)  I P(A|Bi)P(Bi) 
Als de eerste worp een 1 is, is de kans op een som van 9 natuur
lijk 0, en evenzo bij 2.. Als de eerste worp 3 oplevert, moet de 
tweede worp een 6 zijn en de kans is dus 1/6. Analoog bij 4, 5 
of 6. Er geldt dus: 

P(A|BJ)  P(A|B 2)  0 

P(A|B 3)  P(A|B 4)  P(A|B 5)  P ( A | B 6 )  1/6 

Daarmede: 

P(A)  E P(A|Bi) PCB^ 

I P(A|Bi) * 1/6 

1/6 E P(A|B..)  A/36 

Men kan deze uitkomst uiteraard ook langs een andere weg berekenen. 

Het Theorema van Bayes 

Voor twee gebeurtenissen A en B kan men schrijven: 

P(ArtB)  P(A) P(B|A) of 

P(AftB)  P(B) P(A|B) 

Hieruit volgt dat ook geldt: 
P(A|B) . P<a[A) P(A) (2.22) 

Deze eenvoudige gelijkheid staat bekend als het theorema van Bayes. 
Men kan hec opvatten als een regel voor informatieverwerking. De kans 
op A onder invloed van gegeven B is de kans op A zonder gegeven B 
vermenigvuldigd met P(H|A) / P(B). Het belang ligt fn het feit dat 
P(B|A) in sommige gevallen beter rechtstreeks te bepalen is dan 
P(A|B). 
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Stochastische variabelen 

Verdelingsfunktie en dichtlieidsfunktie van een variabele 

Als de (stochastische) uitkomst van een experiment in een getal wordt 
uitgedrukt spreken we van oen stochastische variabele. Eon dergelijke 
variabele kan discreet zijn of continu, dan wei een mengvorm van beide. 
We zullen ons hier beperken tot continue variabelen, d.w.z. de kans 
dat de variabele een bepaalde discrete waarde aanneemt is nul. 

Een stochastische variabele kan worden beschreven door zijn verde
lingsfunktie. die per definitie de kans weergeeft dat de stochastische 
variabele een bepaalde waarde onderschrijdt: 

F (e)  P(x $ £) met t in R (223) 
De verdelingsfunktie is monotoon niet dalend van F  0 bii £ — 
tot F  1 bij e + (fig. 2.6). * 
Door aifferentiëren van de verdelingsfunktie krijgen we de kansdicht
heidsfunktie: 

dFx(t) 
f
x
( ï ) ' ' de (224) 

Voor de interpretatie van de dichtheidsfunktie moeten we bedenken dat 
x ^ ( e n { < x < { ti!5 gebeurtenissen zijn die elkaar uitsluiten: 

p(x * e + d o  p(x * o + p(e < x 4 e+ do 

Derhalve volgt: 

VU < x 4 K + de)  P(x $ ï ♦ de)  P(x # O 

 Fx(t + do  F X ( O  y o d« 

De dichtheidsfunktie vermenigvuldigd met een infinitesimale interval
breedte geeft de de kans dnt de stochastische variabele een waarde aan
neemt binnen dat interval (fig. 2.6) 

Zonder bewijs geven we verder nog een aantal belangrijke eigenschappen 
van de dichtheidsfunktie: 

*x(e) > 0 voor alle e (225) 

P(x f a)  ƒ fx({) de ■ Fx(a) (226) 

P(x f «)  ƒf x(e) de - Fx(«) - 1 (2-27) 

p(x e. A) - ƒ fx(e) de (2-28) 
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C + dC 

Fig. 2.6 Verdelingsfunktie en dichcheidsfunkcie voor willekeurige 
variabele x 

Veruachtingswaarde, gemiddelde en standaardafwijking 

Als x een stochastische variabele is en g(x) is een funktie van x, 
dan is de verwachtingswaarde van g(x) gedefinieerd als: 

+•• 
E(g(x)> - ƒ g(Ü f (O d« (2-29) 

Gemakkelijk valt in te zien dat E(g(x)) de volgende eigenschappen 
bezit: 

E(a) - a 

E(ag(x)) - aE(g(x)) 

E(g(x)+h(x)) - E(g(x)) + E(h(x)) 

(2-30a) 

(2-30b) 

(2-30c) 

De belangrijkste voorbeelden van verwachtingswaarden zijn het gemid
delde en de variantie van een stochastische variabele: 

u(x) - E(x) - ƒ € fx(t) d£ (2-31) 

<r2(x) - E{(x-y<(x))2} - /(£ - li(x))2 f (?) dt (2-32) 

Het gemiddelde u(x) of u is een maat voor de ligging van een stochas
tische variabele. De wortel uit de variantie, de standaardafwijking 
»(x) of «rx> geldt als een maat voor de spreiding. Veel gebruikt wordt 
ook nog de variatie-coëfficiënt V(x) of V , dat is de standaardafwij
king gedeeld door het gemiddelde: x 

V < * > - f ë f C2-33). 

De variatie-coëfficiënt is een relatieve maat voor de spreiding. Merk 
op dat het gemiddelde en de variantie verwachtingswaarden zijn, maar de 
standaardafwijking en de variatie-coëfficiënt niet. 

Transformaties 

Als x een stochastische variabele is, dan is ook y - g(x) een stochas
tische variabele. Gegeven de dichtheidsfunktie van x kan de dichtheids-
funktie van y worden bepaald. Dit wordt behandeld in appendix 2A. In 
veel gevallen is het echter voldoende om alleen het gemiddelde en de 
standaardafwijking van y te bepalen. Voor een lineaire funktie g(x) 
kan dat exact, voor een niet-lineaire funktie moet benaderd worden. 

1. Lineaire funktie y - a x + b 

"(y) - E(y) - E(a x + b) - aE(x)+b - au(y) + b (2-3A) 

<T2(y) - E{(y-u(y))2) -

- E{(ax+b - au(x)-b)2} -

- E{ a2(x-u(x))2) -
2 2 

- a o (x) (2-35) 

Hierbij is uitsluitend gebruik gemaakt van de definitie en eigenschap
pen van verwachtingswaarden. 

2. Niet lineaire funktie 

Lineairisering van de niet-lineaire funktie m.b.v. een Taylor-reeks: 

y - g(x) « g(xQ) + (x-x0) g'(xQ) 

Toepassing van de formules voor lineaire g(x): 

X - g(x) « g(x0) + (x-x0) g'(x0) (2-36) 
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u(y)
 : g(x 0)

 + (»M - x0) g'(x0) <
2
"

3 7
) 

cr(y)
 s |g'(x0)| <r(x) (238) 

In veel gevallen worde X  u(x) (mean value benadering) gekozen, 
hecgeen leidt tot: 

n(y) = g(u(x)) (239) 

ff(y) = |g'(u(x))| ff(x) (240) 

Voorbeeld 21I 
2 

Als voorbeeld nemen we y .» x . De mean value benadering leidt tot 
P(y)  u2

(x) encr(y)  ]2u<x) |«r(x). 
Ter vergelijking zullen we ii(y) exact bepalen. Daartoe beginnen we 
met definitie (232) voor de variantie verder uit te werken: 

or
2
(x) -JU~ u )

2 f dt 

-JU
2 - 2pt ♦ w2

) f <U 
 Jc

2 f dt  2u./e f d£ ♦ u
2
/ f d£ 

2 2 2 
 E(x')  2» + v -

- E(x
2
)  u

2 

Hierin staat kortheidshalve u voor w(x) en f voor f (E); 4e integra
ties lopen van » tot +-. Het resultaat is dat u(y)  E(x )  u'(x) + 
0""(x). De benadering is dus goed als T(X) <<|U(X)|. 

De normale verdeling 

Een van de meest gebruikte verdelingstypen is de normale verdeling of 
Gaussverdeling (fig. 2.7). De dichtheidsfunktie wordt gegeven door: 

£
x « >  7 2 7 ^ e x p (  < £ 3 i

2
) (24.) 

Zfif 
Hierin is y het gemiddelde en er de standaardafwijking. 
Een normaal verdeelde variabele met gemiddelde 0 en standaardafwijking 
1 wordt de standaard normale variabele genoemd, meestal 'aangeduid als 
u. Een willekeurige variabele x kan dan geschreven worden als: 

x " JJ + uo
x x 

De verdelingsfunktie van de normale verdeling is niet in analytische 
vorm bekend, maar moet worden opgezocht in een tabel (zie bijvoorbeeld 
tabel 2.1). Voor kleine kansen kan vaak met voldoende nauwkeurigheid 
gebruik worden gemaakt van de volgende benadering: 

P(u<a)  4(v)  : ^ 2 j ? exp ( 3 § ) (243) 

De benadering is bruikbaar voor v <  2. 
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Fig. 2.7 Dichtheidsfunctie voor de normale verdeling. 

Fig. 2.8 Illustratie van de centrale limietstelling: de variallen xi zijn 
onafhankelijk en hebben een uniforme verdeling. Reeds de som van 
4 van deze variabelen heeft een verdeling die (afgezien van i'.e 
staarten ) redelijk lijkt op een normale verdeling. 



'i 'ijt" Vu '■* '^.JÏ.—*:■■*'% ~ t.~.L'm-&—JfcJfcuUJt Vt . W - :!.;£» i / . . ' . ' ï l . „-wj.il: i.':.... ... ,:^.,.'ai . . ...-....^ii..'.—■ . ! « ; . ...6 Ji,„) . . . . 

215 

Voorbeeld 212 
Een materiaal heeft een gemiddelde sterkte |i(x)  30 MPa met een 
variatiecoëfficiënt van I3.3Z. Wat is bij een normale verdeling de 
kans dat de sterkte lager is dan 20 MPa? 
De standaarda f wijking 0"(x)  4 MPa zodat: 

P(x < 20)  I$0 + 4u < 20)  P(u <  2.5)  0.62 * lO2 

Hierbij is gebruik gemaakt van tabel 2.1. « 
Benaderingsformule (243) levert: P(u <  2.5)  0.70 * 10 
Voor de meeste doeleinden die voor ons van betekenis zijn is deze 
benadering voldoende nauwkeurig. Naarmate de kans kleiner wordt, 
wordt de benadering overigens steeds beter. 
De normale verdeling ontstaat wanneer een groot aantal onafhankelijke 
stochastische variabelen, waarvan geen enkele domineert, worden opge
stelt, ongeacht de uitgangsverdeling van die variabelen (zie bijvoor
beeld figuur 2.8). Dit resultaat staat bekend als de Centrale Limiet
stelling. Een gevolg van die stelling is dat de som van twee normaal 
verdeelde variabelen ook weer een normale verdeling bezit. 

De lognormale verdeling 

Als x een lognormale verdeling heeft, betekent dat dat y » In x normaal 
verdeeld is, ofwel x  exp y met y normaal. De lognormale verdeling volgt 
dus via een nietlineaire transformatie uit de normale verdeling. Als het 
gemiddelde en de standaardafwijking van y bekend zijn, kunnen die van x 
bepaald worden via: 

li(x)  exp (u(y) + Jo2(y))%exp u(y) (244) 

o(x)  u(x) Vexp(o2(y))  l's^(x) o(y) (245) 
De benaderingsformules gelden voor a(y)<< u(y) en kunnen eventueel 
gemakkelijk worden nagerekend met de mean value benaderingsformules 
(239) en (240). 
De dichtheidsfunktie wordt gegeven door: 

y 2oy 

De verdelingsfunktie kan niet expliciet worden opgeschreven, maar moet 
bepaald worden m.b.v. de tabel voor de normale verdeling. 

De lognormale verdeling wordt vaak gebruikt voor variabelen die om fy
sische redenen geen negatieve waarde mogen aannemen; de normale verde
ling is voor die variabelen minder geschikt al maakt dat bij kleine va
riatiecoëfficiënten meestal weinig verschil. 
Tenslotte: zoals de normale verdeling te voorschijn komt als de som van 
een groot aantal variabelen, zo komt de }ognormale tevoorschijn als het 
produkt. 
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Tabel 2.1: verdelingsfunktie voor de standaardnormale verdeling: 

♦N(V) P(u<v)  / £ . exp (-f)ÓV 

Voorv > 0.0 volgt «N(v) uit: ̂ (v)  I  * (V) • 

Voorbeeld: x is normaal met u  10 en o  2; hoe groot is de 
kans dat x < 14? 

P(x < 14)  P(I0 + 2u < 14)  P(u < 2)  «N(2)  1  «(2)  0,977 
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Tabel 2.2 Overzicht e:<trc:r.auaardevcrdelingen 
Opmarkingen: I. De type II en III verdelingen zijn gegeven mee onder(boven)grens 0; 

via translacio kan ook een willekeurige andere grens worden geïncroducaerd. 
2. Voor de gaxcafunktio geldti I"(r)  (rl)S ala r geheel 

.'17 

Voorhield 213 

Zelfde probleemstelling als voorbeeld 212, naar nu heeft x een 
lognormale verdeling. 
Gegeven zijn u(x) en o*(x) waaruic eerst u(y) en <r(y) moeten worden 
bepaald door omgekeerde toepassing van de formules (2Vv/yr). 
De benaderingsformules leiden direkt tot <r(y)  V(x)  0.133 en 
u(y)  In u(x)  3.40 
De exacte formules geven: 

C
2
(y)  In (1 + V2(x)}  (0.I32)2 

u(y)  ln(u(x))  l<r2(y)  3.39 

De benaderingsformules zijn in dit geval kennelijk nauwkeurig genoeg. 
We bepalen nu de overschrijdingskans. 

P(x < 20)  P(exp y < 20) 

 P(y < In 20) 

 P(3.39 + 0.132 u < In 20) 

 P(u < {3.00  3.391/0.132}) 

 P(u <  3.0)  0.13 * I0~2 

De onderschrijdingskans bij de normale verdeling in voorbeeld 2.12 was 
bijna Sx zo hoog. 

Extreme waarde verdelingen 

Bij veel toepassingen gaat het om de grootste of kleinste waarde van 
een groep stochastische variabelen, bijvoorbeeld de grootste golf, de 
maximale windsnelheid of de geringste sterkte. De verdeling van zo'n 
maximum of minimum van een aantal variabelen tendeert naar een zoge
naamde extremewaardenverdeling. De convergentie is echter niet alge
meen en bijzonder langzaam, veel langzamer bijvoorbeeld dan de conver
gentie van een som van variabelen naar een normale verdeling. 

Extremewaardenverdelingen, zowel maxima als minima, worden onder
scheiden in drie typen, aangeduid met de Romeinse cijfers I, II en III. 
Tabel 2.2 geeft een overzicht van de belangrijkste formules. Het be
langrijkste verschil tussen de diverse typen is dat type I gedefinieerd 
is voor (•> , +■"); type II is voor maxima begrensd nan de onderzijde en 
voor minima aan de bovenzijde; type III is juist omgekeerd. Type I wordt 
verder vaak aangeduid als een Gumbelverdeling, type III voor minima als 
een Weibul 1. Een interessante eigenschap van extreme waardenverdeling is 
(uiteraard) dat het maximum van twee of meer extreme verdeelde variabelen 
(onafhankelijto^an hetzelfde type) ook een extreme verdeling heeft. We 
zullen dit illustreren aan de hand van een voorbeeld. 

Voorbeeld 214 

De onafhankelijke variabelen y. .... y hebben een extremewaardenver
deling van het type II voor maxima. Gedefinieerd wordt x » max (y ...y ). 
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Cevraagd de verdoling van x. 

F x(0  P(x < £) 
 P(y, < 5 en y2 < « en ... en yn < «) 
 P(y, < O P(y2 < O ..•• P(yn * «> " 

•  (exp  (ï/uy)
k
yl

n 

 exp  n(t/uy)"ky 
 exp  ( t / u y n

1 / k
y )

_ k
y 

Conclusie: x heeft ook een.extremewaardeverdeling type II voor maxi
ma mee k  k en u  u n / k

y . Kijken we naar ge gemiddelden en stan
daardafwïjkingen. dSn voïgt dat u(x)  u(y).n"K

y en V(x)  V(y). Het 
gemiddelde neemt dus toe, de variatiecoëfficient blijft hetzelfde. 

De gammaverdeling 

In toepassingen komt men tenslotte ook nog regelmatig de gammaverde
ling tegen waarvan de dichtheidsfunktie gegeven wordt door: 

Hierbij is I"(k) de gammafunktie met T(k)  (kl)ï als k geheel en 
positief. Het gemiddelde en de standaardafwijking worden gegeven door: 

u(x)  ak <r(x)  a/K ' (2_A8> 

Voor even waarden van k geldt dat x de verdeling is van: 
a f 2 

*"t f "i 
Het u. onafhankelijke standaard normale variabelen. 
Voor a « 2 en V  k/2 komc de gammaverdeling dan ook overeen met de 

chikwadraat verdeling met V graden van vrijheid. 

2 ^ Twee stochastische variabelen x en y 

De tweedimensionale kansdichtheidsfunktie 
Voor de beschrijving van een tweetal stochastische variabelen x en y 
wordt de tweedimensionale kansdichtheidsfunktie geïntroduceerd, gede
finieerd volgens: 

f tt, n) df d»t  P(t < x < (. + dt en n < y < n ♦ dn) (249) 
xy * 

Eigenschappen van deze funkcie zijn: 

t^U. n) > o <»*>) 

J j f (5. n) dt dq 
xy (251) 

P((x,y) in A)  JS i (tn) d£ dn 
A *y 

(252) 

Een bijzonder geval doet zich voor als de variabelen x en y onaf
hankelijk zijn: 

f (t.n) dt dn  P(5 < x ( K + d{ en n < y t n + dn) 
xy 

 P(C < x $ e + dt) p(n < y i n + dn) 

f (O f (n) dt dn A y (253) 

De tweedimensionale kansdichtheidsfunktie is dan het produkt van de 
twee ééndimensionale dichtheidsfunkties. Bij afhankelijke variabelen 
is dat niet het geval en bieden de afzonderlijke dichtheidsfunkties 
in het algemeen onvoldoende informatie om de tweedimensionale dicht
heidsfunkties te kunnen vastleggen. 

In fig. 2.9 is een tweedimensionale kansdichtheidsfunktie getekend; 
meestal zullen we ons verder overigens beperken tot een weergave van 
de hoogtelijnenkaart. 

t
 f
xv<^> 

Fig. 2.9 Twee dimensionale dichtheidsfunktie voor stochastische va
riabelen x en y; Fig. 2.3.b geeft de hoogtelijnenkaart 

Verwachtingswaarde, gemiddelde, variantie en covariantie 

Evenals bij de eendimensionale verdeling kan ook voor de tweediraen
sionale verdeling een verwachtingswaarde worden gedefinieerd: 
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E(s(x.y>)  / /g(Cn> f (en) de dn <
2
""> 

(255a) 

(255b) 

xy 

De belangrijksce eigenschappen zijn: 
E(a)  a 
E(ag)  aE(g) 
E(g + h)  E(g) + E(h) 

Als x en y onafhankelijk zijn geldt verder: 

E(g(x) h(y)  E(g(x)) E(h(y)) (255d) 

Bewijs: 
E(g(x) h(y)) .//«(O Mn) fxy(ïn) de dn 

•JJg(0 h<fl) *x<«>
 f

y<
n
>

 d
*

 dr
> " 

 / g ( 0 fx(t) de /h (n) fy(n) dn 

 E(g(x)) E(h(y)) 

Ter karakterisering van de gezamenlijke kansdichtheidsfunktie van 
x en y wordt, evenals bij de gewone dichtheidsfunktie, veel gebruik 
genaakt van gemiddelden (verwachtingswaarde van x en y zelf) en 
varianties (verwachtingswaarde van x  u(x) en y  u(y) in het kwa
draat) : 

p(x)  E(x); <r2(x)  E{(xp(x>)2
) C2"5« 

li(y)  E(y);.ff2(y)  E{(yu(y))2
) (*■•*?) 

Deze definities zijn volkomen compa tibel met de eerder gedane een
dimensionale definities (231) en (232). Gelet op de definities voor 
ff

2
(x) en ff2(y) ligt het voor de hand nog een derde kental in te voeren, 

namelijk een gemengte kwadratische verwachtingswaarde, ofwel de co
variantie: 

cov(xy)  E{(xu(x))(yii(y))) <
2  5 8 ) 

Door deze toevoeging wordt een bepaalde mate van volledigheid bereikt: 
voor ieder tweetal variabelen dat verkregen kan worden via een lineaire 
transformatie van x en y kunnen weer gemiddelden, varianties en een co
variantie worden bepaald (zie voorbeeld 215). 

Direkt gekoppeld aan de covariantie is het begrip correlatiecoëfficiënt 
finieerd volgens 

cov(xy) I xu(x) yu(y) l (259) 
" 0(x)«r(y) l <r(x) " <r(y) J 

p , gedefinieerd volgens 
xy 

>*y 

Voor de correlatiecoëfficiënt gelden de volgende eigenschappen: 

 als x en y onafhankelijk: p  0 (260a) 
xy 

 als x en y volledig lineair afhankelijk: p  + I (260b) 
xy — 

 algemeen:  I < p < + I (260c) 
xy 

De correlatiecoëfficiënt is dus een genormeerde maat voor de onder
linge afhankelijkheid van twee stochastische variabelen. We zullen 
de gegeven eigenschappen bewijzen. 

a. Als x e n y onafhankelijk zijn geldt (zie (258) en (255d)): 
cov(xy)  E{(xu(x))(yu(y))} 

 E (xu(x)> E (yu(y)) 
 0 * 0  0 

Daarmee is ook p  0; dat E (xu(x)))  0 volgt direkt uit de de
finitie van u(x) yvolgens (231). 

b. Volledige lineaire afhankelijkheid wil zeggen dat y geschreven kan 
worden als een lineaire funktie van x met bekende coëfficiënten: 
y  ax+b. 
Voor het gemiddelde en de standaardafwijking van y geldt: 
u(y)  au(x) + b en cr(y)  |a|x(x). 
Voor de covarianties van x en y volgt: 
cov(xy)  E((xu(x))(yp(y))) 

 E((xp(x))(ax+bap(x)b)) 
 aE{(xu(x))2} 
 a«2

(x) 

De correlatiëcoëfficiënt: 
2 

cov(xy) a<r (x ) a 
pyx cr(x)a(y) «r(xH |a|<r(x>J " Jtf " 1 

c. Beschouw de mogelijkheid: 

E{ fïTHi») - O i z H 2 ) > 0 
L o(x) <r(y) * 

Deze «gelijkheid berust op het feit dat een kwadraat (van reële 
getallen) altijd positief is, en dus ook de verwacht'ingswaarde van 
een kwadraat. Uitwerking hiervan m.b.v. de eigenschappen van ver
wachtingswaarde en de diverse definities leidt tot: 
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1  2p + I > O 
xy 

P < I 
xy 

De ongelijkheid I< p kan bewezen worden door uit te gaan van 
het kwadraat met een plus teken. 

Opmerking: Als x en y onafhankelijk zijn volgt dato  0, maar 
uitp. " 0 mag men niet concluderen dat x en y onafhankelijk zijn; 
er kuXnen namelijk nog nietlineaire onafhankelijken in het spel 
zijn. Als x en y een normale verdeling hebben mag uit p  0 
overigens wel tot onafhankelijkheid van x en y worden besloten. 

Voorbeeld 215 

De variabelen x en y worden beschreven door: 

u(x)  y(y)  0 

sr(x)  1 or(y)  2 cov(xy)  I 

Cevraagd worden gemiddelden, varianties en covarianties van a  x+y 
en t  2x y. 

Uitwerking; Direkt valt in te zien dat u(s)  y(t) » 0. 
Voor de variantie van s volgt: 

t
2
(s)  E((s (s))2} 

 E((x+y)2} 

 E (x2) + 2E(xy) + E(y2
)  (wegens u(x)  u(y)  0) 

2 2 
 <jf (x) + 2 cov (xy) + ff (y) 
 1 + 2 + 4  6 

2 
Ca zelf na dat o (t) « 4  4 + 4  4 

Tenslotte de covariantie: 

cov(st)  E{(su(s))(tu(t))) 

 E((x+y)(2xy)} 

 E(2x2
) + E(xy)  E(y2

) 

 2 + I  4 « 1 

De correlatiecoëfficiënt p in dit geval was 0.5 en p ■ 0.20. 

Voorbeeld 216 
Gegeven twee onafhankelijke variabelen x en y met u(x)  u(y)  0 
en ff(x)  cr(y)  I. Als Z  ax+by, dan is p(Z)  0 ena(Z) volgt uit: 

ff
2
(z)  E (ax + by) 2 

 a2 E(x2
) + 2ab E(xy) + b 2 E(y2

)  a 2 + b 2 

We bepalen nu de covariantie van z en xi 

cov (xz)  E((xu(x))(zu(z)) 

 E{(x)(ax + by)) 

 aE(x ) + bE(xy) 

Daarmee volgt voor p(xz): 

p(xz . cov(xz) a_ 
•(«)•() / a2 + b2 

2 2 
Stel nu a + b « I waardoor pr(z)  1 en p(xz)  a. Als a groot is 
hebben x en z  ax + y /la veel met elkaar gemeen en is p(xz) dicht 
bij Ij als a klein is heeft z weinig gemeen met xy, en is p(xz) lang. 

Funkties van 2 variabelen 

Beschouw de funktie 1  g(x,y). Als de gezamenlijke kansdichtheids
funktie van x en y bekend is kan de dichtheidsfunktie van 1 worden 
berekend (zie appendix 28). Voor veel doeleinden is het echter vol
doende als voor z het gemiddelde en de standaardafwijking kunnen wor
den bepaald. 

1. z i s de som van x e n y : z  x + y 

In dat geval wordt het gemiddelde van z gegeven door: 

u(z)  E(z)  E(x+y)  E(x) + e(y)  u(x) + u(y) (261) 

Voor de variantie van z volgt: 

ff
2
(z)  E{(zu(z))2) 

 E{(x+y  u(x)  u(y))2
) 

 E((xu(x))2 + 2(xu(x)) (yw(y)) + (yu(y))2) 
2 2 

■ «r (x) + 2 cov(xy) + «r (y) 
ff (x) + 2p«r(x) ff(y) +ff2(y) (261) 

2 2 2 
Als p  0 vereenvoudigt dit tot «• (z)  ff (x) ♦ ff (y) 

2. Willekeurige lineaire funktie z  a+bx + cy 

Op dezelfde wijze kan worden afgeleid: 

n(z)  a  bu(x) + cu(y) (263) 

ff (z)  b2ff2(x) + 2bc cov(xy) + c2ff2(y) (264) 
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3. ÜJiiaderinR nietlineaire fiinktie 
i 

Als z  g(xy) een nietlineaire funktie is, kan in veel gevallen 
de volgende benadering op basis van lineairisering worden gebruikt: 
z ! «(Vu» + (x_x

0
) 8'x V u * + ̂ " V 8'y <Vo> (265) 

j 
J u(z) - g("t0y0) ♦ (u(x)xQ) g.x (xQy0) + (ii(y)y0) g.y(xoy0> (266) 

v (z) = «8.x<Vo) * M ) 2 * 2g,x(xoyo) K . / V O ' cov<*y> + 

s . y (y 0 ) «r(y) 2 (2-6?) 

Hierin worden met g>x en g, respectievelijk de afgeleiden 4g/4x 
en 4g/4y bedoeld; (xy») isyeen geschikt gekozen ontwikkelingspunt, 
soms wordt daarvoor het punt (u(x) u(y)) genomen (mean value bena
dering) . 

Voorbeeld 217: 7.  xy met x en y onafhankelijk 

We kiezen xQ  u(x) en yQ  u(y): 

*  u(x) u(y) + (xu(x))p(y) + (yu(y))u(x) 

u(z)  u(x) p(y) 

<r
2
(z)  (u(y) <r(x)}2 + (u(x)<r(y))2 

Voor de variatiecoëfficiënt V(z) kan nog worden afgeleid: 

V
2
(z)  d& - " W M * p2(x)o2(y) . v2(x) + V 2 ( y ) 

M(Z) v M» M 

Van dit resultaat wordt vaak gebruik gemaakt in de literatuur. 
Interessant is dat van dit voorbeeld de exacte oplossing bekend is: 
w(z) = u(x)u(y) en <r~(z)  uz

(y)a
2
(x) + u2(x)«2(y) + <r2(x)<r2(y). 

(Ga dat na). De benadering is dus goed als V(x) of V(y) klein is. 

2.7 n stochastische variabelen 

De uitbreiding van 2 naar n variabelen bevat in feite geen nieuwe 
elementen. De ndimensionale dichtheidsfunktie voor de variabelen 
x  (Xj .... xn) wordt gedefinieerd door: 

fx(C) d£j ... d£n  P(€, < x, < 5j + d£( en ... en € n < x 

< tn ♦ d£ ) (268) 
n 

Voor de gebeurtenis "x in A" geldt: 
P(x in a)  ƒ••ƒ f (€) d£. .... de 

A = 
(2-69) 

Als de variabelen x .... x onafhankelijk zijn wordt f (£) gegeven door: i n X — 

2-24 

door: 

'*<*>-«,<€,>! «a> . . . . fx(en) ( 2 . 7 0 ) 

1 * n 

De verwachtingswaarde van een funktie g(x) i. gedefinieerd als: 

E ( g ( x ) ) . ; . ' ; g ( p f x a ) d £ l . . . . d e ( 2 . 7 1 ) 

v:: i :ervo1g;„rde I inlërer a"r r U n t i e 8 l a t e n i i c h - < b e h u i " h i -

»<"i> " E<*i> ( 2 _ 7 2 ) 

<r2(x.) - E((x.-M(x.))2) (2_?3) 

cov(x.x.) - E{(x.-lJ(m.))(x.-u(x.)} ( W 4 ) . 

De correlatiecoëfficiënt a(x x ) - mu(y » \l~t~ \~t \ ■ ■ . 
ndimensionale geval een Coltecige mltrïx^ ̂  ^ ^ " *' " " 
Deze matrix is symmetrisch en heeft op de hoofddiagonaal allemaal 
énen. Bij onafhankelijke variabelen zijn de offdifgonaalte^geajk 

Het gemiddelde en de standaardafwijking van een willekeurige funktie 
*  g(x) vaak met voldoende nauwkeurigheid benaderd door: 

UM  ,(2o, + r(ll(x.)x0.) g..^) (2.75) 

a
2
(z)  U g , . ^ ) g.^covfx.x.) (2.76) 

Als alle variabelen Xi onafhankelijk zijn: 

*
2
(z)  E f g .  ^ M x , ) ) 2

 (2_77) 

van
r
g
n
nlar^.?

en 8 e S C h i k t 8 e k
° "

n b e n a d
« " 8 « P « « « g.j de afgeleide 

file:///l~t~
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Notatie 

P(A)  kans op gebeurtenis A 
(1  zekere gebeurtenis (uitkomstenruimte) 
i  onmogelijke gebeurtenis 
A  complement van A 
AwB  vereniging van A en B (" A OF B) 
AAB > doorsnede van A en B ( A EN B) 
AcB  "A impliceert B" danwei "B bevat A" ( A IN B) 
AB  Anti 
A|B ■ A gegeven B 
f (O  kansdiclitheidsfunktie van x  P(£ < x < £ + d(}/d( 
F (E) " verdelingsfunktie van x » P(x < E) 
E(g(x))  verwachtingswuarde van g(x) 
u(x),u  gemiddelde waarde van x 
0*(x),cr  standaardafwijking van x 
*  verdelingsfunktie standaard normale verdeling 
u,v  standaard normaal verdeelde variabelen 
f (Un) * tweedimensionale kansdichtheid van x en y 
xy 

cov  covariantie van x en y 
xy ' 

P « correlatiecoëfficiënt van x en y 
xy 
f (O  kansdichtheidsfunktie voor stochastische vector x 
J  Determinant van Jacobi 
g()<) " funktie van een stochastische vector x 

gij( ) ~ Ag/lx,  partiële afgeleide van g naar x. 
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Sterktebcrekeninpcn op niveau I, II en III 

De indeling in niveaus 

In het constructieve vakgebied vindt de benadering van het probleem 
van de veiligheid van componenten steeds plaats middels de gebruike
lijke filosofie van grenstoestanden en de daarbij behorende wiskundige 
modellen (zie fig. 3.1). 

belasting of 
bedreiging 

veiligheid 
• 
sterkte of 
weerstand 

overdrachts

funkties 

natuur of 
andere rand
voorwaarden 

theoretisch 
model 

sterkte 
parameters 

Fig. 3.1 Een grens toes tand van een mechanisme 

Alleen de wijze, waarop de veiligheid in de zin van voldoende zekerheid, 
dat de belastingen de sterkte niet overschrijden, wordt vastgesteld, is 
anders. Om de discussie te vergemakkelijken heeft het Joint Committee on 
Structural Safety (C.E.B.C.E.C.M.G.I.B.F.I.P.I.A.B.S.E.) een niveau
indeling voorgesteld voor de gebruikelijke methoden om de veiligheid van 
constructies te bepalen. 

Niveau III behelst de exacte probabilistische benadering, waarbij 
de kansdichtheidsfunkties (k.d.f.'s) van alle variabelen in aan
merking worden genomen. 

Niveau II omvat een aantal benaderende methoden, waarbij het probleem 
wordt gelineairiseerd rond een bepaald met zorg gekozen punt. Corre
laties tussen variabelen dienen vermeden te worden. 

Niveau I bevat de huidige ontwerpmethoden, die afstand scheppen tus
sen de karakteristieke waarden van sterkte en belasting door middel 
van een verzameling partiële veiligheidsfaktoren. 

Alleen bij berekeningen volgens de niveaus II en III wordt de veiligheid 
of de betrouwbaarheid expliciet vastgesteld. Meestal gebeurt dat uit prak
tische overwegingen in de vorm van een bezwijkkans. 

Bij de niveau I benadering wortelt de veiligheid meer in de ervaring, dat 
constructies, die volgens de geldende voorschriften gedimensioneerd zijn, 
goed voor hun taak berekend zijn. De recente ontwikkeling is echter, dat 
niveau I voorschriften gecalibreerd worden met behulp van methoden van 

een hoger niveau teneinde de veiligheid consistent te maken 
diverse typen constructies. 

3.2 Berekeningen op niveau III 

In de berekeningen op niveau III wordt de bezwijkkans berekond op 
grond van de exacte kansdichtheidsfunkties van de sterkte en de be
lasting. 
De basis van de berekening is echter de wiskundige formulering van 
het bestudeerde mechanisme en de daarbij behorende grenstoestnnd. 
In liet eenvoudigste geval komt dit neer op de volgende redenering: 

stel de sterkte gelijk aan : R 
en de belasting aan : s 
Definieer nu de betrouwbaarheidsfunktie als: 

Z  R  S 

Met behulp van Z zijn nu het veilige gebied, het onveilige gebied <■ 
de daartussen liggende bezwijkgrens aan te geven. 

Z > 0 veilig gebied 
Z  0 bezwijkgrens 
Z < 0 onveilig gebied 

Het zal duidelijk zijn dat de constructie in een grenstoestnnd ver
keert indien Z  0. 

* A l 
wei I.3 

^Co 

Fig. 3.2 Het veilige, het onveilige gebied en de bezwijkgrens 

Als nu bovendien de kansdichtheidsfunkties van de sterkte en de be
lasting gegeven zijn door: 

fR(r) 
f,(«) 

dan volgt, gezien de stochastische onafhankelijkheid van de beide va
riabelen, de gezamenlijke k.d.f. door vermenigvuldiging: 

fR(r) . fa(s) 

Deze gezamenlijke kansdichtheidsfunktie kan d.m.v. een hoogtelijn en 
kaart worden getekend in het R,S. vlak. 
Het is nu gemakkelijk in te zien dat de bezwijkkans van de construc
tie gelijk is aan de inhoud van de gezamenlijke k.d.f. in hec onvei
lige gebied. 
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Fig. 3.3 De bepaling van de bezuijkkans 

Of wiskundig genoteerd: 

P. ƒƒ fB(r) f (s) dr ds 
Z < 0 R s 

Op de oplossing van deze integraal die meestal met numerieke methoden 
plaatsvindt, wordt later ingegaan. 
Het probleem kan ook iets anders worden uitgewerkt. 
De bezuijkkans is de kans dat de belasting de sterkte overtreft. Of 
wiskundig genoteerd: 

S > r ( EN R - r( 

De kans dat de belasting de waarde r^ overtreft is gegeven door: 

V s * r|> " / fs(s) d s 

il't. 

1-4 

En de kans dat de sterkte juist gelijk is aan r.i 
Pr(R - r,) - fR(r,) d r 

Volgens de basisregels voor EN kansen geldt: 

Pr(S > r, EN R - r ) - J fs(s) ds . fR(r) dr 
rl 

Maar omdat deze redenering van toepassing ia voor elke waarde van r , 
dient een integratie over r plaats te vinden. 
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P(R < S)  f £ f (■) ds fR(r) dr 
°
 r
l 

Deze integraal, die ook geschreven kan worden als: 
ou 

P(R < S)  | {!  F s(r)} f R(r) dr 
o 

staat bekend als de convolutieintegraal. De numerieke uitwerking is 
eenvoudig uic te voeren volgens standaard procedures. 

Voorbeeld 

De storestenen drempel van de stormvloedkering Oosterschelde wordt 
zwaar belast, indien tijdens een superstore» één der schuiven weigert. 
Omdat alle schuiven op de weigerende na op de laagwaterkentering ge
sloten zijn, staat er een groot verval over de kering. En dientenge
volge stort het water zich met donderend geweld door de niet afgeslo

ten opening. Daarna stroomt het water met grote snelheid over de stort
stenen drempel en tracht die te eroderen. 
De overschrijdingslijn van het verval Ah wordt gegeven door: 

3.77x 
1  F., (x)  I  e" e 0,3026 

Ah 
Volgens de worm van de Deltacommissie (2,5.10 per jaar) is het ont
werpverval 6.30 n. tiet behulp van modelproeven is de stortstenen drem

pel zo ontworpen, dat hij juist bij een verval van 6.30 m bezwijkt. 
Bij do vertaling van de modelresultaten naar de werkelijke constructie 
spelen echter allerlei onzekerheden, zoals schaaleffekten, scheraatisa

tiefouten, meetfouten, etc. 
Bovendien kunnen in de werkelijke constructie de belangrijkste para

meters, zoals b.v. de diameter en de soortelijke massa van de stort
steen enigszins van de ontwerpwaarden afwijken. 
Om deze twee redenen wordt de sterkte van de drempel voorgesteld door 
een normale verdeling met 

u,.  6,30 m 
Ah 

o .  0,75 m 
Ah 

De bezwijkkans van de drempel i s nu met behulp van de convolut ie inte

graal te bepalen. 

P
b 

377.x . . . x 6 ,30 .2 
J,-e-eÖT3ÏÏ26 . ö ^ V ^ r e l < 0 . » ) dx-

In fig. S.5 is het verloop van de integrand geschetst tezamen met de 
overschrijdingslijn van het verval en de k.d.f. van de sterkte. Men 
ziet, dat bezwijken het meest waarschijnlijk is bij een verval van 
* 4.50 m. (maximum van de integrand). 
Middels een numerieke integratieprocedure is de bezwijkkans berekend opi 

P.  A.IO  3 
b 

Dit resulcaat is enigszins verwarrend, omdat het de overschrijdingskans 
van het ontwerpverval (2,5.I0"

4
) overtreft. 
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De drempel werd echcer zo gedimensioneerd, dat de gemiddelde sterkte 
het ontwerp verval evenaarde. Het feit, dat de voorkomenskans van een 
zwakkere drempel aanzienlijk is, weerspiegelt zich in de grootte van 
de bezwijkkans. 
De hierboven aan gegeven werkwijze is toepasbaar als de sterkte en de 
belasting ieder als stochasten bekend zijn. 
In een realistisch geval zullen echter zowel de belasting als het draag
vermogen uit meerdere variabelen worden afgeleid. 
Indien van deze variabelen de k.d.f.'s bekend zijn, kan theoretisch 
langs de weg van meervoudige integratie de bezwijkkans worden bepaald. 

Stel de sterkte is gegeven door: 

R  R (X,, X 2 Xm) 

en de belasting is 

S  S (X .,, Xm., Xn) 
m+l ra+2 n 

Dan volgt voor de betrouwbaarheidsfunktie: 

Z  R  S  Z (X., Xj xn) 

Als nu bovendien de gezamenlijke k.d.f.'s van de sterkte en de belas
ting parameters gegeven zijn: 

fR (x|( x2 .... xm) 
f
S <X

I "•• V 
dan geldt voor de bezwijkkans: 

?
" " Ü F K»f X2 • V W . • V dXl dX2 ■■»• dXn 

Om deze mathematische oplossing te verduidelijken kiezen we het eenvou
dige probleem van een draad belast door een trekkracht. De sterkte van 
de draad wordt bepaald door de diameter d en de breuksterkte a volgens: 

.2 
nd o 

R 4 
cie belasting wordt om het probleem tot twee dimensies te beperken, een 
deterministisch bekende kracht van 100 kN gekozen. 

S  100 kN 

Als betrouwbaarheidsfunktie resulteert nu: 

z . R_ s  4  i " s < 0 
Veronderstel nu verder dat de draaddiameter en de vloeispanning normaal 
verdeeld zijn met als parameters: , 

li, • 30 on o, " 3 mm 
d d 

2 2 
u  290 N/mm o  25 N/mm 
o o 
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De kansdichtheidsfunktie van S, een Diracfunktie, worde proforma aan

geduid door: 

f s(S) 

Wanneer de k.d.f.'s van de draaddiameter en de breuksterkte net gebruik
making van hun statistische onafhankelijkheid worden samengesteld tot 
een binormalé verdeling, dan luidt de op te lossen integraali 

P.  Jlf f„(d.o) f (S) dd do dS 
Z< 0 

Ondat S een deterministische grootheid is, reduceert de integraal tot 

?.  5 f_ <d,o) dd da 
b Z<0

 R 

Dergelijke meervoudige integralen moeten in het algemeen numeriek wor

den opgelost. 
Met behulp van een Riemann procedure verloopt de integratie eenvoudig 
volgens het schema gegeven in fig. 3.7. 
In hec schema is verondersteld, dat de twee basisvariabelen d en o 
onafhankelijk zijn. Bij afhankelijkheid van variabelen moet de proce
dure zo gewijzigd worden, dat de gezamenlijke kansdichtheidsfunktie in 
de berekening wordt opgenomen. 

Het resultaat van de numerieke integratie is in de tabel gegeven. 
De stapgrootce is gevarieerd van Jo tot l/Sa, hetgeen in dit voorbeeld 
de uitkomst niet sterk beïnvloedt. 
Een formele beschouwing van de nauwkeurigheid van de integratie is mij 
niet bekend. 

Een andere berekeningsmethode die tot niveau III gerekend wordt, is de 
MonteCarlo simulatie. Deze methode maakt gebruik van de mogelijkheid 
om randomgetallen te trekken uit een uniforme k.d.f., die alle moderne 
computertalen bieden. 

*0 

o 4-0 ie. 

Er zijn nu in principe twee methoden om, gebruikmakend van de uniforme 
generator, getallen uit een andere verdeling te trekken. 
De eerste methode is gebaseerd op de grondslag van de gewenste verde

ling. Door bijvoorbeeld een aantal uitkomsten van een uniforme random

generator te sommeren, krijgt men op grond van de centrale limietstel

ling een normaal verdeelde stochast u . 
N 

{ Z X }  N/2 
i1

 u 

y . 
/ N/12 

waarin X  uniform verdeeld 0 < X < I 
u 

""'"
:
'""'"

1 J
" '̂' 1 

I 
'I 12 I 

De stochast y volgt een normale verdeling met een gemiddelde 0 en een 
standaardafwijking 1. 
Via een eenvoudige transformatie kan nu een getal met willekeurige u 
en o worden verkregen. 

Xfl  o. y ♦ u 

De tweede methode is gebaseerd op het feit, dat de overschrijdingskans 
uniform verdeeld is en tussen nul en één ligt. 

P  F x(x) 

In sommige gevallen is het mogelijk x op te lossen uit deze vergelijking. 

*  V'
<p) 

Indien men nu voor p een uniform verdeeld getal trekt, volgt x de ge
wenste verdeling F . 

X 
 F
x"' <v 

Deze methode is bijvoorbeeld toepasbaar op de extreme verdeling 

p  e ^ *  " ' 

X   i l n p + u 

De randomgenerator wordt dus 

Xg   i In (Xv) + u 
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De kern van de Monte Carlo simulatie is nu dat men voor alle variabelen 
verdeUn

e t r 0 U W b a a r h e l < U f U n k t l e " " ""*"" " " ^
 ü i t d e bijbehorende 

Voor de getrokken waarden van de variabelen berekent men vervolgens 
het teken van de betrouwbaarheidsfunktie. Indien deze funktie nega
tief is, is er sprake van een bezweken exemplaar van de constructie 
Door de procedure een groot aantal malen te herhalen is een schattin* 
te geven van de faalkans P in de vorm van het quotiënt van he aan

tal bezweken exemplaren Nb*en het aantal simulaties N. 

Fig. 3.8 Het stroomschema van de Monte Carlo procedure 

gtd^trekkLr "" ei" E aa" d6 naUWkeuri*heid' "sulteert de vol
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Hieruit volgt voor het aantal simulaties: 
k
2 I 

E'
 r

b 

Indien men nu een 95Z betrouwbaarheidsinterval eist (k  2) met een re
latieve grootte E  0... dan volgt het benodigd aantal simulatiesuit 
de nagestreefde bezwijkkans. l c 
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.
i n d e b^rouwbaarheidsfunktie Z voor

komt, speelt dus geen rol. Dit in tegenstelling tot de oplossing van 
de bezwijkkans door meervoudige integratie. "•■*■« van 
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1 Daar volgt het aantal malen N dat de Zfunktie berekend moet worden, 
uit: 

waarin i  aantal integratiestappen, dat voor elke variabele 
gelijkheid is verondersteld. 

Indien het probleem dus een groot aantal basisvariabelen kent, is de 
Monte Carloprocedure de aangewezen weg om de rekentijd te beperken. 
Doch als het gaat om het berekenen van zeer kleine bezwijkkansen, 
verdient integratie de voorkeur vanuit het oogpunt van computer ge
bruik. 

Teneinde het grote aantal berekeningen, dat een Monte Carlosimulatie 
vereist, te reduceren, wordt vaak een benaderingsmethode voorgesteld. 
Deze methode gaat gepaard met een verlies aan nauwkeurigheid. 
De essentie van de methode is, dat men het eerste en het tweede moment 
(p, o) van de k.d.f. van z bepaalt. Daartoe vervangt men in het stroom
schema (fig. 3.8 ) van de Monte Carlo procedure de keuze (z < 0) door 
een sorteerprocedure, die een histogram van de Zwaarden berekent. Uit 
het histogram zijn eenvoudig het eerste en tweede moment af te leiden. 
Het gewijzigde stroomschema ziet er als volgt uit: 

ö 

trek 
x,. x2 . . . . xn 

Z  z(x ( . x2 — xn 

k  INT (r ̂ + n ) 
z Az o 

' 
W " W + ' Utvto^rfew^ 

Fig. aio Het stroomschema voor de Monte Carlo procedure met momenten
bepaling 

Vervolgens is ra.b.v. een veronderstelling omtrent het type van de k.d.f. 
van Z de bezwijkkans (Z < 0) te bepalen. 
Zo volgt de bezwijkkans in het geval, dat Z normaal verdeeld is, uit de 
tabel van de standaard normale verdeling. 
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Indien er onzekerheid bestaat aangaande het type k.d.f. van Z, dan is 
de bezwijkkans te bepalen volgens de Chebysevongelijkheid. 
Deze ongelijkheid luidt: 

Pr |(uX | < ko } > I  ij 
r Ie 

Of toegepast op het gestelde probleem: 

p 

Het zal duidelijk zijn dat op deze wijze een ruime bovengrens wordt 
gevonden. 

e 
i 

2 

3 

Gauss 

0,13 

0,024 

0,002 

Chebysev 

1,0 

0,25 

0,11 

Bij toepassing van de geschetste methode op het standaardprobleem kan 
het aantal simulaties beperkter zijn dan bij de klassieke Monte Carlo 
benadering. 
In de figuren en zijn de resultaten gegeven bij 100 
en 1000 simulaties. Duidelijk is te zien, dat het resultaat van de Monte 
Carlo benadering een kansvcrschijnsel is. 
De waarde van B bedraagt ongeveer 2,30. Indien men nu veronderstelt, 
hetgeen in dit geval onjuist is, dat Z normaal verdeeld is, kan de be
zwijkkans eenvoudig worden bepaald m.b.v. tabel I: 

P.  i . i o - 2 

b 

Zonder dat een veronderstelling omtrent de vorm van de verdeling nodig 
is, kan men op grond van de Chebychev ongelijkheid zeggen, dat: 

Bij vergelijking van deze resultaten met eerder verkregen exacte ant
woorden, blijken beide benaderingen een bovengrens op te leveren. 
Van de Chebychev ongelijkheid was dat te verwachten. 
De benadering door de normale verdeling geeft een bovengrens omdat de 
werkelijke kansdichtheidsfunktie van Z scheef naar rechts is. De kans
massa aan de linkerzijde is daardoor minder dan bij een symmetrische 
kansdichtheidsfunktie. 
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Hec is uiteraard ook mogelijk het stroomschema van de integratie
methode uit te breiden met de bepaling van het histogram van Z. 
De integratiemethode levert dan niet alleen een bezwijkkans als 
resultaat, maar tevens het histogram dat de kansdichtheidsfunktie 
van 'l benadert. Dit laatste resultaat kan van belang zijn als men 
niet zozeer geïnteresseerd is in de bezvijkkans van de constructie, 
als wel in de kansdichtheidsfunktie van de belasting of de kansdicht
heidsfunktie van de sterkte. 
In de praktijk komt het voor dat de kansdichtheidsfunktie van de be
lasting als een gegeven beschouwd wordt, terwijl men gedurende het 
ontwerpproces met de k.d.f. van de sterkte manipuleert (zie het voor
beeld van de drempel van de S.V.K.O.). 
Teneinde dit te bereiken voert men alleen de basisvariabelen van die 
kant van het probleem, waarin men geïnteresseerd is,als stochasten in. 
De overige variabelen worden als deterministisch beschouwd. 
De berekende k.d.f. van Z is dan de verschoven k.d.f. van sterkte of 
belasting. 

Het rekenvoorbeeld is in dit opzicht een goede illustratie omdat de 
belasting S  100 kN een deterministische grootheid is. De k.d.f. van 
Z is dus in dit geval gelijk aan de k.d.f. van de sterkce die over een 
afstand van 100 kN verschoven is (zie fig. Z.lh ) • 
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Berekeningen op niveau II 

De niveau II berekeningen hebben de laatste jaren een grote vlucht 
genoman. De reden daarvan is, dat zij in tegenstelling tot de niveau 
III methoden praktisch toepasbaar zijn. 
Een tweede reden is, dat zij inzicht verschaffen in de bijdragen van 
de diverse basisvariabelen in de bezwijkkans van de constructie. 
De niveau III methoden verschaffen dit inzicht niet. 
De niveau II berekeningen staan ook wel bekend als eerste orde  tweede 
moment methoden, omdat zij een eerste orde benadering van de bezwijk
grens benutten. 
Op niveau II maakt men weer onderscheid tussen drie hoofdklassen van 
methoden: 

1. gemiddelde waarde  eerste orde  tweede moment methoden 

2. verfijnde  eerste orde  tweede moment methoden 

3. methoden, die gebruik maken van benaderende kansdichtheidsfunkties. 

In deze paragraaf zullen de drie klassen van methoden achtereenvolgens 
aan de orde worden gesteld. 

De eerste variant (mean value approach) is eenvoudig te begrijpen en 
erg instruktief, maar helaas niet erg betrouwbaar. 
De methode gaat uit van de reeds gedefinieerde bezwijkgrens: 

Z  R  S  0 

2(X,. X2 .... Xn)  0 

De funktie Z laat zich nu met behulp van een reeksontwikkeling, die^op 
tijd wordt afgebroken,lineairiseren rond een punt X* (X^, X^*.... X n ) . 

Z = Z(X*. X* .... X*) + E | | (X£  X*) .... 

Voert men dezelineairisatie uit rond het gemiddelde van X, dan kan wor
den afgeleid dat: 

u  Z(u u ) 
L x

l n 

o.  \ l ,ÓZ 2 2 ? J 
Z l

il
 (
ÓX.> °x.J 

De kans, dat Z < 0 is nu gemakkelijk te benaderen door de vaarde van de 
betrouwbaarheidsindex 8 op te zoeken in een tabel van de normale verde
ling. 

Ter illustratie een toepassing van da methode op het probleem van de 
draad. 

„JJJ. »«. M. ,» i  ü A 
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Fig. 3.IS De bepaling van de bezwijkkans m.b.v. de betrouwbaarheids
index. 
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Uit de tabel van de normale verdeling volgt nu: 

pb Vio"2 
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Bij deze benadering is het gekromde 'Zvlak 
,2 

ZIf^P 

vervangen door een vlak volgens de Taylor reeks ontwikkeling 
z " z

< Vd> ♦ Il
 {

°V + H {d
"d> 

Of na substitutie van de getalwaarden 

Z  104.988,9 + 706,9 (  290) + 13665,7 (d  30) 

Z*   509.983.1 + 706,9 o + 13665,7 d 

In het punt (u , u ) is de waarde van het benaderende Zvlak 

Z   509.983.1 + 706.9.290 + 13665.7.30 

10.'..988,9 

juist gelijk aan het echte. Dit is in overeenstemming met het feit 
dat de reeks ontwikkeling rond dit punt plaatsvond. 

Ook voor dit benaderende vlak is de bezwijkgrens Z  0 te bepalen 

Z   509.983.1 + 706,9 o + 13665,7 d  0 

Deze gelineairiseerde bezwijkgrens vormt inderdaad een benadering van 
de echte bezwijkgrens zoals blijkt uit fig. 3.16 
In het gebied van de hoge kansdichtheden overschat de gelineairiseerde 
bezwijkgrens de omvang van het onveilige gebied. Daardoor ligt de 
waarde van de bezwijkkans te hoog in vergelijking met de exacte waar
den voor de bezwijkkans die op Niveau III werden bepaald. 
Als bijkomend nadeel geldt, dat de benadering van het Zvlak met een 
Taylor reeks rond het gemiddelde niet bestand is tegen eenvoudige 
transformaties van de bezwijkgrens. 

Herschrijft men de bctrouwbaarheidsfunktie bijvoorbeeld als volgt: 
7  n A P :

' 
Zo  j 

id 
dan heeft de gemiddelde waarde eerste orde tweede moment benadering 
het volgende verloop: 

_ A.100.000 
' • III 
 290  ^ 0 0 0 . ,48.5 N/mm2 

«30 
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800,56 + 

1425,56 

X 

44X 

56Z 

o z  / 1425,56  37,76 

Hieruit volgt: 

_z . Ü M . i 
37.76 93 

Bij deze waarde van $ behoort volgens de tabel van de normale ver
deling een bezwijkkans 

Pb  10 

Teneinde het verschil te verklaren onderzoeken we de gelineairiseerde 
bezwijkgrens 

Z  U8.5 + 1.0 (o  290) + 9,A3 (d  30)  0 

- - 424,4 + o + 9,43 d - 0 

Het resultaat verschilt inderdaad van de eerder gevonden uitdrukking. 
Het schetsen van de bezwijkgrens in het o,d vlak levert fig. &. 17 
Nu onderschat de gelineairiseerde bezwijkgrens het onveilige gebied 
t.p.v. de grootste kansdichthcid. De gevonden waarde van de bezwijk
kans is dan ook te laag vergeleken met de exacte waarde P  2.2 10"^. 
Hoewel uit de twee voorbeelden al blijkt, dat de gemiddelde waarde 
 eerste orde  tweede moment benadering ten eerste onnauwkeurig is 
en ten tweede niet bestand is tegen eenvoudige transformaties van de 
bezwijkgrens, verdient de methode toch enige aandacht. 

Niet alleen is de gemiddelde waarde methode als enige geschikt voor 
een eenvoudige handberekening, maar ook geeft zij een goed inzicht in 
het karakter van de Niveau II berekeningen. 
Men zou dat karakter kunnen omschrijven als een gewogen gevoeligheids
analyse. 
De gevoeligheid van de oplossing Z = 0 voor een kleine variatie in de 
waarde van een variabele wordt formeel vastgesteld door partiële dif
ferentiatie. Daarna vindt een weging plaats met de mate van onzeker
heid van de variabele gesymboliseerd door de standaardafwijking. 
Het resultaat is een in procenten gegeven bijdrage van elke variabele 
aan de totale onzekerheid. 
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In feite voert een goede ontwerper een dergelijke procedure meestal 
uit, zij het op intuïtieve gronden. 
Het constructieve probleem overziende,voert hij voor de variabelen 
die hij niet goed kent én voor de variabelen, die hij bepalend acht 
voor de oplossing van het probleem, eens een hogere en lagere waarde 
in om de gevoeligheid van de oplossing te bepalen. 
De gemiddelde waarde methode is eigenlijk een standaardprocedure 
voor deze handelwijze van de ervaren ontwerper. 
Maar als middel om de bezwijkkans van een mechanisme te bepalen kan 
zij de toets der kritiek niet doorstaan. 
Gelukkig zijn in klasse 2 van Niveau II verfijndere methoden beschik
baar. De verbetering bestaat hieruit, dat men tracht de funktie Z te 
lineairiseren rond het punt van de bezwijkgrens Z  0 met de hoogste 
kansdicht X*. 
Stel een eerste benadering van de nog onbekende gelineairiseerde be
zwijkgrens is 

Z = Z (X?, X? .... X* + E || (X.X*)  0 
1 2 n ._, «X. i 

waarin -rs wordt berekend in (X., X, .... X ) 
i 

In tegenstelling tot de vorige benadering ie nu: 

_  z (x* x* .... x*) + 4 < * " *** 

De laatste betrekking wordt nu uitgedrukt in een lineaire funktie 
van de standaardafwijkingen 

z l1 X SX. X. 

aZ 
SXV°X. 

UCuMTUt K; » 

'j1
 ÓX
j V 

at het punt X o] 

Z  Z (X*. X^ X*)  0 

Nu wetend dat het punt X op de bezwijkgrens gelde 

volgt: 
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E (JI  X*) . 
.__ . , 

z oz 
E a. f— . o 
. . 1 4x. x. 

. x1 l l 

D| oplossing van deze vergelijking geeft een nieuwe «chatting voor 
X dat gewoonlijk het ontwerppunt wordt genoemd. 

X.  u  a.Bo voor alle i 
i x. i x. 

1 i 

De waarde van de partiële afgeleiden werd echter in het oude punt 
bepaald. 
Een herhaling van de procedure is daarom noodzakelijk totdat een 
stabiele waarde voor het ontwerppunt X gevonden is. 
Maar in dit nieuw gevonden punt zal de betrouwbaarheidsfunktie niet 
langer gelijk aan nul zijn. Dit betekent, dat het nieuwe punt niet 
op de bezwijkgrens Z  0 ligt, zoals werd aangenomen. 
Deze afwijking wordt gecorrigeerd door de waarde van B aan te passen 
volgens: 

°z ' ; 6. 
E OSi ■jtr 
. , 1 ÓX. o 
11 I X . 

1 

De gehele procedure moet nu herhaald worden voor deze nieuwe waarde 
van 6. 
De correcte oplossing wordt dus d.m.v. een iteratie procedure gevon
den. 
Een goede methode bestaat uit de volgende stappen: 

1. Schat een waarde voor 8 
2. Stel X*  u voor alle i 

1 x. 
. 1 

3. Bereken j— voor alle i in X  X* 

4. Bereken x, voor alle i 

5. Bereken de nieuwe waarden voor X 
6. Herhaal de stappen 3 t/m 5 totdat een stabiele waarde voor 

X is gevonden 

7. Bereken Z  (Z X?, X* X*) 
i i n 

8. Pas indien nodig 8 aan, opdat Z » 0 en herhaal de stappen 3 t/m 5 
9. Bepaal de bezwijkkans uit P  I  erf (6) 
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Het berekeningsresuUaat is i„ f ig. 3 < e < g e g e v e n . D e u a a r d c n 
en de bezwijkkans zijn nu gelijk aan de reeds gevonden waarden 
En het valt op dat de partiële afgeleiden dejlfdë waarde hobo.» 
als de richtingscoefficiënten van de gelineairiseerde bezwi k»rens 
D. varfijnd. methode is dua invariant^oor de . C S H J J W I J W v n f " 
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Het meest verfijnde type van de niveau II berekeningen (klasse 3) 
houdt ook nog rekening met de soort verdelingsfunktie, die elke 
basisvarxabele heeft. Dat is noodzakelijk, ornaat veel praktische • 
problemen variabelen bevatten, die niet normaal verdeeld ziln 

In de grafiek van de verdelingsfunktie betekent L 1 \ . 
werppunt de funktiewaarde én d'e rich ing voor de exacte en d^be^a'" 
derende verdeling gelijk zijn (zie fig.la?) "
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3.4 Berekeningen op niveau I 

Het moge duidelijk zijn dat de berekeningen op niveau II en III 
nooit het dagelijkse ontwerp werk kunnen regelen. Zelfs de niveau II 
methoden zijn te bewerkelijk en te lastig om op elk ontwerp te wor
den toegepast. 
Daarom zal de niveau I benadering, die ook in de Nederlandse bouw
voorschriften wordt gevolgd, in de normale praktijk de voorkeur heb
ben. 
Z
°»^.

b
fh

e n d b r e n
8

t d
e niveau I benadering d.m.v. partiële veiligheids 

coefficient een afstand aan tussen de karakteristieke sterkte en de 
karakteristieke belasting 

S
karlrs*c ^ 

De drie genoemde veiligheidsfaktoren worden nog weer verder onderver
deeld in de volgende internationaal geaccepteerde tabel. 

De veiligheidsfaktoren volgens het ISO Standard 2394 

c 

houdt rekening met de mogelijkheid van een ongunstige afwijking 
van de belastingen van de uitwendige karakteristieke belastingen 

houdt rekening met de onwaarschijnlijkheid, dat velschillende bt 
lastingen, die gezamenlijk op de constructie werken, tegelijker
tijd hun karakteristieke waarde bereiken. 

is bedoeld om rekening te houden met mogelijke ongunstige effek
ten van onjuiste ontwerpvcronderstellingen en van kleine uitvoe
ringsfouten zoals de toevallige scheefstand en excentriciteit va» 
kolommen. 

c 

is bedoeld om de mogelijke rcduktio in sterkte van de in de con
structie verwerkte materialen t.o.v. de karakteristieke sterkte 
die werd afgeleid uit proefstukken, te dekken. 

dekt mogelijke zwakheden in de constructie, die het gevolg zijn 
van andere oorzaken, dan de hierboven genoemde reduktie in oia
teriaalsterkte. 

houdt rekening met de aard van de constructie en haar gedrag bij 
bezwijken (b.v. bezwijken zonder waarschuwing, geen herverdeling 
van krachten of voortgaand bezwijken). 

houdt rekening met de ernst van de situatie die het gevolg is van 
het bereiken van de 

In het verleden werd de waarde van de diverse veiligheidsfaktoren op 
grond van ervaring, gevoel en reflectie vastgesteld. Een objectievere 
methode ontbrak. 
Met de komst van de niveau II methoden ontstond echter de mogelijk
heid om uitgaande van een algemeen geaccepteerde bezwijkkans de waar
de van de veiligheidscoefficiënten vast te stellen voor bepaalde types 
van constructies. In enkele landen heeft men die weg reeds gevolgd 



In Nederland zullen de nieuwe bouwvoorschriften moe ondorsceuning 
van berekeningen op niveau II toe stand komen. 
Theoretisch is het verband tussen niveau I en II bijzonder eenvou
dig. Veronderstel dat het bezwijkmechanisme, waarvoor veiligheids
coëfficiénten bepaald moeten worden, beschreven wordt door de be
trouwbaarheidsfunktie 

Z <XI> X2 V 
En neem verder aan dat een acceptabele bezwijkkane gegeven is en 
dat het ontwerp daaraan voldoet. 
Het resultaat van de niveau II berekening is dan een bezwijkkans 
kleiner dan het toelaatbare niveau en het ontwerppunt X*. 
Men kan nu per basisvariabele de vereiste centrale veiligheidsfak
tor bepalen volgens 

X* 

of de vciligheidsfaktor op de karakteristieke waarde 
x|_ x* 

k̂ar " \ ' \ 1 '•" °X. 
kar i i 

Terugkerend naar het voorbeeld van de draad, is de veiligheidsfaktor 
op de breuksterkte en de diameter van de draad te berekenen. 

K 
kar 

266.8' . ,.07 
290  1,64.25 '*

u
' 

21.85 
*d.. " T— m 30  W6A.3 " °*87 
kar kar 

Meer algemeen is de veiligheidscoëfficiënt te schrijven als 

■ * x . 
Pi  X. B. o. 

r* X. 
1 

u i  1,64. a^ 

'  "i 9 v
i 

1'. 1,64 v£ 

waarin v.  variatiecoëfficiënt 

i 
4. SYSTEMEN I 

} 
4.I Inleiding 

11 i j de beoordeling van een constructie beperken wc ons IDCORt.ll tot 
de berekening van een aantal doorsneden of onderdelen. Gekeken wordt 
of ieder onderdeel voldoet aan bepaalde normen van veiligheid, vast
gelegd via een veiligheidscoëfficiënt Y of een betrouwhaarheidsindex 
8. Een constructie is echter meer dan een verzameling van onderdelen: 
de onderdelen vormen samen een systeem. Het niet funktioneren van één 
onderdeel heeft daardoor in de ene constructie andere gevolgen dan in 
een andere constructie. Soms leidt liet falen van een enkel onderdeel 
tot het voortgaand bezwijken van het hele systeem (progressive collapse), 
in een ander geval zijn er nauwelijks gevolgen, omdat andere onderdelen 
de taak van het falende onderdeel overnemen (er is een alternative path). 

I 
Bij de betrouwbaarheidsanalyse van systemen zijn er twee systeemtypen 
die in het bijzonder de aandacht vragen, te weten het seriesysteem en 
het parallelsysteem (fig. 4.1). 
Bij het seriesysteem zijn de elementen zodanig gerangschikt, dat be
zwijken van een enkel onderdeel ogenblikkelijk leidt lot bezwijken 
van het gehele systeem; bij het parallelsysteem bestaat de mogelijk
heid dat falen van een clement wordt opgevangen door andere elementen. 
In werkelijkheid komt men deze zuivere systeemtypen nntuurlijk niet vaak ! 
in zuivere vorm tegen, al zijn er wel voorbeelden te geven! een statisch 
bepaald vakwerk is een seriesysteem en een paal funder ing met veel palen 
een parallelsysteem. i 
We concluderen dat het seriesysteem geassocieerd kan worden met "sta i 
tisch bepaald" en "progressive collapse", het parallelsysteem met j 
"statisch onbepaald" en "alternative path". I 

Meestal komen in constructies beide systeemtypen gelijktijdig voor, 
bijvoorbeeld als in het talud, weergegeven in fig. 4.2. Een enkel me . ! 
chanisme vormt een parallelsysteem omdat de schuifspanningsbijdragen 
langs een enkele glijcirkel de taak van elkaar kunnen overnemen; de 
glijvlakken gezamenlijk vormen echter een sericsysteem omdat één enkel 
glijvlak reeds bepalend is voor bezwijken. Voor een goede beoordeling 
daarvan is het echter nodig eerst beide systemen afzonderlijk te leren 
kennen. 

I 

J 

http://IDCORt.ll
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Fig. 4.1. Schematische voorstelling van serie en parallelsystemen en 

voorbeelden uit de praktijk 

ëen glijvlak  parallelsysteem 

glijvlakken samen vormen een seriesysteem 

'tllilJV 

Fig. 4.2 Combinatie van serie en parallelwerking binnen een systeem 
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Met seriesysteem 

Twee elementen 

We beschouwen om te beginnen een seriesysteem van twee elementen. Element l 
heeft een sterkte Ri en element 2 een sterkte R?. Voor elk clement kin een 
betrouwbaarheidsfunctie Z. worden opgesteld als het systeem belast wordt 
door een belasting S: 

2l  Ki  S (4.1a) 
El  R2  S (4.1b) 

Indien gemiddelden, standaardafwijkingen en verdelingen van R. en S hekend 
zijn kunnen de betrouwbaarheidsindices 0. en de faalkansen P(F.) worden be
paald. De faalkans P(F) van het systeem is daarmee echter niet zonder meer 
bekend. Wel kunnen gemakkelijk onder en bovengrenzen worden aangegeven 
(zie stelling 27). 
max (P(F,). P(F2)1 « P(F) i P(F,) + P(F2) (4.2) 

De ondergrens treedt op bij volledige afhankelijkheid van de mechanismen, 
d.w.z. falen van het ene mechanisme impliceert falen van het andere. Hot toe
voegen van een extra mechanisme leidt in dat geval niet tot een toename van 
de faalkans. 
De bovengrens treedt op als de mechanismen elkaar uitsluiten, overeenkomstig, 
het tweede axioma. In de praktijk komt dit nauwclijk voor, maar toch zal 
deze bovengrens erg belangrijk blijken als benadering. 
De waarde die P(F) tussen de beide uitersten zal innemen wordt, aan .enomen 
dat Bi en Z2 normaal verdeeld zijn, geheel bepaald door de correlatie
coëfficiënt p van de beide betrouwbaarheidsfuncties. Het verband tussen 
l'(F) en P is weergegeven in figuur 4.3. We herkennen in deze grafiek de 
ondergrens (bij p  + I) en de bovengrens (bij p ■  I). Gemakkelijk te 
bepalen is verder het punt p  0; in dat geval zijn Zi en Z2 onafhankelijk 
en geldt: 
P(F)  P(F,) + P(F2)  P(F,) P(F2) (4.3) 

Aangezien de kansen l'(F;) bij de betrouwbaarheidsanalyse van constructies 
meestal klein zijn ligt de faalkans bij onafhankelijke mechanismen dicht 
bij de bovengrens. Uit figuur 4.3 blijkt verder dat ook voor niet al te grote 
positieve correlatie de bovengrens een goede benadering vormt. Pas hij zeer 
hoge correlatie (p > 0.8) wordt de ondergrens van belang. 
De faalkans P(F) als functie vanpkan, behoudens de punten P" 0 en i » ♦ 1, 
niet exact worden bepaald. Er bestaan echter goede benaderingsmethoden 
zoals bijv. de methode van Pi tlevsen (lit. ) die we hier zullen be
handelen. We schrijven daartoe om te beginnen: 

P(F)  P(Fi) + P(F2)  P(F, en Fa) (4.4) 
Het probleem is de bepaling van P(Fi en F 2 ) . Beschouw eerst het geval dat 
Zj en Zz onafhankelijk zijn met betrouwbaarheidsindices Si en 82. 
Ceschreven kan dan worden: . 

Zi  61 + ui (4,5a) 
Zj  0j ♦ u, (4.5b) 
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Hierin zijn uj en u2 onafhankelijke standaard normale variabelen (met 
gemiddelde 0 en standaardafwijking I). Inderdaad voldoen de aldus gedefi
nieerde Zi aan de gestelde eisen (ga dat na). In figuur 4.4a is een hoogte-
lijneiikaart getekend van de gezamenlijke kansdichtheidsfuncties voor ui en ua 
en zijn -tevens de "failure boundaries" ï\ - 0 en £2 - 0 aangegeven. 
De gezochte kans P(Fi en Fj) is, gegeven de onafhankelijkheid van ui en 
u2 eenvoudig af te leiden als: 

P(Fi en F2) - l>(u,< -Bi) P(u2< -B2) - «(-Bi)* (-Ba) 
3 Ri R2 S 
3> o o fc-

(4.6) 

f P(F) 

P(Fi) + P(F2) J 

P(F,) 

•P(Fi en Fj) 

-l-° 0.0 i.o 
Fig..4.3. Faalkans voor een seriesysteem van 2 elementen als functie van 

de correlatie-coëfficiënt p(ZiZ2). (Schematisch voor kleine 
faalkansen). 

We beschouwen vervolgens het geval dat Ei en 2 2 niet onafhankelijk zijn. 
Dit kunnen we bijv. bereiken door Z2 een functie te maken van zowel ui 
als Uil 

Z| - Bi + ui 
2j ™ 82 + ui sin a + uj cos a 

(A.7a) 
(4.8a) 

In figuur 4.4b is deze situatie grafisch weergegeven. Gemakkelijk valt na 
te gaan dat Z2 gemiddelde B2 en standaardafwijking 1 heeft. De correlatie-
coëfficiënt van Zi en Z2 bedraagt: 

p(ZlZ2) - cov (ZiZ2)/0(Zi)0(Z2) 
- E {(Zi-8i)(Z2-B2)} /l -
- E { ui(ui sin a + u2 cos a)} - sin a (4.9) 

We gaan nu over tot de benadering van P(Zi< 0 en Z2<0). 
Uit figuur 4.4c blijkt dat geldt: 

P(Zi<0en Z2<0) > P(u,< -Bi en u2< -B*) -»(-Bi) *(-8*) (4.10a) * 
Hierin is -82 de u2-coordinaat van het snijpunt van Zi - 0 en Z2 - 0, ofwel: ' 

B2-Bisin a 
cos a 

-pSi 
/l-p2 

(4.11) 

Analoog aan (4.10a) geldt, met 82 overeenkomstig (5.ll)s 

4.4a 

t l - 0 

(«) 

Zi<0nz2<0; 

i 

61 

rr 

U2 

^ 

^j 
Zl 

Ui 

82 

-

Fig. 4.4 Benadering volgens Ditlevaen van P(Fi en F 2 ) . 
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P(?.,<0 en ?.j<0) > *(6i) *(B2) (A.lOb) 
We hebben daarmee twee ondergrensbenaderingen; optellen van de beide on
dergrenzen geeft vervolgens een bovengrens. (Figuur A.Ad . laat zien welk 
deel dubbelgeteld wordt): 

P(2l<0 en H2<0) < *(Bi) *(-&) * *(BO *(B2) (A.12) 

Uit de figuren A.5b en A.5c kan verder worden geconcludeerd dat de onder
grens een goede benadering vormt voor kleine p (het teveel getelde deel 
wordt bij toenemend a steeds kleiner). Aangezien P(2i<0 en 22<0) alleen 
bij grote p van belang is ligt het voor de hand de bovengrens (5.2) als 
benaderingsformule aan te houden: 

P(2i<0 en Z2<0) ffc*(Bi) *(B*) + *(B*) *("S2) (4.13) 

Voorbeeld A.1 
Gegeven een seriesysteem met twee stochastisch onafhankelijke elementen 
(Ri, R 2 ) . beide belast door een kracht S. Bi, R2 en S worden als onderling 
onafhankelijke stochastische variabelen beschouwd; de verdere gegevens 
zijn opgenomen in bijgaande tabel. Gevraagd de kans op bezwijken van het 
systeem. 

x u(x) o(x) ' 

Ri R2 S 
Ri 
R2 
S 

lOkN 
lOkN 
AkN 

IkN 
IkN 
IkN 

Voor de beide individuele mechanismen geldt: 
. U(Ei)  p(R£)  u(s)  6kN 
0
2
(2.)  02

(R.) + o2
(s)  O A k N )

2 

Bi  u(2.) / 0(2.)  A.2 
P(2.<0)  1.3 x 10~5 

Op grond van (A.2)volgc daarmee voor het systeem: 
1.3 K I0"5 < P(F) < 2.6 K I0~5 

Voor een nauwkeuriger uitspraak moet dé correlatiecoëfficiënt p worden 
bepaald van de mechanismen Z| en 2 2. Daartoe bepalen we eerst de covarian
tie: 

cov (2, 2 2) "E {(2,  u(20)(2 2  u(22)} 

 E {(Ri  S  u(R,) + p(S))(R2  S  p(R2) + p(S))} 
 E {(Ri  u(R,))(R2 " P(R2)>  E{ (Ri  W(R,))(S  u(S)} 
 E {(S  U(S))(R2  li(Rj)) + E{ (S  U(S)M 
 cov (R)R2)  cov (Ri S)  cov (S R 2) + o2

(S) 
Aangezien Ri, R2 en S als stochastiche onafhankelijke variabelen zijn geïn
troduceerd zijn alle covarianties nul. Voor de correlatiecoëfficiënt geldt 
derhalve: 

A6 

nfH.H,1  c"v (H1H2) o'(s) I . . 
pli,i

*> 0(2 , ) o(22) O ^ R . ) ♦ o
2
( s ) " m

m 0
-

5 

Op grond van figuur A.3 kan direct geconcludeerd worden dat voor deze 
lage correlatie zonder bezwaar de bovengrens kan worden aangehouden en 
dat geen verdere berekening hoeft te worden uitgevoerd. 
Voorbeeld A.2 
Dezelfde uitgangspunten als het voorgaande probleem maar nu met 
ö(Ri)  0.A5 kN en 0(S)  I.3A kN. In dat geval blijft o(2)  I.AO kN 
en daarmee veranderen de faalkansen van de afzonderlijke mechanismen niet. 
Wat wel veranderd is de correlatiecoëfficiënt p(2)22): 

p(ZlZ2) " ,'ffl» o2(s)  TM - °90 
We passen nu (A.I3) toe: 

P(2l<0 en 22<0)  2 *(Bi) «(B?) 

B e t 8?  È I Z M L . . (4.2)(0.9)(A,2) . 0.A2 . 9 6 

/IP
2 A-(Q.9)

2 0,A
* 

Tesamen met (A.9) volgt dan tenslotte: 
P(F)  2 *(B,)  2 *(B.) *(B?) 

 2 *(8i) { 1  ♦(BJ) 
 2 *(Bi) { I  0.16)  1.68 *(Bi) ■ 2.A x lO5 

We concluderen dat zelfs bij p  0.90 de bovengrens een waarde geeft die slechts 
16Z te hoog is. Kennelijk moet de correlatie wel erg hoog zijn om bij een 
gering aantal elementen voor het seriesysteem van belang te worden. 

meerdere elementen 
Ook voor een seriesysteem van meerdere elementen kunnen analoog aan liet 
systeem met 2 elementen eenvoudige onder en bovengrenzen worden aangegeven: 

max P(Fi) < P(F) < ï P(F.) (A.1A) 

Duidelijk zal zijn dat deze grenzen bij veel elementen ver uit elkaar 
kunnen liggen. De exacte bepaling of het vinden van een goede benadering 
is echter vaak een zeer tijdrovende aangelegenheid. Het daarom prettig 
dat de wijde grenzen (A.IA) tamelijk eenvoudig vervangen kunnen worden 
door (in veel gevallen) veel nauwere, eveneens ontwikkeld door Ditlevscn 
(Ut. ) 
Voor de bovengrens wordt er van uitgegaan dat het bezwijken bij twee 
elementen nog exact wordt uitgerekend: 
P(F)  P(F,) ♦ P(F2)  P(F, enF2) 

We breiden nu uit naar 3 elementen (zie figuur 4.5). Voor een exacte faal
kansberekening zou P(F) nu moeten worden vermeerderd met de kans op de 
gearceerde gebeurtenis (Ti en Fi e n T 2 ) . Stel nu dat wc l'(F) vermeerderen 
met de kans op (Fj en Fi). In dat geval tellen we er iets te veel bij op 
zodat een bovengrens ontstaat. Hetzelfde gebeurt als we P(F) vermeerderen 
met de kans op (Fj en F 2). Er geldt derhalve: 
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P(F) < P(Fi) + P(F2)  P(Fi en Fa) + min P(F, en F.) 
iS2 

Ofwel via P(Fj en F^  P(F,)  P(F. en F 2 ) : 

P(F) < P(F,) + (P(F2)  P(Fi en F2)} + {P(F,)  max P(F, en F.)} («.15) 
i<2

 l 

Bij een systeem met 4 elementen komt er nog een term P(FO  max (F« en 
F.) bij met i<3, enz. 

Ook bij de ondergrens wordt voor twee elementen nog uitgegaan van de exacte 
formule. Voor 3 elementen wordt als ondergrensbenadering gebruikt: 
P(F) > P(Fi) + (P(F2)  P(Fi en F2)} + {P(FS)  t P(F» en F.)) (4.16) 

' i<2 

Fig. 4.5. Het gearceerde deel is (Fj en F» en F2) 

Met behulp van figuur 4.5 valt af te leiden dat P(Fi en F2 en Fi) door deze 
benadering teveel is afgetrokken. 
Bij een systeem met 4 elementen wordt P(F3) EP(Fi, en F.) bijgeteld met 
i <3, enz. Indien, zoals bij hoge correlatie het geval kan zijn, de bij
drage van een element negatief is, wordt uiteraard een bijdrage van nul 
als ondergrens behanteerd. 

Voorbeeld 4.3 

Gegeven een statisch bepaald vakwerk als aangegeven; voor iedere staaf 
kan een betrouwbaarheidsfunctie 2. worden opgesteld van de vorm: 

h Pi S. 

Hierin is S de vloeispanning van staaf i en S. de spanning t.g.v. 
de belasting F. Neem aan dat p(S )  280 MPa, A(S .)  20 MPa. u(S ) 
160 MPa en o(S.)  20 MPa. Er geïat dan: P

1 * 
M£j> 120 KPa a(a.) 28 MPa 
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fl  4.2 

P(ë.<0)  *(4.2)  1.3 x 10"5 

Gevraagd wordt de kans dat het systeem bezwijkt als tussen de vloei
spanningen van de staven een correlatie aanwezig is met een coëfficiënt 
p  0.7. Een dergelijke correlatiecoëfficiënt weerspiegelt dat de onze
kerheid t.a.v. de vloeispanning voornamelijk bepaald wordt door een 
"gemeenschappelijke onzekerheid aangaande alle 7 staven" en in mindere 
mate door "individuele spreiding en onderlinge verschillen". 
We bepalen eerst de correlatiecoëfficiënt van 8, en Z.; bij voorbeeld 
4.1. is afgeleid: l J 

cov (2|Z2) « cov (RiR2)  cov (Ris)  cov (R2s) + 02
(s) 

Voor het huidige voorbeeld kan dat worden "vertaald" in: 
cov (Z.B.)  cov(s . s .) + o2

(s.) 
i j pi P) i' 

Hierbij is aangenomen dat de belasting en sterkte onafhankelijk zijn; op 
grond van de definitie van correlatiecoëfficiënt volgt dan verder: 

p(Z.Z )o2(Z.)  p(s . s .) a2
(s .)+o

2
(s.) 

i j l pi pj pi i 
p(s . • .) o2

(s .) + o2
(s.) 0.7 K 400 + 400 .„. 

p(Z.Z.) Ei—HJ Ei i ££0.85 
'
 J ' o

2
(s .) t o2

(s.) 400 ♦ 400 8 0 0 

P
l l 

We berekenen eerst 0. volgens formule (4.10): 
g* 8

 B
j " p gj _ 4.2  (0.85)(4.2) . U M 

i /lp' /(l  0.81) 

Voor P(Z.<0 en Z.<0) volgt dan op grond van (4.13): 

P.(F. en F.)  2 «(B^ *(3j)  0.15 »(Bi)  0.15 P(F.) 
Via bovengrensformule (4.15) toegepast op 7 elementen, volgt nu: 

P(F) < p(Fi) + 6 (P(F.)  P(F. en F.))  6.1 P(F.) 
En ra.b.v. ondergrensformule (4.16) volgt: 

P(F) >P(Fj) + {P(F2)P(F! en P2))+ {P(Fj)  2 P(F. en F.)}*...{P(F)+ 

 7 P(Fi)  21 P(Fi en F2)  3.9 P(F.) "
 6 P ( F

i
 en F

j
) } 

Vergelijken we deze Ditlevsengrenzen met de elementaire grenzen (4.15) dan 
zien we dat het interval is gereduceerd van P(F.) <P(F) <7.0 P(F.) tot 
3.9 P(F.) <P(F) <6.1 P(F.). l l 

Merk op dat de bijdrage van staaf 7 aan de ondergrens nog maar net positief 
is (P(F )  0.90 P(F.)  0.10 P(F.)); voor een eventueel achtste element 
zou de bijdrage negatief worden en moet de formule dan na de zevende term 
worden afgebroken. 



49 

Continue systemen 
Tenslotte beschouwen we een continue systeem (dijklichaam, betonbalk 
enz.) zoals weergegeven in figuur 4.6. Aangenomen wordt dat de sterkte 
van liet systeem in elk punt een stochastische grootheid is met (constant) 
gemiddelde )i(R) en (constante) standaardafwijking a(R). De sterkte in 
twee verschillende punten Xi en X2 wordt als gecorreleerd beschouwd, 
vaarbij de waarde van de correlatiecoëfficiënt alleen afhangt van de 
afstand Ax «•uj  xj. Als Ax heel klein is zal p dicht bij de waarde I 
liggen omdat hele grote verschillen op korte afstand onwaarschijnlijk 
zijn. Voor grote waarden van Ax neemt p steeds verder af, hetzij tot 
een limiet nul, hetzij tot een limiet ongelijk nul. Een veel gebruikte 
uitdrukking voor de correlatiefunctie is (zie figuur 4.6). 

p (R(x), R(x + Ax)}  exp{ (^)2} (4.17) 

Hierin is d de zogenaamde correlatieafstand. 
De meest voor de hand liggende methode om een dergelijk probleem aan te 
pakken is om het beschouwde continue systeem op te delen in discrete 
elementen. Binnen een element wordt de sterkte dan als een nietfluctuerende 
(volledig gecorreleerde) grootheid beschouwd, en kan op de gebruikelijke 
wijze een betrouwbaarheidsindex 6. worden bepaald. Voor berekening van 
de systeemfaalkans heeft nu de elementaire formule (A.14) weinig betekenis. 
Indien men het systeem in meer elementen verdeelt, blijft de kans per 
element gelijk en neemt de bovengrens evenredig met het aantal elementen 
toe. Voor de bepaling van een bovengrens moeten we ons daarom baseren op 
formule (4.15). Na opdeling in n identieke elementen volgt (Jaannee: 

P(F)  P(F,) + (nl) (P(F.)  max P(F. en F.)} 
1 j<i

 l J 

De correlatie tussen tuee elementen is het grootst als deze naast elkaar 
liggen; dientengevolge is ook P(F. en F.) maximaal voor aangrenzende 
elementen:

 l ' 

P(F)  P(FO + (nl) (P(F.)  P(F. en F._,)} 

Daar alle elementen dezelfde betrouwbaarheidsindix 6 bezitten: 
P(F)  *(6) ♦ (nl) {<J>(6)  2 *(B) ■ K  e  ^ ) ) 

/(IP
2
) 

De correlatiecoëfficiënt p is hier gelijk aan de correlatiecoëfficiënt 
P(2.Z. ,) van twee mechanismen, met Z.  R.  s waarbij de R. gecorreleerd 
zijn volgens (5.17). Gaan we er(gemakshalve) van uit dat de èelasting s 
deterministisch dan is p(2.Z._()  p(R. R. )  exp ((Ax/d)2). 
Bij een groot aantal elementèn1is Ax klein en ligt p dicht bij I. 
gebruik van de benadering: 

p % 1  (Ax/d)2 en p
2 = I  2(Ax/d)2 

De formule voor P(F) kan daarmee verder worden ontwikkeld tot: 

P(F) *(6) [I + (nl) {1  2 $(6^.)}) 

Voor kleine u kan *(u) benaderd worden als: 

*(u)  *(0) + u*'(0) " J + 7 ^ 

Hiervan gebruik makend volgt: 

We maken 

4-10 

P(F)  « (  8 ) [I + (nl) {I  I * -jL J*?.)] 

P(F) ♦<$) [I * tejfê^ ) 

Neem nu x  L/n, en bedenk dat n groot is: 

P(F)  *(6) {I + j l £ } (4.18) 

We concluderen dat deze benadering niet meer afhankelijk is van het 
aantal elementen n waarin het continue systeem is onderverdeeld. 
Een interessante interpretatie van (4.18) is de volgende: als L/d 
groot is kan het systeem opgedeeld gedacht worden in elementen met 
een 'lengte dn/ï/B; deze elementen mogen dan als statistisch ongecorreleerd 
worden beschouwd. 

Tenslotte: bij de afleiding van formele (4.18) is verondersteld dat 
0(s)  0. Als o(s) i> 0 gaat (4.18) over in: 

P(F)  *(B) {1 + o, 6L } 

Hierin is a2 

'«ff 

°R
/(0

R
 + "s* <gS d i t na)

' 

(4.19) 

h-*H 

i L/n 

1.0 

I I I I 1 ► « 

Fig. 4.6 
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4.3 Het parallelsystcein 

Een parallelsystoom worde in zijn algemeenheid gekenmerkt door het 
feit dat elementen elkaar kunnen compenseren: liet falen van één ele
ment leidt niet automatisch tot falen van het systeem. De wijze waar
op dat gebeurt kan overigens nogal verschillen. Vergelijk bijvoorbeeld 
de parallelsystemcn van de figuren 4.7a en 4.7b, In figuur 4.7a wordt 
een gebied beschermd tegen inundatie door twee waterkeringen. Als de 
primaire kering faalt treedt niet onmiddellijk inundatie op omdat dan 
de tweede kering in werking treedt. Pas als ook de tweede kering faalt, 
faalt liet systeem als geheel. Een dergelijk systeem is eigenlijk de 
zuivere tegenhanger van het seriesysteem: het seriesysteem faalt als 
éér. van de elementen faalt, het parallelsysteem werkt als één van de 
elementen werkt. Mathematisch zijn de beide systemen dan ook gelijk
waardig als men faalkansen door succeskansen vervangt en omgekeerd. 
'Hierop wordt nader teruggekomen bij het hoofdstuk over de systeem
analyse m.b.v. fouten en gebeurtenissenbonien. 
In dit hoofdstuk zullen wc ons bezighouden met het andere type paral
lelsystemen, namelijk dat van figuur 4.7b. Getekend is een portaal 
met twee kolommen waarop een horizontale belasting werkt. Deze be
lasting wordt door beide kolommen opgenomen en het systeem faalt als 
de belasting groter is dan de som van de twee kolomcapaciteiten. De 
sterkte van het systeem is dus gelijk aan: 

R  R, + R2 (420) 

waarbij R. de maximale reactickracht is die door kolom i geleverd 
kan worden. 
Voor de geldigheid van formule (420) is het overigens van belang 
dat het lastvcrplaatsingsdiagram van een enkele kolom een ductiel 
(taai) karakter heeft. Deze eis is nader toegelicht in figuur 4.8a 
en 4.8b. Bij een taai gedrag (met een horizontaal vloei traject) wordt 
(420) inderdaad volledig gehaald. Bij een bros gedrag echter kan, 
afhankelijk van de stijfheidsverhoudingen de draagkracht van het 
systeem lager zijn dan de som van de componentsterkten. Een praktisch 
voorbeeld hiervan is de dwarskrachtcapaciteit van een gewapend beton
balk: zowel het beton als de wapening leveren een bijdrage: het beton 
(met een bros karakter) echter bij een lagere vervorming dan het staal. 
Eeide capaciteiten mogen dan ook niet zonder meer worden opgeteld. 

Uiteraard zijn "bros" en "ductiel" op zich ook weer uitersten van een 
scala van mogelijkheden. Meestal bevindt de werkelijkheid zich er er
gens tussenin. In het algemeen zal een constructeur er echter naar. 
streven de constructie zo "ductiel" mogelijk te maken: dit verhoogt 
in het algemeen de draagkracht en de reserve. Om die reden, maar ook 
vanwege de betere mathematische toegankelijkheid zullen we ons verder 
beperken tot het ducticle parallelsysteem. 

Ductiel parallelsysteem met 2 elementen 

De draagkracht van dit systecmtype is reeds gegeven door (420). Voor 
het gemiddelde u(R) en de standaardafwijking o(r) volgt daarmee: 

vW
 m li(Rj) ♦ u(R2) (421) 

o
2
(R)  o

2
(Rj) + 2po(R,)o(R2) + o2

(R2) (422) 

p a r a I |p> 8 V t t>w« n 

, i ■ ; ' , ' ■ ■
 v 

41 la 

nfhn 
(a) 

*R« me» (*», 'Ui') 

(b) 

Fig. 4.7 Verschillende soorten parallelsystemcn. 

fnr rtr 

*>* 

(a) taai (b) bros 

Fig. 4.8 Parallelsystemen voor 
taai en bros gedrag. 
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Als aangenomen worde dat beide elementen dezelfde statistische eigen
schappen bezitten: 

p(R)  2u(R£) (423) 

o
2
(R)o

2
(Ri) (2+2p) (424) 

Interessant is om na te gaan wat de variatiecoëfficiënt V(R) van het 
systeem wordt: 

DfR> °
(R
i
> /2

*
2
" i , 

^ " ̂ 7 F ^  ^   V(R,) /ÏÏTVp? V(R) " m " w(Ri).2 
 V
<V W * » («"25) 

Als de elementen onafhankelijk zijn (p  0) daalt de variatiecoëfficiënt 
van het systeem tot 0.7 maal de variatiecoëfficiënt van één element. De 
parallelschakeling heeft dus een gunstige werking omdat de relatieve 
spreiding afneemt en daarmee het systeem betrouwbaarder wordt dan zijn 
componenten. Dit effekt vermindert overigens naarmate de componenten 
meer gecorreleerd zijn en is bij volledige afhankelijkheid (p  I) 
helemaal verdwenen. 

Ductiel parallelsysteem mee nelementen 

Voor een systeem met n elementen met gelijk gemiddelde en standaard
afwijking geldt: 

u(R)  l u(R.)  nutt^ (426) 

o
2
(R)  EE P ij o(R.) o(R.)  o2

(Ri) II p.. (427) 

We werken dit nader uit voor verschillende gevallen: 

). onafhankelijke elementen 

Met p..  0 voor i i j wordt (427): 

o
2
(R)  n«!

(R.) (428) 

Voor de variatiecoëfficiënt van het systeem volgt: 

V(R)  V(R.)//n (429) 

Dit is de reeds eerder geconstateerde afname van de'relatieve sprei
ding bij onafhankelijke elementen. 

2. gelijkgecorreleerde elementen 

Met p..  p voor i i j en p..  1 voor i  j 

o
2
(R)  o2(R.) {n  (n2n)p) (430) 

V(R)  V ( R i ) / (li)p + 1 (431) 

Voor grote n gaat V(R) naar V(R.)/p 

jÊ&m 
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3. Afnemende correlatie 

Als p..  eXp{(Ai/m)2) met Ai  ij (d.w.z. de correlatie is hoog 
voor dicht bij elkaar gelegen elementen en laag voor elementen die 
verder van elkaar verwijderd zijn) dan volgt voor grote n en m 
(appendix 4A): 

°
2
(R)  o2(R.) JP n 

V(R) . V ( H . ) / ï ï 
(432) 

Een dergelijk systeem van n gecorreleerde elementen kan men dus ver
vangen denken door een systeem van n/m/n ongecorreleerde elementen. 

Als het systeem belast wordt door een stochastische belasting S, dan 
hangt de faalkans natuurlijk ook af van u(S) en o(S). In figuur 4.9 is 
de faalkans weergegeven als funktie van het aantal elementen en hun 
° ^ w ij??* < c o

?"
a n t e

> correlatie. Bij de berekening is uitgegaan van 
H(R)MS) . 2. V(R )  0.10 en V(S)  0.20. 

2 x 10 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
*■ n 

Fig. 4.9 Faalkans voor parallelsysteem met n onderling f.elijkmatig 
gecorreleerde elementen met u(R)  2u(S) en V(R.)  0.10, 

Voorbeeld 4.4 

J i i n i H i i 

h "^' 
m 

Een ingeklemde stalen ligger met overspanning L wordt belast door een 
gelijkmatige belasting q. De ligger bezwijkt als zich drie plastische 
scharnieren hebben ontwikkeld, te weten één in het veld en twee bii 
de inklemmingen. De betrouwbaarheidsfunktie Z luidt: 



Daarmee volgt tenslotte: 
6  90/25.0  3.60 

P(F)  0.16 * I0"3 

De correlatie doet. zoals verwacht kon worden, het gunstige parallel
effekt vrijwel helemaal teniet. 
Continue systemen 

Tenslotte beschouwen we nog een continu (bijvoorbeeld het glijvlak van 
fig. 4.1) systeem waarbij de sterkte niet gegeven wordt door een sol 
maar door een integraal, 

a 

^ïdt"vgT^!^^n
r i«!57 ;^8 t a n d a a r d a f u i j k i n« °<-> — • « - J . 

VW ■ a
"
(r) (435) 

2 2 
o (R)  o (r) ƒ ƒ p(r(Xl) r(x2)} dx, dx2 (4-36) 

Als p(r(x ) r(x )) alleen afhangt van het verschil Ax - x -x en 
T/Tlll^V' d°7- ^~i7)' k a n W ° r d e n —S-wond dat voor2grote a/d geldt (appendix 4A): 

o2(R) - o2(r) . (/w ad) (4_3?) 

V ( R ) (4-38) 

Men kan het continue systeem derhalve opvatten als een discreet systeem 
de eLT drY;/ " " ''"'I? °"-fh3nUelijUe dementen met leng e VA. M i d 
delde u(r) d/n en standaardafwijking a(r) d^i. 
Voorbeeld 4.5 (overgenomen uit (4. )) 

Beschouw de dijk van figuur 4.10a. Cetekend is een cylindervormig glii 
vlak waarbij de lengte van de cirkelboog a en de breedte van he g -
heldin &e"°T "' "e d e f i n i ë r e n ™ d* «abiliteitsfaktor f alde ver houding van het weerstandbiedend moment M en het aandrijvend moment M 

M s.a.b.r + 2A r' 
1 - ÏT m ~ — 

». Wbc 
Hierin is r do straal van de glijcirkel. A het oppervlak en r' de effek-
c telt-™ TikolTTn-w l \ ï X 8ew^chc per l e n «" e n * da •£«"£ 
' " " i n ft-"- ud- r u l m t e l lJk-gani iddelde ongedraineerde schuif-
sterkten. „aarbij s bijvoorbeeld gegeven wordt door: 

? " ab Sj «(♦.«) rd^.dx 

415 

Z  !"P, ♦ Mp2 + i»P3  J qh2 

In dit parallelsystoem komon dus gewichtsfaktoren voor. 
Als stutistiache eigenschappen gaan we uit van: 

X 

"Pi 
q 
L 

i'M 

90 kNm 
20 kN/in 
6 m 

V(x) 

I0Z 
20X 

Si^üLTSüriSffi1**^™ de — - «v — -
Z  2Mp.  iqL2 

P(Z)  180  i(20)62  90 kNm 
o
2
(Z)  (18)2 ♦ (18)2  (25.5 kNm)2 

B  90/25.5  3.54 
P(F)  0.20 x I0"3 

niét
0
nft"B

S "?Len
„
t0e de 'JPi volledi8 onafhankelijk; hierdoor verandert 

mat het gemiddelde van Z maar wel de standaardafwijking: 
o
2
(Z)  (4.5)2 ♦ (9)2 ♦ (4.5)2 ♦ (|8)2  (21.i k N m )

2 

0  90/21.1  4.3 
P(F)  0.8 * I0'5 

grotere afstand). Ind^lwlVoll': "» " 
.2, 

ëz
 L o (q) o (z)  (r Ï ptj ciCj o0,Pi) o(Mpj)) 

w^iiLr^r:"^" Sim ï^in de betrouwbaar-
Uitwerken hiervan:

 3 2 

o
2
(Z) o

2
(Mp. ) {E I „ . . c . C j ) + ( | L 2 o ( , ) J 2 . 

 9 {(0.5) + ( l )
2

+ ( 0 . 5 )
2 ♦ 2 ( 0 . 9 ) ( 0 . 5 ) ( l ) ♦ 2 ( 0 . 8 ) ( 0 . 5 )

2 ♦ 

2 ( 0 . 9 ) ( l ) ( 0 . 5 ) ) t | 8
2

. 
(25.0 kNm)' 



4.15a 

(a) gegevens: r  16 m, r'  10 ra, a » 12 m, c » 10 O, A90m
2 

W 1800 kN/ra 

u(f) 

1.34 
I 

■* b 
100 m 

(b) gemiddelde stabiliteitsfactor als functie van b 

V(s) 
0.21 

. ' '00 m 
(c) variatiecoefficient gemiddelde schuifsterkte 

BA 

 * b 

ït 
(d) betrouwbaarhcidsindex B 
Figuur 4.10 

*b 

Aangenomen wordt; dat a een stochastische grootheid is met yeniiddeldc 
u(a)  130 kN/m , een variatiecoëfficiënt V(s)  0.31 en ec-n correla
tiepatroon volgens: 

Pexp< (f£)
2
 («i,2j 

x 
Dit patroon is dus eer. tweedimensionale uitbreiding van (417). 

We bepalen eerst m.b.v. de gegevens van figuur 4.9 de gemiddelde waarde 
van f als funktie van de glijvlakbreedte b. Bijvoorbeeld vuor b  100 m 
volgt: 

u(f)  (130
H'2>('00H)6) + 2(90)(I0)(150) , l c 

<I800)(I2)(|00) " '*6 

Het volledige resultaat is uitgezet in figuur 4.10b. Het blijkt dat 
u(f) een dalende funktie is van b met als limietwaarde voor b •» — 
w(f)  1.34. 

Vervolgens beschouwen we de spreiding. Voor de variatiecoëfficiënt van 
s geldt, als 4.38 zowel in xrichting als langs de cirkel wordt toege
past: , , _ _ _ ^ 

./•̂
 d
x ,/"G d / / d d ' 

Voor b  90 in volgt: 

VCÏ)<0.3l)Y^g'. £'„0.U 
In figuur 4.10 is V(i) de funktie van b weergegeven (bedenk dat voor 
kleine waarden van b benadering (4382 n i e c """r geldig is) We stel
len nu gemakshalve V(f) gelijk aan V(s) waarna een betrouwhanrheids
index 8 bepaald kan worden uit 

ft . »( f
> ' 

8 ~WT 
Dit resultaat, eveneens als funktie van b. is uitgezet in fiK.,.,r 4.10d. 
Het blijkt dat bij b  60 m de betrouwbaarheidsindex 8 een minimum be
reikt. Bij een kleinere waarde van b is de veiligheid groter omdat de 
bijdrage van de kopvlakken tot een hoge „(f) leidt. Bij groteru waarde 
van b leidt de daling van V(s) (parallelwerking) tot een dusdanige ver
mindering van de onzekerheid, dat 8 weer op kan lopen. We constateren 
dat het probabilistische model hier leidt tot een meer realistisch re
sultaat (eindige glijvlakbreedte) dan het deterministische model 



. j«.'li***'- J.:-*-*-1-^ i... j 

4.4 Systeemoverweginfien bij het ontwerpen 

De gegeven theoretische explicaties over de eigenschappen van 
systemen komen op dit moment nog niet of nauwelijks in aanmerking 
voor direkte en kwantitatieve toepassing in de praktijk. Wel kun
nen een aantal bruikbare kwalitatieve conclusies worden getrokken: 

- zorg dat een systeem voldoende reserve en redundancy (overtollig
heid, paralleluerking) bezit; de veiligheid kan daartoe sterk toe
nemen, vooropgesteld dat de parallel geschakelde elementen niet vol
ledig stacistisch afhankelijk zijn; 

- zorg ervoor, dat een parallelsysteem voldoende ductiliteit (taai
heid) bezit; 

- elk serie-geschakeld element en elk faalmechanisme verhoogt de 
faalkans, tenzij volledige correlatie aanwezig is. Vermijdt daar
om een zeer groot aantal mechanismen die alle dezelfde faalkans 
bezitten. Beter is het daar, waar dat eenvoudig kan, een extra 
veiligheid in te bouwen of over te dimensioneren. Faalkansen in 
de orde van de geaccepteerde systeemfaalkans moet men uitsluitend 
reserveren voor de hoofdmechanismen. 

4-17 

a • • 

I 
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Bomen 
Inleiding 
In de voorgaande hoofdstukken is de aandacht voornamelijk gericht 
geweest op de bepaling van de kans dat een bezwijkmechanisme op
treedt. 
De veiligheid van een technisch systeem wordt echter bedreigd door 
het potentiële optreden van talloze bezwijkraechanismen. 
Teneinde te beoordelen in hoeverre het optreden van bepaalde grens
toestanden de veiligheid van het totale systeem in gevaar brengt, 
zijn de risicoanalytische methoden ontwikkeld, die men wel samen
valt onder de naam bomen. Het gaat daarbij om gebeurtenissenbomen, 
foutenbomen, rekenschema's etc. als instrumenten van de risico
analyse. 
De risicoanalyse bestaat uit een aantal fasen, die achtereenvolgens 
doorlopen worden. In de eerste fase vindt een beschrijving van de 
constructie als systeem plaats. De mate van gedetailleerdheid van de 
beschrijving wordt bepaald door de vereiste diepgang van de risico
analyse. Omdat al in de eerste fase veel informatie omtrent het te 
analyseren systeem nodig is, kan zij pas aanvangen als het ontwerp 
in een vrij ver gevorderd stadium is. Bij bestaande installaties vormt 
dit uiteraard geen enkel probleem. 
In de volgende fase tracht men door middel van brainstormtechnieken 
zicht te krijgen op alle mogelijke ongewenste begingebeurtenissen 
(het bezwijken van een component, een menselijke fout, brand etc.) 
die de goede werking van het systeem zouden kunnen beïnvloeden. De 
normale analyse van alle grens toes tanden maar ook ervaring met andere 
soortgelijke problemen kan een steun zijn. Geheel volledig wordt het 
overzicht natuurlijk niet, daarvoor zijn bepaalde oorzaken als oorlog, 
sabotage, etc. te ongrijpbaar. 
Tevens onderzoekt men in de tweede fase alle mogelijke reakties van 
het systeem op elke ongewenste begingebeurtenis. Als instrument is 
hier de gebeurtenissenboom, die op logische wijze het verband vast
legt tussen één begingebeurtenis en alle mogelijke daaropvolgende 
reakties van het systeem. 
In de derde fase wordt bestudeerd op welke wijzen de meest ongewenste 
reaktie van het systeem tot stand kan komen. In feite worden de meest 
ongunstige takken van de gebeurtenissenbomen verenigd tot één boom: de 
foutenboom. De foutenboom is dus een schematische weergave van de lo
gische opeenvolging van alle gebeurtenissen, die leiden tot één zeer 
ongewenste reaktie van het systeem (b.v. falen). Deze ongewenste reak
tie staat meestal boven aan de boom en wordt de "topgebeurtenis" ge
noemd. Voor iedere topgebeurtenis dient dus een aparte foutenboom te 
worden opgesteld. 
In de laatste fase van de risicoanalyse tracht men de kans op het op
treden van de ongewenste topgebeurtenis te berekenen. Daartoe worden 
eerst de kansen op het optreden van de diverse begingebeurtenissen 
vastgesteld. Dit gebeurt d.m.v. niveau II, III berekeningen of puttend 
uit databanken waarin empirische gegevens over de faalfrequentie van 
allerlei (meest hydraulische en elektrische) componenten is opgeslagen. 
Tot slot wordt volgens de conventies van de waarschijnlijkheidsleer de 
kans op falen van het gehele systeem vastgesteld. 

De waarde van een risicoanalyse voor de ontwerpwerkzaamheden aan een 
constructie is als volgt aan te geven: 
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 Men krijgt inzicht in de wijze waarop het systeem kan falen. 

 Men krijgt inzicht in de kans op falen van het systeem. 

 De foutenbomen en gebeurtenissenbomen fungeren als communicatie
middel en tool of management. 

 Men kan de technische en de menselijke oorzaken van falen in een 
benadering verenigen. 

7.2 Enige basiselementen 

De risicoanalyse maakt gebruik van de grondslagen van de systeemleer. 
De beschouwde systemen kunnen meestal worden beschreven met een input
output model. De input wordt door het systeem getransformeerd in een 
output (fig. 7.2.1). 

input 
systeem 

|o>» output 
Fig. 7.2.1 Schets van een inputoutput systeem 

De subsystemen hebben intern dezelfde struktuur als het totale systeem. 
De opsplitsing van systemen in subsystemen, subsub systemen kan worden 
voortgezet tot het meest elementaire niveau (fig. 7.2.2). 

-H- " * > * +-*-

Fig. 7.2.2 Schets van de verdeling van een systeem in subsystemen 
(serieschakeling) 

De praktijk geeft een zinvolle grens aan. 

Voor de risicoanalyse zijn de twee hoofdmogelijkheden van rangschikking 
van subsystemen binnen het hoofdsysteem van belang: serieschakeling en 
parallelschakeling. 
Het verschil blijkt duidelijk, wanneer men tracht de kans op falen van 
het systeem vast te stellen m.b.v. gebeurtenissen en foutenbomen. 
De gebeurtenissenboom van het in fig. 7.2.2 gegeven seriesysteem heeft 
het volgende aanzien (fig. 7.2.3): a 

^* uüoUj . _ 
"■ ■ »uTï»oT" 

IUPÜT 

a
, 

b c r U 

-f.-jt 
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■L-j-t 

, ayvre^n 
F A A C T 

Fig. 7.2.3 De gebeurtenissenboom van het gedrag van een seriesysteem. 
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Hen ziet dat de gebeurtenissenboom telkens speurt naar de gevolgen 
van één bepaalde begingebeurtenis. In de Angelsaksische literatuur 
wordt dit aangeduid als "forward logic". 
Het is gebruikelijk in gebeurtenissenbomen "falen" met de onderste 
tak en werken met de bovenste tak na een knooppunt aan te geven. 
In dit voorbeeld blijft het scala van reakties van het gehele systeem 
beperkt tot twee mogelijkheden: falen of werken. 
En zoals te verwachten was bij een seriesysteem is het falen van een 
subsysteem voldoende om het totaal in ongerede te brengen. 
In de foutenboom geeft men dit aan door een of_ poort. Het meest on
gewenste gevolg, het falen van het systeem, staat daarbij bovenaan. 
De begingebeurtenissen vormen de voet van de boom. De foutenboom is 
gebaseerd op "backward logic" en speurt naar oorzaken (fig. 7.2.A). 

£ 

Fig. 7.2.4 Foutenboom van het gedrag van een serieschakeling 

De kans op falen van het totale systeem kan geschreven worden als 

P(F,)  P(B, of B2 of B3 Bn) 

Indien nu de faalkans van de basiscomponenten bekend is 

P(B.)  P,. 

en er sprake is van onafhankelijkheid, dan is de faalkans van het 
systeem te berekenen 

P(F) 
il 

(I  Pf ) 

n 
: l P 
ii

 r 
voor kleine P 

De analyse van een parallelsysteem is nu eenvoudig uit te voeren 
(fig. 7.2.5). 

Uit de gebeurtenissenboom blijkt dat het systeem pas faalt als zowel 
11 als B„ als B niet werken. In de foutenboom geeft men dit aan door 
een en poort (fig. 7.2.6). '• 

De faalkans van het systeem bestaande uit n parallel geschakelde sub
systemen is 

P(F)  P(Bj en B2 en Bj B„) 

Of uitgedrukt in de faalkansen van de subsystemen 
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Er zijn echcer ook parallelle systemen waarbij het totale systeem 
reeds faalt» indien m of meer subsystemen niet werken (b.v. elektri
citeitscentrale waarin tenminste twee van de drie generatoren moeten 
funktioneren). In dat geval geldt de binominale verdeling. 

Pr(F ) 
i!(ni)! P / Or,,)""1 

In de foutenboom geeft men een dergelijke situatie weer met een "voting 
gate" (fig. 7.2.7). 

Fig. 7.2.7 Een foutenboom met een "voting gate" 

Een variant op de enpoort die men in de literatuur vindt, is de 
"inhibit gate", die wordt aangegeven met een zeshoek (fig. 7.2.8). 

auto door 
rood licht 

& 

rood 
licht 

bestuurder 
ziet rode 
licht niet 

Fig. 7.2.8 Een foutenboom met een "inhibit gate" 

De gebeurtenis naast de "inhibit gate" is een voorwaardelijke ge
beurtenis, die alleen kan plaatsvinden als de begingebeurtenis op
treedt. 
Om het overzicht van de mogelijke poorten te completeren worden nog 
de "exclusive or" poort en de "priority and" poort genoemd. 
De eerste poort geeft output als één van de twee inputs optreedt, maar 
niet beide (fig. 7.2.9). 

■•* # £ #  * • 

/ d 

©0 
Fig. 7.2.9 De "exclusive or" poort 

Het tweede type poort geeft alleen output als alle inputs achter
eenvolgens van links naar rechts optreden (fig. 7.2.10). 

cp 

Fig. 7.2.10 De "priority and" poort 

Evenals voor de poorten bestaat voor het aangeven van gebeurtenissen 
een notatie. De gebruikelijke figuren zijn hieronder weergegeven. 

ó 
<t> 

6 
k 

basisgebeurtenis 

niet verder ontwikkelde gebeurtenis 

samengestelde gebeurtenis (gevolg) 

voorwaardelijke gebeurtenis (gebruikt bij 
inhibit gate) 

normale gebeurtenis (house event) 

verwijs symbool 



De basisgebeurtenis, die wordt aangegeven met een cirkel, xs een 
begingebeurtenis, die zich aan de voet van de foutenboom bevindt. 
Een dergelijke gebeurtenis betreft meestal het falen van een systeem
component. De kans van optreden van een basisgebeurtenis is bekend en 
wordt vastgesteld m.b.v. berekeningen of databankgegevens. 

Ruiten worden gebruikt om gebeurtenissen aan te geven die niet verder 
ontwikkeld zijn in die zin, dat een diepergaande analyse naar de on
derliggende basisgebeurtenissen niet is uitgevoerd. 
Bij de kwantificering van de kans op falen van het totale systeem 
wordt de kans op de niet verder ontwikkelde gebeurtenissen soms ver
waarloosd. 

Gebeurtenissen, die in de foutenboom wel verder worden geanalyseerd, 
geeft men aan met een rechthoek. 

Een ovaal wordt gebruikt om in samenhang met een "inhibit gate een 
conditionele gebeurtenis aan te duiden. 

Het "huis" geeft een normale gebeurtenis aan, d.w.z. een gebeurtenis 
die altijd optreedt (kans - 1.0). Soms wil men echter een foutenboom 
tekenen onder de veronderstelling dat een bepaalde (niet normale) ge
beurtenis optreedt. Deze gebeurtenis wordt dan aangegeven met een 
huis. En de gehele foutenboom veronderstelt dan het optreden van de 
huisgebeurtenis (fig. 7.2.11). 

systeem 
lekt 

9tt ?i 
I 2 

systeem 
lekt 

kraan 
1 

lekt 

7S 
/ kraan \ 

Vlek tJ 

V 
Fig. 7.2.11 Een illustratie van het gebruik van het huis in een 

voorwaardelijke foutenboom 

Het driehoekje wordt gebruikt om een foutenboom af te breken en te 
verwijzen naar een elders weergegeven deel (fig. 7.2.12). 

Fig. 7.2.12 Het gebruik van het verwijssymbool 
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7.3 Een toepassing van de theorie op een systeem 

In deze paragraaf zal de theorie van de risico-analyse worden toege
past op een fictief systeem dat is samengesteld uit vijf componenten. 
Het schema van het systeem is gegeven in fig. 7.3.1. In de figuur is 
eveneens aangegeven in welke subsystemen (I tot IV) het systeem kan 
worden gesplitst, voordat het niveau van de componenten is bereikt. 

Met behulp van de gebeurtenissenboom (zie fig. 7.3.1) wordt geanaly
seerd welke gebeurtenissen achtereenvolgens kunnen plaatsgrijpen, 
wanneer het systeem wordt belast. 

Tevens is van het systeem de foutenboom opgesteld (fig. 7.3.2). Als 
samengestelde gebeurtenis ziet men steeds het falen van een subsysteem 
verschijnen. Gaande naar de voet van de boom worden deze gebeurtenissen 
uiteengerafeld in basisgebeurtenissen. 
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Fig. 7.3.1 De gebeurtenissenboom voor een samengesteld systeem 
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Fig. 7.3.2 De foutenboom voor het samengestelde systeem van fig. 7.3.1 
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Ook nu is het mogelijk uit de foutenboom de wiskundige uitdrukking 
voor de faalkans af te leiden. Het is het verstandigst bovenaan de 
boom te beginnen met de uitdrukking voor de topgebeurtenis. 

P(F)  P(B, OF S n ) 

 P(B, OF (B2 EN S m ) ) 

 P(B, OF (B2 EN (B3 OF SJV))) 

P(F)  P(B, OF (B2 EN (B3 OF (B4 EN B5>))) 

Aansluitend hierop is eveneens de faalkans van het systeem te bepalen 
indien men onafhankelijkheid veronderstelt. Daarbij rekent men van de 
onderzijde van de boom naar boven toe. 

P(SIV)  P P 
4 5 

P ( S I I I )  I  (I  Pf ) (I  P ) 
lil *3

 S
1V 

P(SII)  P£ . P ( s m ) 

P(F)  I  (I  Pf ) (1  P(S n)) 

Indien de kansen op de basisgebeurtenissen klein zijn (Y < 0,01) is 
de volgende benadering geoorloofd. 
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P(S )  P {P ♦ P . P } 
il t2 r3 t̂  t5 

P(F)  P + P (P + P . P } 
r
l
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2
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A
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Voorbeeld I 

De 8talen brug over de haveningang van Curasao werd van de oevers af 
uitgebouwd. De brughelften waren daarbij tijdelijk in de rotsen ver
ankerd (fig. 7.3.3). 

Fig. 7.3.3 Een bouwfase van de brug over de haven van Curasao 
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De verankering werd uitgevoerd root hoogwaardig stalen staven, die 
ter verdeling van de belasting uitmondden in een evenaarconstruc
tie (fig. 7.3.4). 

£»BRuC? 

Fig. 7.3.4 De evenaarconstructie 

Op het eerste gezicht lijkt hier sprake te zijn van een parallel
systeem. Echter zodra één staaf breekt ontstaat een mechanisme en 
zal de constructie bezwijken (fig. 7.3.5). 
Verder was de materiaalkeuze voor de staven gevallen op koudver
vormd hoogwaardig staal. De staven waren in gewapend betonblokken 
verankerd. 
Het spreekt vanzelf, dat bij het stallen van de verankeringsstaven 
in de wapeningskorven vast lassen ontoelaatbaar is i.v.m. de achter
uitgang van de eigenschappen van koudvervormd staal. Haar een vergis 
sing is menselijk. 

BEZWIJKEN 
VAN DE BRUG 

staaf 8 
bezwijkt 

staaf 
kwaliteit 

Fig. 7.3.S De foutenboom van het verankeringssysteem 
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De koudvervormde staal kwaliteit is een gegeven (P » I), zodat een 
lasfout altijd leidt tot een ontoelaatbare verzwakking. Via de of
poort wordt de kans op bezwijken van de brug nu 

8 
P(bezwijken van de brug)  1  u (1  P(lasfout)) 

i1 

Of getalsmatig gedetailleerd 

P(bezwijken) 

0,08 
0,57 
0,83 

P(lasfout) 

0,01 
0,10 
0,20 

De tabel geeft aan dat veel afhangt van het inzicht van het uitvoe
rend personeel. 

Voorbeeld 2 

Op vele plaatsen in de wereld liggen haventerreinen buitendijks. Ten 
behoeve van de toegankelijkheid is de dijk dan meestal doorsneden 
(coupure). 
Bij een stonuwaarschuwing moeten mensen schotbalken in de coupure aan
brengen om het hoge water te keren (fig. 7.3.6 en 7.3.7). 
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7.4 Enkele in de literatuur voorkomende begrippen 

Naast de reeds behandelde begrippen zoals poorten en gebeurtenissen 
vindt men in de literatuur nog een aantal aanduidingen «aarvan we 
hier twee willen behandelen, de minimale snede en de struktuurfunktie. 

Onder een minimale snede verstaat men de kleinste verzameling basis
gebeurtenissen, welke bij gezamenlijk optreden van de basisgebeurte
nissen tot (alen van het systeem leidt. 
Indien één der basisgebeurtenissen van een minimale snede niet op
treedt werkt het systeem. 
Het vinden van minimale sneden is eenvoudig indien men zich realiseert 
dat een ofpoort het aantal sneden vergroot en een enpoort het aantal 
gebeurtenissen in de snede doet toenemen. 
De werkwijze wordt het eenvoudigst geïllustreerd door bij wijze van 
voorbeeld de minimale sneden van het eerder geanalyseerde systeem 
(fig. 7.3.1) te bepalen. 
Men begint bovenaan de foutenboom. 

1 V ofpoort 
II 

en daalt af naar de volgende poorten 

B, 
I 

B
2
 S

III 
1
enpoort B..TS., o4 poort 

B2 B3 

B2 BA enpoort 

totdat het tableau uitsluitend basisgebeurtenissen bevat. 
Iedere rij geeft nu een minimale snede van het bestudeerde systeem. 

Het begrip minimale snede wordt onmiddellijk duidelijk; wanneer men 
de sneden in het principe schema van het systeem schetst (zie fig. 
7.4.1). Alleen indien alle componenten in een minimale snede falen, 
faalt het gehele systeem. 

!«=> ? 4 f ,^U ^eJ^. k t * 

/-[', 

Het is mogelijk een foutenboom te beschrijven met een struktuur
funktie i|>(y). De waarde van de struktuurfunktie is een binaire 
indicator voor de werking van het systeem. 

*(y)  (' w a n n e e r h e t systeem faalt 
0 wanneer het systeem werkt 

Hierin is y  (y(, y? yn) de vector die het al of niet optreden 
van de basisgebeurtenissen aangeeft. 

. {'• basisgebeurtenis i treedt op 
i 0. basisgebeurtenis i treedt niet op 

De struktuurfunktie voor een enpoort is het produkt van de indica
torvariabelen y. van de basisgebeurtenissen 

n 
*(y)  ÏÏ y. 

i1
 x 

De struktuurfunktie is alleen gelijk aan I indien alle y.  I. 

Ook voor de ofpoort is de struktuurfunktie eenvoudig, 
n 

*(y)  I  it (1  y.) 
il *■ 

Zodra één der indicatorvariabelen y. de waarde 1 krijgt, faalt het 
systeem (>|i(y) " I). 

Ter illustratie kan men nu de struktuurfunktie van het systeem in 
fig' opstellen. 
Men begint bovenaan de boom 

*(y)  I  (I  y,)(l  y n ) 

 i  (' y,)(i  y 2 y m ) 

*(y)  I  (I  y,)(l  y2(l  (|  y3)(|  y^))) 

♦<y)  I  (I  y,)(l  y2(l  (|  y3)(l  fff)) 

Het nut van de struktuurfunktie wordt duidelijk wanneer men zich 
realiseert dat de verwachtingswaarde van een indicatorvariabele y. 
gelijk is aan de kans op de basisgebeurtenis i, immers 1 

B(yi ) 'f'jM* y i d y i 
0.(1  p£ ) + l.p 

i i 

waarin P£  kans op basisgebeurtenis i 
i 

Aangezien hetzelfde geldt voor de verwachtingswaarde van de struktuur
funktie volgt de faalkans van het systeem uit de struktuurfunktie in
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dien men voor de indicatorvariabelen de faalkansen van de compo
nenten P invult 

x 

Daartoe is wel vereist dat de basisgebeurtenissen onafhankelijk zijn. 
De struktuurfunktie maakt het mogelijk snel de faalkans van het systeem 
te bepalen voor diverse waarden van de faalkans der componenten. 

Enkele opmerkingen en nieuwe ontwikkelingen, 

In de voorafgaande paragrafen is getoond, dat de huidige risico-analyse 
een techniek met een binaire grondslag is. Iedere component kent maar 
twee toestanden: werken of falen, evenals het totale systeem. 
De gebeurtenissenboom analyseert uitgaande van één begingebeurtenis 
alle mogelijke gevolgen. 
Voor elke begingebeurtenis moet een aparte foutenboom worden opgesteld. 
Het is echter wel mogelijk uit een gebeurtenissenboom een scala van ge
volgen af te leiden. 
Zo geeft de gebeurtenissenboom voor een koelmiddelverliesongeluk in een 
kerncentrale de gevolgen weer in vier gradaties (zie fig. 7 . 5 . 1 ) . 
In een foutenboom kan echter maar een gebeurtenis aan de top staan. Men 
kiest daarvoor meestal het meest ongewenste gevolg. Indien het gevolg 
echter een continue variabele is, zoals in het geval van uitstoot, dan 
houdt dit de keuze van een grens (uitstoot > ....) in. Voor elke andere 
topgebeurtenis is een andere foutenboom vereist. 

In het voorbeeld van het zeeweringssysteem is een overstroming als top
gebeurtenis gekozen en op een conceptueel niveau van analyse is dat 
heel acceptabel. Maar een overstroming heeft als continue variabele de 
waterstand boven het maaiveld. Het is derhalve noodzakelijk een over
stroming te definiëren als (waterstand > m.v. + x(m)) zodra men streeft 
naar een kwantificering van de foutenboom. 
Verder heeft reeds het falen van de waker schade tot gevolg b.v. in de 
vorm van verlies van vee en verzilting van weidegrond. Een dergelijk 
"tussenresultaat" kan in een foutenboom niet tot uitdrukking worden 
gebracht. 
Om aan dit laatste bezwaar tegemoet te komen is de cause-consequence 
chart geïntroduceerd. Dat is een versmelting van de gebeurtenissenboom 
en de foutenboom, die het mogelijk maakt meer dan één gevolg te tonen. 
In feite wordt de foutenboom uitgebreid met de vertakkingsmogelijkheid 
van de gebeurtenissenboom door een ja/nee-uitgang toe te voegen aan de 
rechthoek van de samengestelde gebeurtenis. 
In fig. 7.5.3 is een cause-consequence chart getekend voor het zeewe
ringssysteem bestaande uit de waker, de slaper en de dromer. 

Met de introduktie van de cause-concequence chart is de schamele weer
gave van het continuum van gevolgen door de foutenboom verbeterd. Maar 
het feit dat ook inputgegevens vaak variabele gegevens zijn, kan in de 
cause-consequence chart niet worden verwerkt. 

Een voorbeeld van een probleem waarbij cohtinue variabelen de uitkomst 
bepalen is de grenstoestand van een bezwijkmechanisme (fig. 7 . 5 . A ) . 
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Fig. 7.5.3 Een causeconsequence chart voor het zeeweringssysteem 
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breuk 

nee | i a 

R < S Niveau II of III berekening 

QB 
Fig. 7.5.A Een causeconsequence chare van een grenstoes tand 

Ter oplossing van dit probleem moet in de causeconsequence chart 
een blok worden ingevoerd, waarin de bezwijkkans wordt berekend. 
Maar ook in veel andere gevallen is het binaire karakter van de 
standaard risicoanalyse technieken niet voldoende om problemen 
tot in details kwantitatief te analyseren. 
Met name daar waar het gevolg een continue funktie is van de input
variabelen. Zo zal de schade bij overstroming afhangen van de water
stand boven het maaiveld. De exacte kwantitatieve analyse van zodanig 
samenhangende systemen is alleen mogelijk met rekenschema's waarin 
alle verbanden zijn opgenomen (zie fig. 7.5.5). 
De ervaring leert echter, dat een eenvoudige risicoanalyse, die 
slechts gebruikmaakt van de (binaire) gebeurtenissenboora en fouten
boom, snel een inzicht verschaft, ook in het gedrag van_complexe 
systemen. Voor een kwantitatieve analyse is een aanvulling van de 
foutenboom met blok, waarin de bezwijkkans van een mechanisme wordt 
berekend, noodzakelijk. 
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Fxg. 7.5.5 Een eenvoudig rekenschema voor de analyse van het zee
weringssysteem 
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8. Veiligheidsfilosofie 

8.1. Inleiding 

In de voorgaande hoofdstukken is aan de orde gesteld op welke wijze 
men de kans op bezwijken van konstrukties en konstruktieonderdelen 
kan benaderen. Bovendien is aangegeven hoe met behulp van foutenbo-
men en gebeurtenissen de kans op falen van een totaal systeem kan 
worden vastgesteld uitgaande van de kans op bezwijken van onderde
len en zelfs de kans op menselijke fouten. 

Voor de ontwerpende ingenieur die zich realiseert dat volstrekte vei
ligheid onbereikbaar is, rest echter nog één vraag: hoe veilig moet 
een bepaald systeem zijn? 
Hoewel men hiermede in feite het terrein der politieke keuzen be
treedt is het toch de taak van wetenschapsmensen en technici be
leidsondersteunende redeneringen aan te dragen. 

In de inleiding van dit college is reeds op een eerste noodzakelijke 
bijdrage gewezen. 
De bijdrage betrof de definitie van risico als de mathematische ver-
wachtingswaarde van de door het falen van het systeem veroorzaakte 
verliezen. Of symbolisch 

risico = kans x gevolg 

Een tweede punt waarop reeds in de inleiding de aandacht werd geves
tigd is dat de verliezen die het gevolg zijn van het falen van een 
technisch systeem meer-dymensionaal is. De verliezen kunnun bestaan 
uit doden, gewonden, schade aan de konstruktie en aan de inventaris 
schade aan het milieu, economische verliezen etc. 
Voor een kwantitatieve benadering van het probleem van de toelaatba
re faalkans van een systeem is het noodzakelijk alle dimensies uit 
te drukken in één dimensie. En het gebruik van geld als rekeneenheid 
ligt daarbij voor de hand. 
Dit type benaderingen, dat vanuit technisch-wetenschappelijk oogpunt 
zeer interessant is, roept weerstand op, zodra ook aantallen doden 
en gewonden met een monetaire maatstaf worden gemeten. 

Het alternatief is alleen de aantallen doden en gewonden die het 
gevolg zijn van het falen van het technische system te beschouwen 
en de materiële schade als minder belangrijk ter zijde te schuiven. 

In dit hoofdstuk zullen zowel de kwantitatieve econometrische be
paling van de toelaatbare faalkans van een systeem als een enigs
zins maatschappelijker benadering, worden beschreven. 

De econometrische bepaling van de optimale faalkans van een technisch 
systeem 

Het is duidelijk dat een technische systeem altijd een bepaalde kans 
op falen heeft. 
Weliswaar kan deze kans op falen worden verkleind door meer middellen 
in de beveiliging te investeren, doch de vraag is of dit uit economisch 
oogpunt bezien rationeel is. 
Geredeneerd vanuit de schaarsheid der beschikbare middelen is het op
timum bereikt, wanneer de verkleining van het risico nog juist op
weegt tegen de extra investering in de veiligheid van het systeem. 

Volgens de gekozen definitie is het risico gelijk aan de mathema
tische verwachtingswaarde van de verliezen die het gevolg zijn van 
het falen van het systeem. 
Omdat in vorige hoofdstukken reeds voldoende is gezegd over de faal
kans wordt nu de aandacht op de verliezen gericht. Inherent aan de 
economische benadering is, dat schade die het gevolg is van het fa
len in geld is uit te drukken. 

De totale schade bestaat uit een aantal posten van principeel verschil
lende aard. 
Allereerst onderscheidt men de directe gevolgen van het falen. 
Deae omvatten het herstel of de vervanging van de konstruktie zelf 
en van zaken die vielen binnen het kader van de functie van het kon-
struktieve systeem. 

Tot de indirecte schade rekent men het verlies aan toegevoegde waarde, 
dat ontstaat doordat bepaalde aktiviteiten geen doorgang kunnen vin
den als gevolg van het niet funktioneren (disfunktie) van het systeem. 
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Ook de verhindering van aktiviteiten in de nabijheid van het systeem 
veroorzaakt indirecte schade. 

i Verder plant de onderbreking van bepaalde aktiviteiten zich voort in 
het economisch systeem zodat ook elders verliezen ontstaan. 
Men denke, daarbij aan de stagnerende leveranties door getroffen be

j drijven. 
i 

Naast de genoemde materiële verliezen, die eenvoudig in geld te waar
deren zijn, zal soms ook het verlies van levens te betreuren zijn. 
Ook hier onderscheidt men de directe gevolgen i.e. de doden en gewon
den die rechtstreeks veroorzaakt worden door de disfunctie van het 

I systeem en de indirecte. 
De indirecte gevolgen omvatten het leed, en de sociale disruptie, 
die door de ramp worden veroorzaakt. 

i 

Om de gedachten te bepalen zijn de gevolgen die ontstaan bij het be
zwijken van een brug en van een polderdijk in de tabellen 8.1. t/ra 
8.3. weergegeven. 

.1 

I 
i 

Tabel 8.1. Een globaal overzicht van de verliezen die ontstaan Joor 
het falen van een systeem. 

direct 

indirect 

ponderabel 

vervangings of herstelkosten 
van het systeem 

vervangings of herstelkosten 
van zaken die betrokken zijn 
bij het functieverlies van het 
systeem 

vervangings of herstelkosten 
van zaken die zich in de fysie
ke nabijheid van het systeem 
bevonden 

produktiederving die het ge
volg is van het functieverlies 
van het systeem 

produktiederving veroorzaakt 
door de fysieke nabijheid van 
het systeem 

produktiederving elders in 
het economisch systeem doch 
geïnduceerd door de twee bo
vengenoemde produktie stagna
ties 

imponderabel 

verlies van mensenlevens 

gewonden 

verlies van onvervangbare 
zaken 

schade aan het milieu 

leed en sociale disruptie 

spanning, angst en 
verhoogde kans op ziekte 
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Tabel B.2. De verliezen, die ontstaan door het bezwijken van een brug 
over een vaarwater. 

direct 

indirect 

ponderabel 

herstelkosten van de brug 

vervanging of herstel van de 
voertuigen incl. lading, die 
verloren zijn gegaan 

vervanging of herstel van de 
vaartuigen incl. lading, die 
getroffen werden 

produktie-derving t.g.v. 
blokkade van de weg 

produktie-derving t.g.v. 
blokkade van de vaarweg 

produktie-derving in bedrij
ven, die van vervoer ver
stoken zijn 

imponderabel 

verlies van mensenlevens 

gewonden 

verlies van onvervangbare 
zaken 

schdiie aan het milieu 

leed en sociale disruptie 

spanningen en verhoogde 
kans op ziekte 

Tabel 8.3. De verliezen, die ontstaan door het bezwijken van eun dijk. 

direct 

indirect 

ponderabel 

kosten van dijkherstel en 
herbemaling 

herstel of vervanging van op
stallen, wegen en roerende 
goederen in de polder 

produktie-derving t.g.v. de 
onderbreking van de bedrijvig
heid in de polder 

produktie-derving t.g.v. de 
blokkade van auto en vaarwegen 
door de polder 

produktie-derving elders in 
de economie door wegvallen van 
afzet of levering 
(multi-plier effect) 

imponderabel 

verlies van mensenlevens 

verlies van onvervangbare 
zaken 

schade aan milieu 

leed en sociale disruptie 

spanningen en verhoogde 
kans op ziekte 
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Veronderstelt men nu voor het moment, dat alle verliezen die het gevolg 
zijn van het falen van het systeem in geld zijn uit te drukken, dan is 
de totale schade W de som van alle verliezen. 
Volgens de gekozen definitie mag men het risico schrijven als 

waarin Pf = faalkans van het systeem j^p 

Dit risico kan ook worden beschouwd als de hoogte van de verzekerings
premie, die elk jaar betaald zou moeten worden indien men zich tegen 
de gevolgen van het falen van het systeem wilde verzekeren. 
Gezien de voortdurende waardedaling van het geld (inflatie) zal de ver
zekeringspremie toenemen volgens 

Pf . W . (1 + i>" 

waarin i = inflatiepercentage 

De gekapitaliseerde som van de gedurende de levensduur N van het sys
teem te betalen verzekeringspremies of de constante waarde C van het 
risico is 

N Pf . w . (1 + i) n 

n=l (1 + r ) n 

waarin r ■ rentevoet 

Voor kleine waarden van de inflatie en de rentevoet mag men de con
tante waarde ook schrijven als 

N P, . H 
C= ï 

n=l (1 + r  i ) n 

N P, . w 
= l 

waarin r' = reële rentevoet (in procenten) 

A 

Deze schrijfwijze veronderstelt stilzwijgen dat de marktrente r de 
inflatie overtreft hetgeen in het recente verleden niet zo was. Over 
langere perioden gezien is de reële rentevoet echter positief. 

Een aspect dat op dezelfde wijze te behandelen is, is de econo
mische groei die de waarde van de zaken, die bij het falen van liet 
systeem betrokken zijn, zal doen toenemen. 
Zo zal ten gevolge van de economische groei het verkeer over een 
brug toenemen. Ook de in een polder aanwezige gebouwen en voorzie
ningen zullen in aantal en waarde groeien bij een normale economische 
ontwikkeling. 
Daardoor groeit het risico in reële termen. 

Pf . H . (1 t g ) n 

waarin g = groeivoet 

De contante waarde van het groeiende risico wordt nu 

N Pf . w 
C = 

n=l (1 + r'  g) 

Door von Neuman is aangetoond dat alleen in een economie waarin de 
mensen bereid zijn met het bestaansminimum genoegen te nemen, de reële 
rentevoet gelijk is aan de groeivoet van de economie. 
Zodra er sprake is van enige spanning tussen consumptie en investeringen 
zal de rentevoet de groeivoet overtreffen. 

Het risico kan uiteraard verkleind warden door het systeem veiliger 
te maken. 
De beide beschikbare wegen, het aanbrengen van parallelle systemen en 
het terugbrengen van de faalkans van de samenstellende komponenten gaan 
gepaard met een verhoging van het totale investeringsbedrag I dat der
halve onder andere een functie is van de faalkans van het systeem. 

I = I (Pf) 

De economische rationaliteit vereist nu dat de som van het investerings
bedrag en de contante waarde van het risico minimaal is. Het minimum 
van de totale kostenfunctie kan door differentiatie worden gevonden (zie 
ook fig. 8.1.). 
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Fig. 6.1. Het economisch optimale risiconiveau; een afweging tussen 
investering en gekapitaliseerd risico. 

De hier geschetste berekeningswijze is door prof. van Dantzig toegepast 
ter bepaling van de optimale hoogte van de dijken van het Deltaplan. 

Bij wijze van voorbeeld volgt nu een vereenvoudigde versie van deze be
rekening die volledig is weergegeven in deel 3 van het Deltarapport. 

Voorbeeld: 

De bepaling van een optimale dijkverhoging 

Ter vereenvoudiging van het probleem wordt de hoogte van de dijk geacht 
een deterministische grootheid te zijn. 
Verder wordt als enige bezwijkmechanisme het overlopen van de dijk in 
beschouwing genomen. Derhalve vindt inundatie van de polder plaats, 
zodra de stormvloedstand de dijkhoogte overtreft. 
De kans op deze gebeurtenis kan eenvoudig worden afgeleid uit de hoog
wateroverschrijdingslijn 

h  a 
 — a — 

P (z > h) = Pz (h) = e 

waarin z = stormvloedstand 
h = dijkhoogte 
oc, 9 = constanten. 

Als de dijk overstroomt en de polder onder loopt, bedraagt de totale 
schade aan gebouwen, voorraden, vee, produktiemiddelen U. 
Het gederfd inkomen, mensenlevens etc. hield men in eerste benadering 
geen rekening. 

De mathematische verwachtingswaarde van dit verlies is in ieder jaar; 
h  a 

W . e " "
7
" 

De contante waarde van dit verwachtte verlies over de gehele toekomst 
(M = »): 

h  a h  a 
c= J H . e H . e 

n=l (1 + r<- g)" r'  g 

Ter beperking van het risico kan men de dijken verhogen (zie fig. 8.2.). 
De kosten van deze beveiligingsmaatregel zijn evenredig met de verho
ging 

1 = 1 + 1 ' (h  h ) 
o o 

waarin I = mobilisatiekosten 
I' = kosten per meter verhoging 
h = huidige dijkhoogte. 

Fig. 8.2. De hoeveelheid grondverzet bij een verhoging van de dijk. 

De totale kosten K zijn nu de som van de kosten van de verhoging van 
de dijk en de contante waarde van het verwachte verlies 

K = I + C 
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Of na substitutie voluit geschreven: 

K = I t I' (h  h ) t U . e 
h  a 

(r
1
 g) 

De optimale dijkhoogte (zie ook fig. 8.3.) wordt nu bepaald door dif
ferentiatie naar de beslissingsvariabele h 


 h : a 

W ■ e 
dïï " X 0 (r1 g) 

De optimale hoogte van de dijk kan hieruit worden opgelost 

h . = a + 6 In 
opt. \ï' Mr1

 g>) 

Het is merkwaardig te zien dat noch de mobilisatiekosten IQ noch de 
reeds aanwezige dijkhoogte h in de uitdrukking voor de optimale dijk
hoogte voorkomen. 
Toch moet worden vastgesteld of verhoging van de dijk economisch interes
sant is. 
Daartoe moet men de totale kosten van beide alternatieven vergelijken. 
De totale kosten van het dijkverhoging alternatief zijn bekend 

hopt.  a 

K = I t l ' (h .  h ) + W ',Z, p_ 
o opt. o Ir'  g) 

! r 

De verhoging van de dijken zal nu alleen plaatsvinden indien 

W.e ft 
K < K

°
s i^r 

Fig. 8.3. De bepaling van de optimale dijkhoogte. 
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De waarde van de constanten waren voor het Deltaplan in 1951 

w = 24.2 10 . f 
r' g = 0,015 
I' = 40.1 106 f/m' 
a = 1,96 m 
8 s 0,33 m 

Uit deze waarden volgde een dijkhoogte van 

h
opt.

 = 5
'
83 ra 

De kans dat een stormvloedstand deze hoogte overschrijd is volgens 
de hoogwateroverschrijdingslijn 8 . 10" per jaar. 
Naast dit advies van Dantzig kreeg de Deltacommissie nog twee andere 
aanbevelingen. 
De eerste was afkomstig van de ervaren dijkenbouwers die zich baseer
den op een eeuwen oude vuistregel, dat de dijk de hoogst bekende wa
terstand met lin meter moest overtreffen. Uitgaande van de stormvloed
stand in 1953 adviseerde zij een dijkhoogte van NAP + M.85 m. 
De waterstaatsingenieur Wemelsfelder, de grondlegger van de hoogwater
overschrijdingslijn vond dat de dijkhoogte gebaseerd moest zijn op een 
waterstand met een overschrijdingskans van 1% per eeuw. 

Uit de drie adviezen die in onderstaande tabel 8.4. zijn weergegeven 
koos de Deltacommissie de gulden middenweg. 

Tabel 8.4. 

vuistregel 
herhalingstijd 
optimaal 

NAP t 4.85 m 
NAP t 5.00 m 
NAP + 5.85 m 

1,6 10"1* p.j. 
4 

10
 4 p.j. 

8,1 10"6 p.j. 
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Het uitdrukken van het imponderabele deel van de verliezen die optre
den bij het falen van een systeem zijn moeilijk in geld te waarderen. 
In het voorbeeld uit het Deltarapport wordt het probleem omzeild door 
geen kosten op te nemen voor het aantal slachtoffers dat te betreuren 
zal zijn bij een overstroming. 
Indien men toch een geldsbedrag wil opnemen voor het verlies van een 
mensenleven staan verschillende wegen open: 

1. De contante waarde van de toekomstige verdiensten van de persoon 
in kwestie; 

2. De contante waarde van het nationaal inkomen per inwoner; 

I 
3. De waarde van een mensenleven zoals afgeleid uit politieke beslis-

lj singen (b.v. hartren wagen of reddingsactie bij mijnramp). 

8.3. Het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau 

De kleinste bouwsteen van het maatschappelijk geaccepteerde risico
niveau is de persoonlijke beoordeling van risico's door het individu. 
Het leven dwingt de mens voortdurend een compromis te zoeken tussen 
nagestreefde voordelen en de daaraan verbonden risico's. Zolang deze 
afwegingen niet verder reiken dan de persoonlijke sfeer, worden ze 
in het algemeen snel gemaakt. De mate van risico die een individu ac
cepteert, hangt onder meer af van zijn leeftijd en zijn persoonlijke 
instelling, doch ook de volgende faktoren spelen een rol: 

1. De mate, waarin het risico vrijwillig wordt geaccepteerd; persoon
lijke vermijdbaarheid van het risico; 

2. De herkenbaarheid van het risico; 
3. Het persoonlijk voordeel, verbonden aan het trotseren van het ri

sico; 
1. Het maatschappelijk voordeel, verbonden aan het trotseren van het 

risico; 
5. De maatschappelijke mogelijkheden om het risico te beperken; 
6. De historische achtergrond van het risico (herhalingstijd). 

B-M 

Een poging om tot een theoretische ordening van de beoordelingsvaria-
belen te komen is gegeven in fig. 8.3. Het model is gebaseerd op een 
objectieve mathematisch economische afweging. Hiernaast speelt echter 
de perceptie van de objectieve feiten door het individu (2) non rol. 
De perceptie van en de geïnformeerdheid omtrent de objectieve feiten 
hangen af van persoonlijkheidskenmerken en fungeren als filter voor de 
aangeboden informatie. 
Op het gebied van de persoonlijke beoordeling van risico's wordt mo
menteel veel psychologisch onderzoek verricht. Van psychologische 
zijde is reeds opgemerkt dat het in de vorige paragraaf gedefinieer
de risico-begrip en mathematisch-economlsche noties als nut/voor
deel te globaal, te abstract en te formeel zijn om opinie- en be
sluitvormende discussies toe te laten. 
Het voorstel is d.m.v. psychometrisch veldonderzoek de primaire ri
sico evaluatievariabelen op te sporen (3). Een aantal hypothesen, 
die in een dergelijk onderzoek getoetst worden zijn: 

- de geschatte ernst van een risico wordt grotendeels bepaald door 
de geschatte omvang van mogelijke ongevallen (en niet door de kans 
erop); 

- de getaxeerde kans op een ongeval wordt overwegend bepaald door de 
mate van persoonlijke contrSle of door georganiseerde beveiliging 
en niet door relatieve ongevalsfrequenties); 

- de getaxeerde kans is mede afhankelijk van de voorstelbaarheid van 
het ongevalsscenario; 

- de (cognitieve en emotionele) voorstelbaarheid van potentiële cata
strofes is gering; 

- de aanvaardbaarheid van een riskante aktiviteit wordt overwegend be
paald door zijn voordeligheid (en niet door zijn risico). 

Het resultaat van het onderzoek onder 700 respondenten was o.a. dat men 
in hoofdzaak twee risicodimensies onderscheidde: 

1. de omvang van een mogelijk ongeval; 
2. mate van georganiseerde beveiliging. 

Ten aanzien van de fundamentele componenten van het voordeel stemden de 
resultaten overeen met de in fig. 8.3. genoemde. Over het relatieve ge
wicht van persoonlijk en maatschappelijk voordeel verschilden de meningen 
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leeftijd 
geslacht 
opleiding 
beroep 
risicoaversie 

perceptie van en ge
ïnformeerd he id omtrent 
- persoonlijk belang 
- vermijdbaarheid 
- ernst van het risico 

persoonlijk 
belang, nut 
of voordeel 

direct: 
privé 
voordeel 

indirect: 
maatschappelijk 
voordeel 
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kans op 
ongewenste 
gebeurtenis 
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schattingen 
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Fig. 8.3. Theoretische ordening van de beoordelingsvariabelen van 
de aanvaardbaarheid van risico's in de individuele sfeer. 

i l i , 

sterk. De samenhang tussen risico, voordeel en aanvaardbaarheid volgt 
minder duidelijk uit het onderzoek. De optredende correlatie tussen 
"groot maatschappelijk voordeel" en "ernstige gevolgen van een onge
wenste gebeurtenis" in de gekozen voorbeelden (kernenergie, L.N.O.) 
en het feit dat het publiek de kleine kans op grote gevolgen niet in 
aanmerking schijnt te nemen bij de beoordeling van de aanvaardbaar
heid, bemoeilijken de analyse. 

Uit het bovenstaande blijkt dat de kennis omtrent de kleinste bouw
steen van het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau, de persoon
lijke beoordeling van risico's, nog uitbreiding behoeft. 
Om dit gebrek aan kennis en het probleem van de aggregatie van indi
viduele risico-acceptatie te omzeilen, zoekt men naar een rechtstreek
se benadering van het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau. 
Een van de filosofieën, die een dergelijke benadering nastreven, is 
gebaseerd op de veronderstelling, dat de risico-tolerantie van een 
maatschappij zich weerspiegelt in de ongevallenstatistiek. 
Een korte beschouwing van de statistiek van ongevallen met dodelijke 
afloop <zie tabel 8.1».) geeft een bepaalde indruk van het risico, dat 
in Nederland maatschappelijk geaccepteerd wordt. Het reeds vermelde 
probleem van de meerdimensionaliteit van het risico is in dit geval 
omzeild door slechts één soort gevolg te beschouwen: de dodelijke af
loop. 

Het blijkt, dat de ongevallen met dodelijke afloop in twee hoofd
oorzaken uiteen vallen: ongelukken thuis en auto-ongelukken, die elk 
ongeveer 2.500 doden per jaar eisen (tabel 1). De kans op een onge
val in één van deze categorieën is gemiddeld per Nederlander 2.10*'* 
per jaar. 

De kans op een ongeval in fabrieken, aan boord van schepen, op haven
terreinen en tijdens treinreizen is veel kleiner. Zelfs indien dit 
aantal ongevallen tezamen betrokken wordt op de werkende beroepsbevol
king, blijft het risico beperkt tot 5,5 . 10 per jaar. 
De totale gemiddelde kans op een ongeluk met dodelijke afloop bedraagt 
voor een Nederlander t,0 . 10~ per jaar. Een dergelijk risiconiveau 
vindt men ook in de overige West-Europese landen. 
In andere delen van de wereld kan het geaccepteerde risiconiveau ge
heel anders liggen. 

. V M » « K 9 ^^^ *&*-^^KniA K̂*.»-.,' 
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In de internationale literatuur wordt het totale gemiddelde risico 
beschouwd als de som van drie componenten: 

1. Het basisrisico, dat is het onvermijdelijke minimum risico, dat 
een lid van de gemeenschap moet accepteren. Op de grootte van dit 
risico heeft het geen invloed en derden kunnen er niet voor aan
sprakelijk gesteld worden. Het is de laatste decennia de plicht 
van regeringsinstanties geworden dit risico op een maatschappelijk 
aanvaardbaar niveau te houden. 

2. Het vrijwillige risico, dat alle risico's omvat die binnen de in
vloedssfeer van het individu vallen en waarvan hij beseft, dat ze 
uit zijn aktiviteiten voortvloeien. 

3. Het aansprakelijkheidsrisico, dat van toepassing is op die geval
len, waar de schuld van een verantwoordelijke instantie aanwijs
baar is. 

Omdat het moeilijk is het totale risico onaanvechtbaar over de drie 
componenten te verdelen, kiest men vaak een tussenoplossing door aan 
elke component ongeveer één-derde van het totale risico toe te kennen, 
zodat het basis-risiconiveau in Nederland ongeveer gesteld kan worden 
op: 

1 aantal doden door ongelukken _ 1 5562 - 1 3 » io-1* per jaar 
3 " bevolkingsaantal 3 " ^ ^Q6 ' 

Maast een opsplitsing in componenten, zou ook een onderzoek naar de 
regionale verdeling van het risico over Nederland van belang kunnen 
zijn. Een normniveau voor de kans, dat constructies bezwijken, kan 
niet zonder meer worden afgeleid uit het hierboven genoemde basis-ri
siconiveau. 
Correcties moeten worden aangebracht voor de aard en de omvang van 
de gevolgen en voor de mate, waarin van vrijwillig gebruik van de con
structie sprake is. Tenslotte speelt de mogelijkheid om het risico te 
beperken een rol, evenals de historische achtergrond. 
Een praktisch normniveau voor de bezwijkkans van civiele constructies 
zou gevonden kunnen worden door als uitgangspunt te kiezen, dat een 
dergelijke constructie geen noemenswaardige vergroting van het indi
viduele basisrisico mag vormen. 

Tabel 8.5. Aantal doden t.g.v. ongevallen in Nederland in 1976. 

Situatie 

In huis jonger dan 70 j. 
ouder dan 70 j. 

Op straat 
Spoorwegovergang 
Openbare gebouwen 
Gest icht/Inricht ing 
Openbaar water 

Fabriek 
Aan boord 
Op zee 
Zee- en luchthavens 
Treinongevallen 
In het veld 

Auto-ongevallen 
Sport en vrije tijd 

Onbekend 

Totaal 

Aantallen doden 

808 
1.36a 
134 
36 
20 
79 
377 

2.822 

106 
2 
1 
8 

67 
24 

208 + 

2.270 

II* 
2.303 
299 

5.562 

Kans 

2.10"1* 

5.5.10"5 

1.65.10-1* 

1.64.10"5 

-4 4.0.10 
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Aangezien bij het bezwijken van civiele constructies meestal een aantal 
mensen in levensgevaar verkeert, dient de toelaatbare toevoeging aan het 
basisrisico met de omvang van de bedreigde groep te worden gecorrigeerd. 
De ten hoogste toegestane bezwijkkans van een civiele constructie wordt 
dan: 

1.33.10 -h 

groepsomvang per jaar 

waarin: groepsomvang a het aantal mensen dat in levensgevaar verkeert 
indien de constructie bezwijkt. 

De ervaring leert echter dat een ongeval met 100 doden eens in de 1000 
jaar veel minder aanvaardbaar is, dan êén dodelijk ongeval eens in de 
10 jaar, alhoewel het risico in beide gevallen 10 per jaar bedraagt. 
Deze nonlineariteit en overwegingen van andere aard (mate van het te 
behalen voordeel, vermijdbaarheid van het risico, etc; zie fig. 8.2.) 
maken, dat de toelaatbare bezwijkkans beleidsmatig nog aanpassing be
hoeft. 
Door invloering van een beleidsfaktor & s de aanvaardbare bezwijkkans 
van een civiele constructie vast te stellen op: 

a"* 
B 

groepsomvang per jaar 

Bovenstaande gedachtengang is uiteraard niet meer dan een illustratie; 
over normen voor aanvaardbare risico's dient een uitgebreide discussie 
te worden gevoerd. 

Ontwikkelingstendenzen 

Ondanks de problemen, die elk van de geschetste benaderingswijzen ont
moeten en de grote hoeveelheid werk, die nog verzet moet worden om tot 
resultaat te komen, ontwikkelt zich toch een bepaalde consensus. 
Indien hoofdzakelijk economische belangen geschaad worden door een cata
strofe, kiest men de econometrische benadering. 
Brengt daarentegen het falen van de constructie een groot aantal mensen
levens in gevaar, dan wordt een relatie met ongevalsstatistieken gezocht. 
In gevallen, waar zowel mensenlevens als economische waarden worden be
dreigd, geeft men de voorkeur aan de strengste van beide benaderingen. 

820 . 

Deze gedachte weerspiegelt zich ook in het voorlopige voorstel van liet 
Joint Committee on Structural Safety, dat in onderstaande tabel 8.6. 
wordt weergegeven. 

Tabel 8.6. 

Veiligheids

klasse 

0 
1 
2 
3 
H 

schade 
investering 

gering 
matig 
aanzienlijk 
groot 
groot 

Max. aantal 
doden 

1 
10 
30 

> 100 

P
F 

io~
2
io~

3 

io
4
io

5 

io"
5
io

6 

10"
6
10"

7 

io"
7
io"

8 

e* 

10,1 
10,1 
30,3 
0,10,01 

Het voorstel bevat geen faktor B. Deze is ter illustratie toegevoegd. 

Hoewel in constructieve en veiligheidskringen een voorzichtige ten
dens naar consensus te bespeuren valt, is de zaak politiek en juri
disch nog lang niet duidelijk. 
Er zijn in Duitsland gerechtelijke uitspraken gedaan m.b.t. kernener
giecentrales, dat (een kans op) falen onacceptabel is. Er bestond geen 
mogelijkheid de grens tussen kans op falen en falen te trekken. 
In Amerika besloot een rechter echter na van een getuigedeskundige 
vernomen te hebben, dat de kans om bij een autoongeluk om te komen 

M 
(10 per jaar) veel groter was, een bepaalde kans op falen te accep
teren. 
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Ooscerschelde SYMPOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTURES 
9. I HYDRAULIC BOUNDARY CONDITIONS 

by 

J.K.Vrijling, J.Bruinsma, Rijkswaterstaat, DelCadienst, The Hague. 

SYNOPSIS. 

In Che design of Che Ooscerschelde scorn surge barrier semiprobabilistic 
methods have been used. The probabilistic load calculation requires knowledge 
of the three dimensional probability density function of 'storm surge level, 
basin level and wave energy. \ 
However especially in Che incerescing regions'of low probability of occurence 
Che consequent lack of measured daca prevents a reliable estimate of this 
function. 
In this paper a combination of purely statiscical models and mathematical 
models, based on physical laws and checked with measured daCa, has been 
used. The probability density function of the storm surge level is based on 
a purely sCaciscical model. A simple mathematical model, based on physical 
facts, is used to derive Che conditional probability density function of the 
basin level on the storm surge level. 
The condicional probability density function of the wave energy on the storm 
surge level is found along the same lines. A mathematical model is developed 
based on the hypothesis, that the typical double peaked form of the wave 
spectrum is caused bij (he fact, that the wave energy originates from two 
sources. Waves, encering the estuary from deep water via the ahoals and waves, 
generated locally, from together the seastate ac the barrier sice. 
The required three dimensional probability density function of storm surge 
level, basin level and wave energy is derived as the product of Che probabi
lity density functions referred to above. 

CONTENTS. 
1. Introduction 
2. The still water levels at both sides of the barrier 

2.1. Introduction 
2.2. The storm surge level, two models 
2.3. The low water level 
2.4. Emperical evidence 
2.5. The basin level. 

3. The storm surge levels and wave energy 
3.1. Introduction 
3.2. Analysis andfoundation of Che model 
3.3. The mathematical wave model of the Oosterschelde 
3.4. Emperical evidence 
3.5. Wave direction 
3.6. The mathematical model of Che NorCh Sea 
3.7. Emperical evidence 
3.8. The completed model 

4. The three dimensional probability density function of storm surge level, 
basin level and wave energy. 

1 

1. INTRODUCTION. 
In the design of Che OosCerschelde storm surge barrier seraiprobabilistic 

methods have been used (Mulder and Vrijling, 1980). The probabiliscic load 
calculation requires knowledge of Che chree dimensional probabilicy densicy 
funceion of storm surge level, wave energy, and basin level. Basically chere 
are Cwo ways of exCrapolating the measured data of these parameters and 
their correlations into the regions of low probabilicy of occurence, where 
measured data are not available. 

1. A purely statistical extrapolation 
2. A statiscical extrapolation supplemenced by 

mathematical models based on physical laws and 
checked wich measured daca. 

A combination of these methods has been used in finding the probability 
density function of the storm surge level and the conditional probability 
density functions of wave energy and basin level, from which the three 
dimensional probability function is derived. A schemacic diagram for Che 
development of this three dimensional function has been given ,in fig. 1. 
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Figure 1. A schematic diagram of the physical relations used for the 
derivation of the three dimensional probability function of storm 
surge level, wave energy and basin level. 

The probability density function of the storm surge level is based on 68 
years of historical data; extremes are predicted by sCaciscical extrapolation. 
The knowledge of Che physical laws governing chis phenomenon has been used Co 
see whecher predicced exCremed could be reached(ch.2). 
The conditional probability density function of the basin level depends at 
least partly on the closing strategy of Che barrier during storm surges. A 
simple model was developed based on Che face Chac a scorm surge is formed by 
a random combination of wind sec up and ascronomical cide (ch.2.). From chis 
model Che condicional probabilicy densicy function of the basin level (condi
tional on storm surge level) could be derived for different closino strate
gies. The basin level was found to be virtually statistically Independent 
of the wave energy. 
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Ic appeared from Che data Chat a loose correlaCion exists beCween Che storm 
surge level and Che energy of Che wave speccrum. Lack of daCa, however, 
prevenced a reliable extrapolation of this two dimensional probabilicy 
function by purely scacistical mechods. Therefore a mathematical model has 
been developed(ch.3.). Ic is based on Che hypoChesis ChaC Che cypical double 
peaked form of Che wave spectrum is caused by the fact, that the wave energy 
originates from two sources. Waves, enCering Che esCuary from deep wacer via 
Che shoals, are influenced by Che processes of breaking, bottom dissipation 
and refraction by depth and current. The remaining wave energy reaching Che 
barrier depends scrongly on Che storm surge level. In addicion, waves are 
generaced by local windfields, showing a loose relacion Co Che general scoria 
inCensicy. The model, which incorporates all Chese effeces, is tested in a 
hindcast of several storms. Being in good agreement, the model is used in 
extrapolating the conditional two dimensional probabilitydensity of storm 
surge level and wave energy. 

"\ The required three dimensional probability density function of storm surge 
level, wave energy and basin level is derived as the product of the probabili
ty density functions referred to above (ch.4). Is has been used as input in 
the calculations of the probability distribution of the hydrodynamic load on 
the storm surge barrier. 

2. THE STILL WATER LEVELS AT BOTH SIDES OF THE BARRIER. 
2.1. Introduction. 
As the storm surge level, Che basin level and Che wave energy will be 
considered as stochastic entities, it is possible to construct the three 
dimensional probability density function of these quantities. Throughout thia 
paper the stochastic variables will be underscored. In this chapter the still 
wacer levels at both sides of the barrier during a storm surge will be studied. 
The probability density function of the maximum storm surge level has to be 
based on the' frequency of exceedance curve of such levels published in the 
DelCareporC (1960), regulacing Che design of Che Dutch sea defences.However 
in addition a model is used, that relates the maximum storm surge level to 
its fundamental origins,viz. the windfield above the North Sea and the 
astronomical cide. Ic .is shown that extreme storm surge levels can only be 
reached by North Westerly storms. 
Further a model is developed that incorporates the available stochastical 
information on wind set up, storm duration and astronomical tide. The model 
is cesced by comparing the calculated probability of exceedance curve of 
maximum storm surge levels to the empirical curve as published in the Delta 
reporc. Subsequently it is used Co find Che set of low waters preceding a 
•corm surge that necessitates the closure of the barrier. This tec is also 
gathered from historical storm surge data and shows good resemblance to ch« 
calculated set. 
Finally the two dimensional probabilicy density function of maximum storm 
surge level and basin level is evaluated. 

2.2. The scorm surge level; Cwo models. 
The probability densicy function of che storm surge level is based on the 
frequency of exceedance curve presented by Che Deltacommittee(1960) as a 
cricerion for Che design of Che Delta works. This curve is based on historical 
data collected in Che period 18881956 and correcced for influences due Co 
Che Delca works. Ic is given by: 

Pr iim > z). exp (f^JJi) (I) 
where: z ■ Che highesc scill wacer level during a storm in mecers 

above reference plane (N.A.P.) 
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However, to see whether predicted extremes could be reached, the underlying 
physical phenomena have been analysed and modelled by Schalkwijk (1947) and 
Weenink (1958). They show, thaC a storm surge is the resultant of two 
stochastically independent phenomena, viz.: 

1. wind sec up 
2. ascronomical Cide 

The wind sec up is caused by the windfields of a cyclone above the North Sea. 
If che form of Che cyclone and the 9hour uninterruptedly exceeded windspeed 
are known, Che model of Weenink calculates the maximum wind set up (s ) in the 
region of the Ooscerschelde. 
Applying Che model for Cwo schematised storms, the following expression can 
be derived. .. _ 

North Westerly storm 

(2) 

(3) 

s " maximum wind set up near the Oosterschelde in m. 
D 
W  9hour uninterruptedly exceeded windspeed (m/s). 

' . 2 
g  acceleration of gravity (m/s ) 

These expressions show that any given wind set up caused by a South Westerly 
storm can be equalled by the set up due to a North Westerly storm having a 
1.5 x lower windspeed. 
A common way to get an impression of the maximum storm surge ieveKz ) is 
simply to add the maximum wind set up and the astronomical high water level. 
Analysing the historical storm surge of 1953 and the design "Delta" storm 
(z 5.50m), assuming different astronomical high waters (h ), one finds Che 
following figures for Che wind sec up and che required windspeed as a 
funccion of wind direction(a). 
Storm z tide IL_, S a W„ 

m HW m 9 
m m m m/s. 

1953 4.20 neap 1.20 3.00 NU 28 
Delta S.50 neap 1.10 4.40 NW 34 
Delta 5.50 average 1.50 4.00 NW 33 
Delta 5.50 spring 1.90 3.60 NW 31 
DelCa 5.50 spring 1.90 3.60 SW 49 

The Cable shows, that the dramatical storm surge of 1953 can be easily 
surpassed, if the same wind velocities coincide with spring tide. 
The conclusion can also be drawn from the table, thaC an exceedance of 
Che deterministic design storm level N.A.P. ♦ 5.50 m may indeed be caused 
by an extreme Norch Westerly scorm. 
An exceedance of this level during a South Westerly storm seems however very 
improbable, given the windstatiscics for Che North Sea region. 
By simply adding the astronomical high water and the maximum wind sec up, the 
model developed above excludes phase shifts and interactions between che cwo 
phenomena. The effecC of possible phase shifes will be scudied nexc by 
treating the wind set up and the ascronomical tide as independenc funccions of 
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The properties of the wind sec up as a function of time have been studied 
by subtracting the astronomical tide from the still water level variations 
recorded during 38 selected storms in the period 19211970. It turned out 
that the variation of the wind set up with time could be roughly approxima
ted by: 

s (t)»s cos ( IT t 
) for 0 < f t D (4) 

where s 'the maximum wind set up during the storm 
—m 
D "the duration of the wind set up 

s(t) 

t 

-DA o 0A __ t 

Figure 2. The wind set up as a function of time. 

In this study.it was found that the probability of exceedance of the maximum 
wind set up during a storm, after correction for the Delta works, can be 
given by: . .> 

,1.53 _»j 
PrCs s) " exp ( 

0.3026 c o (5) 

As already shown by Van Dantzig (1960) the probability of exceedance curve 
of wind set up is parallel to the probability of exceedance curve of storm 
surge level (compare eqs. 1 and 5). 
The duration of the wind set up of the 38 storms is found to be lognormally 
distributed. _ 

P
(D)

" D ln(1.4)/Ttf e x p (  % ( 
InD In 51.3 

In 1.4 ) ) [D]  hrs (6) 
Although Rijkoort (1960) proves a positive correlation between the maximun 
windspeed and the duration of a storm, the wind set up data show virtually 
no correlation between the maximum and the duration of the wind set up 
(r

2
=0.02). Therefore it is assumed, that these two parameters are stochastical

ly independent. 
The astronomical tide is caused by the gravity forces of the celestial bodies. 
Thus, the astronomical tide has no causal relation with the wind set up. 
In this study the astronomical tide is modelled as a periodical fluctuation 
of the waterlevel h with a period T 12.4 hrs, and with a Gaussian distributed 
random amplitude (h ,). This randomness embodies the daily inequalities.The 
mean and standard deviation of h are given by: 

{ ^ }  1.480 m 0 { ÈHH
 } 0.195 

In addition the low water level amplitude h is found to be linearly depen 
dent on h ^ . 

LW 0.897 ^  0.22 C«D (7) 

A storm surge is now represented as a linear superposition of a random wind 
set up and a random astronomical tide, whose maxima occur at a random time 

shift *_with respect to the maximum of the wind sat up (see fig.31. 
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> 

Figure 3. A storm surge level as a linear superposition of wind set up and 
tidal fluctuation. 

z(t)  h(t) + s(t) (8) 

(9) 

where z_(t) ■ storm surge level in reference to N.A.P. 
hit)  astronomical tide In reference to N.A.P. 
s_(t) is given in eq.4. 
. ,„, HW~LW . 2TT ,„ ., BW^LW 
h(t)   sin — (t+ ») + j 

o 
As a consequence of the assumed Independence of astronomical tide and wind 
set up in all aspects, the time shift between them has a. uniform probability 
density function. For symmetry reasons, time shifts of T hrs or more axe 
Irrelevant, so the probability density function of ♦ becomes (see fig.3): 

p(*)  0 for |«| > >jT 

p(«)  £- for |«|< ST o (10) 

Moreover it follows that. 4̂ , h , D and s_ are stochastically independent of 
each other. 
The wind set up has a duration, which Is much larger than the period of the 
astronomical tide. Therefore the maximum storm surge level z must occur at 
or very near astronomical high water. For given values of h , 0̂  and s_ the 
maximum storm surge level is given by: 

■ 2 *• 

Using the relation 

e
(2
ml

h
HW

D
'
3
m'  * < * I > W D

' V |  S T I P(*>l^l (12) 

and the expression (10) for p($), the conditional probability density func
tion of z can be calculated with the result 

p(z |h. ,D,s > 
m ■ hw m 11 T s 

o ra 

f"
Z
m

h
HW (

z
m

h
HW)

2
~r

>
' 

(13) 
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Cor z in the range: h,„, + 8 cos 
BW m l

2 7* m  HW 

The marginal probability density function of z then follows from 
—m 

p(zn)  Iff pUjh^.D..,) P(*m,D.Sm) d h ^ dD ds n 

or in view of the independence of h , D and s 

p(zn)  fff P U „ | %  B , « B I P ^ I P(D> P < V d h ^ dD ds n 

(14) 

(IS) 

(16) 

Numerical values of p(z ) have been obtained by substitution of the respective 
probability density functions into the right hand side of eq.(16). The 
corresponding cumulative probability distribution'has been plotted in fig. 4, 
together with the curve published by the Delta committee (1960). 

W<»m>»> 
CALCULATIONS 
HISTORICAL DATA 

S_Im(m) 

Figure 4. The comparison of the calculated and the observed exceedance curve 
of the maximum storm surge level. 

The close resemblance of the curves supports the accuracy of the developed 
model. The model will next be used to calculate the low water level. 
2.3. The low water level. 
The closing strategy of the barrier greatly influences the basin level. 
In the design period a closing strategy was assumed that would cause the 
lowest basin level, as this basin level will yield the largest static load 
on the barrier. According to this strategy the barrier will be closed at the 
low water, preceding the first relative storm surge level maximum, which is 
expected to surpass a certain threshold level (see fig.S). 
To find the set of low waters at which the barrier will be closed to protect 
the hinterland against a storm surge, the model, developed in the preceding 
paragraph, proves valuable. 
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Figure 5. The set of closure moments for a given threshold level. 

M^M^ML 

7 
Studying the model it is clear, that the earliest possible moment at which 
the threshold level (z~) can be surpassed by a storm surge, occurs at time 
C~t_ such that: 

D *HH
 + in m 

For reasons of symmetry the threshold level (z ) can be exceeded in the 
interval  t_ < t < t only. This interval has the duration of D 2 t_. 

T T T T 
The earliest possible closure of the barrier occurs when the high water 
at tT just exceeds the threshold level z_. The barrier is then shut at the 
preceding low water: 

close 
T 
o 
2 

The latest closure occurs when the high water at t just not reaches z . 
Now the barrier will be closed at the next low water: 

close + fi. 

So for the given closing strategy the closure takes place in the interval: 

t T 
T
o 

T T 
< t , < 

close 
o 
2 

(18) 

As this paragraph aims at finding the two dimensional probability function 
of the basin level and the maximum storm surge level, a relation has to be 
established between these two parameters. 

Figure 6. The relation between the maximum storm surge level and the low water 
level at closing. 

For given values of £ , h^ s and D the maximum scorm surge level is 
calculated by eq.ll. The closing moment for this pirticulur stuna surge 
(see fig.6) can be found by straightforward mathematics, which will not be 
explicated here. 
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2
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Using the relations (7), (11) and n o , . 
density function of maximum 'tt™ %»• «*•{■• dimensional probability 
be evaluated numerically by *

 U v e l a n d l o w »«er level can now 
p( V W "«. d

*LW * W P( 0.p(hTO).p(s).p(D) . j 
d# « W

 d
« 

(20) 
. . . HW " d0 

ISO o 
THRESHOLD LEVEL 

— *LW ' m
' 

24. Empirical evirf.n.. 

<««,> / p (z 
*LW ) dz (21) 

applying the decis ion'^feTs^entLn^ \ '
 C l o s i n

« «
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2.5. The transformation of the low water levels Into basin levels. 
In the preceding section the two dimensional probability density function 
of maximum storm surge level and low water ac sea has been determined.However, 
for Che load calculations Che basin level ac Che inward side of Che barrier 
is important. The two dimensional probabilicy density function of maximum 
storm surge level and basin level can be obtained by transforming Che results 
of eq.20. The transformation has to Cake inCo accounC five effecCs ChaC 
influence che basin level. 
1. Reduction of Che cidal amplitude in Che Oosterschelde due to the 

resistance of the barrier in opened posicion. 
2. The basin oscillations induced by Che sudden closing of che barrier. 
3. Wind sec down on the Oosterschelde caused by the North Westerly storm. 
4. Leakage through the barrier and the sill. "" ~ 
5. Wave overtopping of Che barrier during Che storra surge. 
The first three effects influencing Che basin level have been incorporated in 
Che model as consCancs. 
The slow filling of che basin by leakage chrough che barrier and che sill ia 
evaluaced for every scorm Caking inCo accounC Che Cime pach of che sCorm surge 
level sCarting ac Che momenc of closing uncil Che peak level is reached and 
the rising basin level. 
The wave overtopping is calculated as a funccion of the storm surge level and. 
Che wave heighc using a simple model. 
The resulc is a realistic approach of Che joinC probabilicy of occurrence of 
maximum storm surge level and coinciding basin levels. However, for Che load 
calculation che lasc two,effects, leakage and wave overcopping, have been 
discarded for safeCy reasons, because Chey raise Che basin level and reduce 
Che scacic load. 

3. THE SURGE LEVELS AND WAVE ENERGY. 
3.1. Introduction. 
In this chapter the second part of the Chree dimensional probabilicy densicy 
funccion of hydraulic boundary condicions will be developed, viz. Che two 
dimensional probability density function of maximum storm surge level and 
wave energy. Due Co Che complexity of che bar and Chrough pattern in Che 
mouth of Che Oosterschelde and the very rescricced available research cime 
it was only possible to use simple models. 
First a hypothesis will be formulated on the general relations between wind 
velocities, the storm surge level and the wave energy on the North Sea and 
the Oosterschelde. The hypothesis also gives a clue Co Che Cypical farm of the 
wave spectrum on the OosCerschelde. 
Next the pare of Che hypothesis Chat relates Che wave spectrum near Che 
barrier Co che local windspeed, the storm surge level and the wave spectrum on the 
North Sea is put in a mathematical form. 
The mathematical model is tested in the hindcast of several storm surges. 
Finally the model is expanded with a section, that describes the processes on 
the North Sea. 
The part that deals with the storm surge level as a result of wind set up and 
astronomical tide is taken from the preceding chapter. A part is added,which 
relates the wave energy on the North Sea and the local wind speed ac the 
Oosterschelde to the windfield of the storm. 
Now concentrating on the maximum storm surge level, Che expanded model is 
Cested on hisCorical daCa. 
Being in good agreemenc, Che lasc seep is made and the Cwo dimensional 
probabilicy density funccion of maximum storm surge level and wave energy is 



10 
evaluated. 

3.2. Foundations of the model. 
The projected barrier is situated in the mouth of the Oosterschelde estuary, 
separated from open sea by a complex of shoals (see fig.9). 
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Figure 9. Sketch of the 'mouth of the Oosterschelde and Che situation of Che 
wave stations BG II, OS IV and OS IX. 
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Figure 10. The relation between the storm surge level and the significant 
wave height (K ) at station OS IV. 
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The idea arises, that wave height near Che barrier site during storm surges 
will be governed by the phenomenon of wave breaking over the shoals.In 
this case the observed wave height should be a function of the vaterdepth 
above the shoals. However, if the significant wave heights observed during 
storm surges are plotted against the water level Che correlation is not very 
good (see fig. 10). 
Also the local windspeed cannoC explain Che significanc wave height near Che 
barrier sice (see fig.11). 
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Figure XI. The relation between local windspeed and significant wave height 
■ H ( aC the location OS IV. 

Analyses of wave energy spectra at scacions OS IV and OS IX showed. ChaC these 
were generally doublepeaked during storm surges. 
Taken together, the analyses referred to above suggested the assumption, that 
the wave energy near the barrier originates from two sources: 
1. Wave energy from the wave field in open sea (low frequency) penetrates, 

after breaking on the shoals, in the mouth of the Oosterschelde. 
1. Local windfields generate wave energy (high frequency) above the shoals. 
A schematic diagram showing this idea has already been given in fig. 1. 
A central role is played by the windfields above the North Sea. The wind set 
up and the wave growth on deep water are both effects of the windfields of 
the cyclone. Further there is a loose correlation between the general intensi
ty of the cyclone and the force of the local windfield above the Oosterschelde. 
The model indicates, that the wave height on the Oosterschelde and the storm 
surge level should be correlated, as the processes of wind set up and wave 
growth have roughly the same time lag and the waves have to pass the filter 
"shoals" that is opened by the water level. The only factor that disturbes t 
pure correlation seems Co be the local windfield. 
To develop and verify these ideas a mathematical model has been formulaced 
thac calculates from the input data (wavespectrum at sea, Che water level in 
the estuary and the local windspeed) the wavespectrum near the barrier site. 
The results of these calculation have been checked against measurements of re
cent storms. 

the 

3.3. The mathematical wave model of the Oosterschelde. 
The above mentioned ideas have been translated into mathematical formulae. 
For the wind set up the model developed by Weenink (1958) as shown in ch.2 
has been used and for the wave growth the model of Sanders (I976)was employed. 
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Hemever, for the parts of the model thac directly govern the wave height in 
the estuary, only theories are available, which describe the various sub
processes, such as shown in fig.12. 

BOTT0MFRICÏ1ON 

REFRACTION BY DEPTH 

REFRACTION BY CURRENT 
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ENERGY DISSIPATION 

ENERGY DISTRIBUTION 

Fig.12. Building blocks of the filter "shoals". 

All these processes together form the filter properties of the "shoals", 
but an overall description is not known. Also the process of wave generation 
by local windfields in the presence of broken waves is unclear. After a study 
of the map of the shoals it was decided to divide the filter in 4 sectors 
with different properties (see fig.9). Every sector is simplified to a 
schematized bottom profiel, that shows only significant changes in depth 
(see fig.13). 

NORTH SEA SIDE BARRIER SIDE 

Fig.13. The schematized bottom profile of sector IV (see fig.9). 

It is first assumed that the wave energy from the North Sea propagates via 
the shoals to the barrier without a change of direction. The sector that 
contains the propagation direction is chosen for the calculation of the 
energyloss of the waves. 
The irregular wave field at sea will be represented by a regular sine wave 
with an amplitude and period equal to: 

a  % H (22) 
s 
sea 

T  T (23) 

The propagation of this wave through water 
by the well known energy balance equation 

of changing depth is described 
By including energy dissipation by 

bottom friction the equation can be written as: 

3 P 
3 S 0, (24) 

where P i s the energy flux per unit length: 

mumm. 
- 13 

P  E n c  % Pga nc 

in which 

nc  % (1 + ^ T M ) 2 
sinh 2kd k 

O  ( gk tanh kd)* 

Brltschneidlr'anrLld S s S l ^ F "


^ ^ " ""
 b

°"°* 
E  4 4 £ ! p ( 2 a _ ) 3 > 

3 IT sin kd 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

Besides by bottom friction, energy los. is also caused by breaking, when the 
maximum «Ceepne.s is exceeded. For periodic wave, of constant form" the 
criterion of Miche is valid 

6 
tanh kd 

where 
max k 

6  0.14 ir (theory) 

(29) 

However if an irregular wave field is schematized to a regular wave .. 
S ' E S S V ^ M a r t e ^ T * "  * ■ « " " " " " < ■  b

«
 b
« " « .PProximafcd 

If at any point the calculated wave amplitude exceeds this breakercriterion 
it is assumed to be reduced to the maximum value given by (29) 
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Figure 14. The significant wave height near Che barrier as a function of 
the storm surge level and time for the April 1973 storm. 

Observations show however that the time history of H vs. z for any sur*e 
shows a hysteresis effect. A typical example during I storm situation has 
been given in fig 14. A possible explanation would be the influence of the 
idal current. Using the linear theory Battjes (1977) showed that the re "ac
tion of the waves by the tidal current gives an effect which is of the same 
magni ude In this paper the complex formalism of refraccion by current"" 
model ed by a simple linear relation between the breaker height and the 
velocity of the current v in the main gully. 

GO ■ ■■ GD "
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max (I + 0.15 V) (31) 
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 o t «faction by depth and diffraction on the energy 

propagation is neglected. Refractiondiffraction calculations were carrfed 
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ouc separately for different water levels and different wave directions.The 
results of these calculations were incorporated in the simple model in tha 
form of coefficients, partly depending on the water level. 

SECTOR REFRACTION COEFFICIENT 

I 
II 
III 
IV 

0.75 
0.S0 
0.90 
0.75 

0.10 
0.16 

tl.B. The coefficients maximum value is 1.0. 

Now it is possible to calculate for a sector the amount of wave energy,which 
penetrates from the North Sea via the shoals in the Oosterschelde. As noted 
before, it appeared from measurements that the wave spectra near the barrier 
in general show two peaks. Within statistical accuracy the low frequency peak 
of the Oosterschelde wave spectra is always at the peak frequency of the North 
Sea wave spectrum.(f ^ 0.1 Hz). This fact combined with a fit through 
spectral daca led to11 the following parametrization of the spectral form for 
the energy penetrating from the North Sea (see fig.15). 

OBSERVATION 
— MODEL <•<}. 3 2 ) 

Figure 15. The spectral form for tha energy penetrating from tha North Sea. 

S (f)  Y • f"6"5 . f4 for t < f 

S (f) » Y . f ■2.5 
(32) 

for t > fp 

By equating the calculated wave energy and the spectral area for given f , 
the coefficient Y is solved. 
The second peak in the wave spectra is strongly correlated with the local 
wind speed and not due to the nonlinear breaking effect. In the calculations 
so far attention was given only to the energy loss of the waves during their 
propagation over the shoals. Apparently the energy addition by local wind
fields must be taken into account. 
For simplicity it is assumed that the wave growth process starts with the 
spectrum calculated above, and that it takes place from the windward edge 
of the shoals to the barrier site, over a fetch written as F . Further the 

' o 
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JONSWAP (1973) growthcurves will be applied to add the local wave generation 
to tha calculated^spectrum. From the calculated spectrum the energy density 
for a frequency f is determined. Now a fictitious fetch, that is the fetch 
that should be necessary to generate an energy density S(f*)at the prevailing 
windspeed, is calculated from the JONSWAP growthcurve. The total non
dimensional fetch (f) ia found by adding the fetch available after breaking 
F Q to the fictitious fetch (tee fig.16). 

S(f> S(P;r»f*> 

'FICTITIOUS r TOTAL ? 
Figure 16. Calculation of wave spectra by adding local wave generation to 

waves coming from the North Sea and propagating over the shoals. 
The figure on the righthand side gives the JONSWAP growthcurve 
for a given frequency f as function of the nondimensional fetch. 

Substituting this total fetch in tha JONSWAP growthcurve for a given 
frequency f the total energy density (being the result of penetration and 
local generation) is evaluated. By repeating this procedure for all frequen
cies, the high frequency peak of the wave spectrum that is generated by the 
local wind fie Ids, is found. 

3.4. Emperical evidence. 
The simple model described in the preceding paragraph is tested in a hind
cast of several recent storms. During these storms hourly observations have 
been made of windspeed, water level and wave spectrum in the Oosterschelde. 
Simultaneously the wave spectra at sea (5 miles from the coast) have been 
measured. Using these data as input, the model predicts the wave spectra in 
the Oosterschelde reasonably well (see figs.17,18). The significant wave 
height is predicted with an accuracy of lOZ. 
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Figure 17. Comparison of observed and hindcasted significant wave heights 

at the barrier site (OS IV, OS IX). 
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Figure 18. Comparison of observed and calculated wave spectra at the barrier 
site. 

3.5. Have direction. 
The wave load on the barrier depends on the direction of the waves. At the 
design stage no technique was available to obtain the directional wave spec
tra. A number of methods have been used to get information about the main 
wave direction. 
Calling to mind that the wave energy near the barrier originates from two 
sources, one can distinguish two main wave directions: 
a) local windfields generate wave energy (high frequency) above the shoals. 

The main direction of these waves is the same as the local wind direction. 
b) Wave energy (low frequency) coming from open sea and propagating over the 

shoals. Here aspects as refraction by depth and current govern the wave 
directions. 

Various visual observations performed during storm situations confirm this 
hypothesis. However, as the low frequency wave energy is mainly responsible 
for Che wave load on the barrier, all wave energy is reckoned to have the 
direction of che low frequency part. 
Four different methods have been used to get an idea of the main direction 
and che short crescedness of the low frequency wave energy. With an helicop
ter flying at varying alcitudes visual observations have been made. Furcher 
the main direction of the long period wave energy was found by. heading a 
survey vessel to the sea. In addition stereo- and mono-phocography have been 
performed by plane. The photographs were analysed by eye. All these methods 
were compared in different storms. The results are in good agreement with 
each other. With these mechods the main wave direction is estimated with an 
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accuracy of about 10 degrees. 

By visual observation it also appeared that the length of the wave crests 
near che barrier was about the same as at che open sea. Therefore the same 
directional distribution of the wave energy was assumed near, the barrier." 
At sea usually a cos 8 distribution is assumed, where 0 is the angle with 
the main wave direction. 

As criy asmall amount of storm data were available an extrapolation of the 
main wave direction to extreme circumstances was impossible. Therefore a 
mathematical model (Radder, 1979) was used describing refraction and diffrac
tion. It is based on che parabolic wave equation, derived from the Kelholz 
equation using a parabolic approximation. This method describes the propaga
tion of regular long crested waves. Alchough linear wave cheory is being 
used two non-linear effects have been built in: "* — 
a) a non-linear dispersion relation (see eq.27) 
b) the Miche breaking condition (see eq.29). 
All other effects are neglected. The results of the model have been compared 
with the aerial photographs and visual observations in the Oosterschelde. 
Being in good agreement calculations have been performed for extreme 
circumstances. 

Figure 19. Wave crests for incoming waves from North West with a wave period 
of 7 seconds calculated with the refraction-diffraction model of 
Radder. 

An example of a calculation has been given in fig.19. It shows the wave 
crests for incoming waves from North West. The main wave direction is asumed 
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Co be perpendicular Co Che wave crests. 
3.6. The processes on Che Worth Sea. 
The wave model described in Che previous sections requires Che wave conditions 
on Che seeward edge of Che Ooscerschelda delca, Che storm surge level and Che 
local windspeed as inpuC. 
As already shown in the introduction Co chis chapCer a cencral role in Che 
hypothetical relationship, between these phenomena is played by Che windfields 
oC the cyclone. Because reliable scacistics of Cocal windfields on the Norch 
Sea are difficulc Co gee, a reversed procedure is followed. 
Using Che models from Che firsC chapter, that relaCe Che maximum storm surge 
level to the windspeed and the astronomical tide, Che Cwo dimensional 
probabilicy density function of maximum storm surge leveï'and the windspeed 
unincerrupcedly exceeded during 9hours can be approximated. Taking only 
NorCh Westerly storm direccions inco account the following formulation is 
found. 

if ss , w " w. z  z and hh,,, 
m — •-*) — m HW 

Chen using eq.2, eq.8 can by written as: 
(33) 

In view of Che independence of h and s Che following, expression for Che 
probability density function of storm surge level and windspeed may be 
obcained: 

p(w,z) p ( h . s ) 

P K ? ) . 

3h 3h 
3w 3z 

_3s _js_ 
3w 3z 

, p ( h ) p ( s ) 

P(h.a) |f 

'-\ (34) 
pvzy pvz; ' ow' 

If this result is combined with a theory of wave growth on wacer of limited 
depth, the Cwo dimensional probabilicy density function of windspeed and storm 
surge level is transformed into the two dimensional probability density 
function of maximum storm surge level and significant wave height at the sea
ward border of the Oosterschelde. 
An exact knowledge of the wave height at the seaward border of the Ooster
schelde is of minor interest, as the introduction of the approximate breaker 
criterion for the shoals of the Oosterschelde shows, that nearly all wave 
fields generated on the North Sea during North Westerly storms will break on 
the shoals (see fig.23). Therefore the wave height at seawill not influence 
the energy penetrating in the Oosterschelde. The maximum storm surge level 
is the only parameter governing the penetration. 
A very important parameter in the wave load calculation is the spectral peak 
period of the penetrating wave energy. This peak period,being equal to the 
peak period of the wave spectrum at the seaward border of the Oosterschelde, 
is restricted by the limited depth of the Southern part of the North Sea. 
For Norch Westerly storms, data as well as the wave growth model of Sanders 
give a saturation peak period of 11.5 s at the seaward border of the Ooster
schelde. In the load calculations this peak period has been held constant as 
a safe estimate (Mulder and Vrij ling 1980). 
The second source of wave energy near the barrier is related to the local 
windspeed. To complete the model, the relation between the local windspeed 
and Che windfields aC sea characterised by u must be established. Studies of 
the windspeed during a storm as a function ol time (Rijkoort,1960) show a 

i '£,.*A*U 
4- ** • 

19 

w 
t 

Figure 20. The windspeed during a storm. 
result, which can be expressed as: 

w 0.83 
k  26.8 ( 1) (35) 

where k  number of hours during which the one hour average windspeed 
exceeds w, without interruption (fig.20) 

w ■ maximum one hour average windspeed. 

According to Weenink (1958) a time lag T between the maximum one hour average 
windspeed and the maximum wind set up in the Southern North Sea amounts to 
6 hours on Che average. Knowing Chat Che time shift 4 beCween Che astronomical 
tide and the wind set up has a uniform probabilicy density function (eq.10) 
a conclusion, can be drawn concerning the windspeed accompanying the maximum 
storm surge level (see fig.21). The moment of Che maximum storm surge level' 
is within + T /2 of Che moment of the maximum wind set up or approximately 
anywhere from the time of maximum windspeed C"12 hrs Co 12 hrs later, since 
T II ■ T ■ 6 hrs. 
As the windspeed is an approximately linear, decreasing function of time 
over this interval, while * has a uniform probabilicy densicy, a uniform 
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Figure 21.The relation beCween Che maximum storm surge level and Che accom
panying windspeed. 
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distribution of windapeeds may be assumed. The maximum and minimum possible 
windspeeds, for given value of w„, have to be derived by means of (eq.35), 
using k» 9 hrs and k-t, - t, " 24' hrs respectively, which gives 

w - 1.27 w„ (36) 
max Q 1 J M ' 

so that 
w . » 0.68 v. mm 9 

p (u | w ) - 0 
P (W I V " 0.59V, 

for w < w . and w > min 
for w . < w < u 

mm max 

(37) 

Having already evaluated the two dimensional conditional probability density 
function of w. and z (see eq.34), the conditional probability density func
tion of the maximum storm surge level and the local windspeed coinciding with 
maximum storm surge level, given a maximum storm surge level, is calculated 
by 

p(w ) ƒ 
0 

p(w .) p(w I z) dw (38) 

The local windspeed w accompanying the maximum storm surge level z governs 
the local wave growth at the Oosterschelde. m 

3.7. Empirical evidence. 
In the preceding paragraph two conditional probability density functions 
have been established (eqs.34 and 38). Moreover, combining eq.(34) with the 
theory of wave growth on water of limited depth a relation between the 
maximum storm surge level and the significant wave height has been obtained 
(fig.22). 

• OBSERVATIONS ABOVE i _ • 2 m 

Figure 22. The relation between the maximum storm surge level and the 
significant wave heighc on the seaward edge of the shoals. 
The conditional probability density function of H has been given 
for z ■ 2m, 3m and 4m. s 
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The historical data are certainly not in contradiction with the theoretical 
result, but conclusions on the extrapolation cannot be drawn on the basis of, 
this empirical material. 
The theoretical relation batwecn the maximum storm surge, level and the local, 
windspeed (eq.38) is compared with historical data in fig.23. 
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Figure 23. The relation between the maximum storm surge level and the local 

windspeed. 

Here too agreement is seen between theory and empirical material. 
The set of data is however far too small to be a reliable base for extrapola
tion. « 
3.8. The completed model. 
In the preceeding paragraphs of this chapter two mathematical models have 
been developed and tested. 
The first model calculates the wave spectrum near the barrier given the 
seastace at the North Sea, the storm surge level and the local windspeed.The 
second model evaluates the joint probability density function of the maximum 
storm surge level, the seastate at the North Sea and the local windspeed. 
As the aim of this paper is the prediction of the future boundary conditions 
for the barrier, an estimate of the future geometry of the shoals in the 
moulhof the Oosterschelde (fig.9) has to be incorporated in the first model., 
If it is further realised that the barrier will be maximally loaded during 
the maximum storm surge level, because the difference between sea level and 
basin level and the amount of low frequency wave energy penetrating from the 
North Sea are then both maximal, the models can be joined by introducing the 
restriction to maximum storm surge levels. 
Thus the three dimensional pfobability density function generated by the 
second model under the assumption of North Westerly wind direction is used 
as input for the first model. 
The result is the conditional probability density function of maximum storm 
surge level and local windspeed (fig.23), where for every combination the 
wave spectrum near the barrier is known (fig.24). 
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Figure 24. The relation between the storm surge level and the significant 
wave height. In the figure the conditional probability density 
function .of H for a number of storm surge levelshas been,given. 

4. THE THREE DIMENSIONAL PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF MAXIMUM 
STORM SURCE LEVEL, WAVE ENERGY AND BASIN LEVELS 

The aim of this paper was to find the three dimensional probability density 
function of maximum storm surge level, wave energy and basin level. 
The result of the work done in ch.2 is the two dimensional probability 
function of maximum storm surge level and basin level, written as p(z ,b). 
The conditional probability density function of the maximum storm surge 
level and the local windspeed, where in each point the wave spectrum is 
known, was evaluaced in the third chapter. It is written as p(w|zm). Now 
these two functions may be joined to the desired one if the statistical 
independency of basin level and local windspeed of wave spectrum can be proved. 
Starting from the theoretical models it is seen that the basin level shows 
a very weak correlation with the maximum storm surge level. The local wind-
speed and the wave spectrum are correlated to che surge level, but there 
is no obvious reason why any correlation between wave spectra and basin levels 
should exist. Also, historical data from significant wave heights and low 
waters show virtually no correlation (r-0.17). Accepting the statistical 
independency of Che basin level and the local windspeed to be a reasonable 
assumption, che final step can be made, as follows 

p(z ,b,w)= p(z ,b) . p(w|z ) (39) 

where for each combination of (w,z ) the wave spectrum at the barrier site 
can be calculated by the method described in ch.3. This result has been used 
as input in the probabilistic load determination for the barrier (see Mulder 
and Vrijling, 1980). 
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LIST OF SYMBOLS. 
h(t) " astronomical tide ~ — 
a(t)  wind sec up 
z(c)  water level 
b(c)  basin level 

HW  high water (h  astronomical high water) 
LW ■ low water (z  low water) 
z " maximum storm surge level 
z_ ■ threshold water level 
w » windspeed 
a » wind direction 
Wj  9 hours uninterruptedly exceeded windspeed 
Hs « significant vave height 
T ■" wave period 
I ■ peak period 
f ■ wave frequency 
fp  peak frequency ( the frequency at which the maximum variance 

spectral density occurs) 
S(f)  variance spectral density function 
k « wave number 
d « water depth 
v  current velocity 
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SYMPOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTURES 

9.2 PROBABILISTIC LOAD DETERMINATION. 

by Th. Mulder, chief engineer, design department 
BallastNedam Groep. 

J.K. Vrij ling, project engineer, Deltadienst, 
Rijkswaterstaat. 

SUMMARY. 

This paper deals vith a probabilistic approach of the hydraulic loading 
conditions of the Oosterschelde storm surge barrier. The joint probability 
density function of the hydraulic boundary conditions (storm surge level, vave 
energy and water level at the Oosterscheldebasin) is used as input. 
By introducing linear spectral transfer functions between the load and the 
hydraulic parameters, this density function can be transformed into the two
dimensional probability density function of vave and static loads, from which 
the probability distribution of the total hydraulic load can be derived by 
integration. 

The transfer functions needed were determined vith the aid of a mathemati
cal model, which has been checked by a series of hydraulic model tests. 

By applying a probabilistic load determination as indicated above, the 
total horizontal load at the storm surge barrier was reduced by approximately 
hot, as compared to the rather pessimistic outcome of a deterministic load 
determination, in which all unfavourable and unlikely events are assumed to 
coincide. The probabilistic load determination has also been used in a proba
bilistic approach of the behaviour of the storm surge barrier, in which the 
structural properties were treated as random variables, in addition to the 
loads. In this way a risk analysis has been executed to find the failure pro
babilities of several parts of the barrier, which have to be in balance. 

1. INTRODUCTION. 

After the storm flood disaster of February 1st. 1953, The Netherlands 
Delta Committee stipulated that primary searetaining structures have to 
provide full protection against storme surge levels vith an excess frequency 
of 2.5 x 1

0~"
4 times per year. In the case of conventional defences, such as 

dikes, an extreme vaterlevel may be used as a design criterion, because over
topping is considered to be the most important threat to dikes. In the preli
minary design stage of the Oosterschelde storm surge barrier a design storm 
surge level was chosen in accordance with the report of the Delta Committee. 
This surge level was combined vith a maximum extrapolated single wave and a 
lov estimate of the inside vater level to determine the hydraulic load 
(deterministic approach). 

In fact this approach is unsuitable for a storm surge barrier. The struc
ture consists of concrete piers, steel gates, a sill, a bed protection and a 
foundation. These components have to be designed on the basis of load combi
nations, vhich v i U give the most dangerous threat to the structural stabili
ty. These load combinations originate from vaves and a difference in vater 
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level acrosa the barrier. They are therefore only partially depending on the 
seavater level.. Thus, in the case of the storm surge barrier, the hydraulic 

•load has to be chosen as the "potential threat". Since the design method used 
is a quasiprobabilistic one, this means that a design hydraulic load vas 
chosen with a probability of exceedance of 2.5 x 105 p e r y e a r 

In order to be able to determine this design load for the various struc • 
tural parts cf the barrier a method for a probabilistic load determination 
has been developed. 

2. HÏDHAULIC BOUNDARY CONDITIONS. 

The basic parameters in the determination of the hydraulic load at the 
storm surge barrier are: 
 maximum storm surge level at sea z 

a 
 windspeed w 
 basin level at the Oosterschelde b 

In the paper "Hydraulic Boundary Conditions" the joint probability density 
function of these parameters p, K „ (z ,v,b) is discussed. 

±.ia '
 a 

This joint probability density function (p.d.f.) has been used as input for 
the calculation of the probability distribution of the hydraulic load oa the 
storm surge barrier. 

2. TRANSFER FUNCTIONS. 

To transfer the hydraulic parameters into the hydraulic loads the static 
loads and the wave loads have to be written as functions of the parameters: 
Static load. S = G ( z , b, geometry) (l) 
Wave load spectrum SIrf= H ( z , w, geometry) (2) 

In the case of the static load this function can be easily determined 
from the hydrostatic pressure distribution on both sides of the barrier and 
a potential flow pattern in the sill around the base of the pier. 

The transfer from waves to wave load3 has been done with the aid of a 
spectral method. To allow the application of such a method the transition 
from waves to wave loads has to be a linear system. In the case of the storm 
surge barrier this criterion was fulfilled, as has been proved by model tests. 
This will be shown in the paragraph 3.2  3.U. 

For the s/orm surge barrier the transfer functions have been determined 
with the aid of a mathematical model, as will be discussed in the next 
paragraph. 
3.1 Mathematical eodel. 

energy 
In the mathematical model an incoming wave field with elevation *L , 

cosicered as a stochastic process in (x,y,t). The twodimensional ener 
density spectrum of tj. , is S . (f,9' 
This spectrum is defined as follows 

5. (f)  S . S
ni

 (f) " S
»i

 (f
'
8)d9 " O ) D(8;f)  «*

 (f>6) ..CO 
s . (f) 

in which D(9;f) is a directional spectrum, giving the relative energy density 
for the directions in case of a fixed f. For the storm surge barrier the 
following function has been assumed (see p ] ) 

- 3 -

D(8;f)  2 cos (93) for | e o | < ^
 a n d o < f ^ c (5) 

in which 9" angle between the mean direct ion of wave propagation and the 
axis perpendicular to the barrier . 

The energy density spectrum S„ ( f ) of the wave load W(t) at the structure 
can be determined as ( s e e [ t ] ) 

SW ( f ) %/° 2 ( f ) r 2 ( f ' 9 ) S»i ( f . e ) d ö (6) 
i n which 0 ( f ) • the wave load (otop) per unit of incoming wave amplitude, 

as a function of the frequency f. The waves are assumed t o 
be long crested and perpendicular t o the structure . 

r ( f , 9 ) - the r a t i o of the t o t a l wave load on a structure of length 
2 1 f or oblique wave attack (approach angle 8 ) to the t o t a l 
wave load for a perpendicular approach of the waves. 

r ( f , 9 )  s in (k l s in 8) ( 7 ) 
kl 3in 9 

; k ■ wave number 

Assuming a relatively narrow wave load spectrum S„ (f), and a Rayleigh 
distribution of the individual wave lead peaks, the traditional para
meters W (significant wave load) and T„ (mean wave load period) can be 
obtained by the following relations. • 

W s -2VT- . . . (6) ?v~\f§ •••(9) mn =_/faSw(f)df ...(10) 
Function 0 ( f ) i s determined numerically by ca lcu lat ing per wave frequency 

(wave period) the wave load per unit of wave amplitude a. (= f i ) . 
1 2 * • 

The bas i s of t h i s ca lculat ion i s the fol lowing wave pressure 'd i s tr ibut ion 
according t o a . l inear wave theory, for p a r t i a l l y re f l ec t ed waves against a 
v e r t i c a l wall: 

 between the upper side of the s i l l and the sea water l e v e l (o<z<d) 

p U . z . t )  ega ^ £  j j | \ / 1 + «**> 2<*cos kx' Bint>t+jS) . . . . ( l l ) 

with the boundary pressures 
Pd(x,t) for zd 
p (x,t) for z«o 

/ \ o 
 Above the sea water level (z>d) 

p(x.z.t)  Pd(x,t)  pg(zd) ...'(12) 
 In the sill (z<o) 

p(x.z.t) » P0(x,t) explkz) ...(13) 
in which k *> wave number 

<* ■ r e f l e c t i o n coe f f i c i en t 
<* «■ angular frequency 
t ■ time 
0 ■ phase s h i f t ■ arctg fte " ) t g k x l 
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By integration of the pressure distribution over the height of the struc
ture the wave load at a vertical plane j with a width B. can be determined. 

W, (t)  /p(x.,s,t).B. dz ...(11*) 
J. w^.t J J 
By doing this for the various vertical planes of the barrier, like the 

gate, the front of the pier wall and the front of the pier footing the total 
load due to a^regular wave at the barrier can be found. 

W(t)  j£* Wj (t) ...(15) 
The maximum of this wave load function W(t) divided by the incoming wave 

amplitude gives us the transfer value for the wave period considered. 

3.2. Description of model facilities. 

The hydraulic model tests have been executed in two 100 m long windwave 
flumes of the Delft Hydraulic Laboratory. 

Investigations with perpendicular wave attack were executed in the 2 m 
wide wind wave flume, and investigations with oblique wave attack in the 8 m 
wide wind wave flume (see figure 1 and 2). The irregular waves applied in the 
investigations were generated by programmable wave boards, driven by hydraulic 
actuators and commanded by analogue signals. 

Wave conditions characterized by the spectral shape and wave height dis
tribution, may be generated by a proper adjustment of the input filter 
function and amplification. The wave form is further adjusted to the natural 
shape by wind. 

The wave pattern has been measured by resistance type wave height meters. 
The tests with perpendicular wave attack were carried out using a model scale 
1 : 60, with dummy sections at both sides of the measuring sections, to close 
the flume entirely. 

The total forces are measured by strain gauges attached on a dynamometer 
frame. The model section is hanging free from dummy sections and the bottom. 

3.3 Series of tests. 

In the first place, tests with regular waves have been executed in the 
■ 2 m wide wind wave flume. A great number of H,Tcombinations have been tested 
varying the following parameters: 

 sea water level 
 basin level Oosterschelde 
 waterdepth 

In this way it was possible to check the linearity of the transfer from 
waves into waveloads and to determine the reflection coefficient as a function 
of the above mentioned parameters (incl. the wave period). The reflection 
coefficients have been determined from wave height measurements in a "standing" 
wave in front of the structure. From a linear wave theory the reflection 
coefficient will be _ „ 

o< ■ m a x " a i
° (,6) 

nax
 T n

min 
in which H ^ ^ and H . are respectively the wave height in a anti node and in 
a node of the "standing" wave. Secondly, tests with irregular waves have been 
performed to check the transfer functions determined by the mathematical 
model. The same parameters have been varied as in the regular tests. 

The influence of an oblique wave attack has been tested in the 8 m wide 
wind wave flume approach angles of 30° and 1*5°. 

The incoming wave spectrum S„. (f), needed for the determination of a 
transfer function, has been derived from the measured wave spectrum S (f) 
using the following relation 1 ■ 

V «  TT^If»
2
*V

f ) <
1T) 

in which o<(f) is the reflectioncoefficient as a function of the wave frequen
cy f determined from the tests with regular waves. (See Ikl ). 

3.U. Results. 

The results of the hydraulic model tests were given as: 
 wave forces per unit of wave amplitude for several wave frequencies and 

amplitudes (check on linearity). 
 reflection coefficients as function of the wave frequency 
 transfer functions 
 cumulative frequency distributions of wave load peaks 

Some typical results are shown respectively in figures 3, k, 5 and 6. 

In general it could be concluded, that 
 the transfer value "waveload per unit of wave height" is almost independent 

of the wave height: in other words, the wave load is almost linearly 
dependent on the wave height. 

 The measured and calculated transfer functions are in good agreement, 
except that: 

 the transfer functions derived from measurements in the 
shallower locations show oscillations, in contrast to the 
calculated transfer functions. Mo satisfactory explanation 
has been found for this phenomenon. (See fig. 5). 

 In approximately 10* of the cases the measured transfer 
functions exceed the calculated ones. So the mathematical 
model is not giving the mean of the test results, but a 
rather conservative result. 

 In the case of high sea water levels, the results of the 
model tests for frequencies greater than 0.11 Hz give 
significantly greater transfer values than one would expect 
from the calculation (no explanation has been found for this 
difference). 
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 The distribution of the wave load peaks follows the Rayleigh distribution 
quite well. (See fig. 6) 

 The reflection coefficient is a function of the sea water level, the level 
of the seabottom and the wave frequency. In general the reflection coeffi
cient^ decreases for 

 increasing wave frequency 
 increasing sea water level 
 increasing waterdepth 

(in case of frequencies lower than 0.15 Hz) 
Summarizing it can be concluded, that the modeltests support the mathe

matical model. Consequently this model has been used in the probabilistic 
load determination. 

k. PROBABILISTIC LOAD DETERMINATION. 

U.l. General. 

Starting from the jo in t p.d . f . of the boundary conditions the jo in t p . d . f . 
of the s t a t i c load Sand the s ign i f i cant wave load W  being the character i s 
t i c value of a wave load spectrum  can be found. 

Secondly, the jo in t p.d . f . of the s t a t i c load and the wave load peaks can 
be determined using the dis tr ibut ion of the individual wave load peaks, given 
a wave load spectrum. 

Fina l ly , the probabi l i ty of exceedance of the t o t a l load can be determined. 
These three steps w i l l be described in d e t a i l in paragraph k.2. In view 

of a clear and br ie f notation t h i s i s done ana ly t i ca l l y . However, due t o the 
absence of an analyt ica l description of the wave spectra in case of the 
Oosterschelde storm surge barrier the determination of the load dis tr ibut ion 
has been done numerically. An impression of such a numerical transfer i s 
given in paragraph U.3. 

U.2. The description of the method (see t 6 1 ) . 

Since the basin l e v e l was found t o be v i r t u a l l y s t a t i s t i c a l l y independent 
of the wind speed, the jo in t probabil i ty density function of the boundary 
conditions can be written as: 

P
a m , k . v

( z
m '

b
»

w ) "
p

b
 (b

l
z
m> " P S M*m> * ^ <

z
nr • " <

l 8
) 

Using the equations ( l ) and (2) the condit ional p . d . f . ' s of the s t a t i c 
a load S and the s igni f icant wave load W can be determined from the condit ional 
ij p . d . f . ' s Pb (t>|*m) a n d P w ( w | z J .

s 

.] Using (19) and ( 2 0 ) , equation ( 18) can be transfered in 

V^v^-V^'V81^* Wër if(2,) 
So 

\ . s < V « " \ * * <V*->* IwT-Ts d'm - ( 2 2 ) 

Tw £b 
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Secondly, i t i s now poss ib le t o transfer p„ , „ (W , S) in a jo in t 
p.d . f . of the s t a t i c load and the wave load peaks U, as fol lows: 

PW,S ( H ' S ) ° MJ PWa.S
 ( V S ) " • T Ï T - dWs . . . (23) 

in which Fr. represents a probability distribution, which depends on the 
limit state1considered. In the following«three kinds of limit state are 
discussed. 

1. In cases, where all wave load peaks are in principle important, the 
Rayleigh distribution will be used 
Pr,  Pr (W>w|Wa)  exp{2 ( Ï ) 2

} —
 ( 8 W 

In case of the storm surge barrier this distribution has been used for 
the increasing deformations of the subsoil (see Koeman e.a. f 12] ). 

2. If, however a model is considered in which a one time exceedance of the 
load leads to a collapse, than the probability distribution of the wave 
loads, which are exceeded at least once, has to be used. 
Starting from N independent wave load peaks within the duration of a sea 
state, according to the Binomial distribution the probability, that none 
of the wave load peaks will exceed a level W, equals 

{i P r(w>w|w a)J
H 

The probability Pr, that W is exceeded at least once, equals 
Pr2 ■ 1 - {l - Pr(W>v|Wsf ...(25) 

In case of the storm surge barrier this probability distribution has been 
used in the structural design of the pier,the beams and the gate. 

3. Finally, we can also look at an other model, where collapse only occurs, 
when a load level is exceeded several times (in case of failure of an 
element of the barrier due to fatgue). Based on the Binomial distribution 
we find for the probability Pr, that a load peak exceeds a given level W 
at least m times, out of N. i 

, r ^ ° - 1 H i Pr (W>W|W ) h f l - P(W>w|w f~h . . . (26) 
Pr3* ' " L i E nil**)! • l ' " J 
To arrive at a probabi l i ty dis tr ibut ion of a t o t a l load T for a spec i f i c 
l imit s t a t e , based on the jo in t p.d . f . of the wave load peaks and the 
s t a t i c load, i t has t o be known in which r a t i o the wave load and the 
s t a t i c load contribute t o t h i s l imit s t a t e . 
In general t h i s can be defined as fo l lows: 

ï " l*« £ + ^.W . . . ( 2 7 ) 
Now the probabi l i ty of exceedance of a spec i f ied t o t a l load

 p
r { T>T J , 

can be determined per l imi t s t a t e by integrat ing the bidisens ional 
probabil i ty density function p„ g (W,S) over the area for which 
p S + ^ W > T 

P r ( J > T ) . ƒ P H I 3 (w,s) dWdS ( 2 f l ) 

(»S+JW>T 

t) • • • • • • • • • • • 
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U.3. numerical transfer (see [63 ). 

Since a description of the complete numerical transfer vill be too exten
sive, only one transfer vill be described, which is typical for the entire 
method. For this purpose the transfer from the joint p.d.f. of the basin level 
and the sea vater level to the p.d.f. of the static load is chosen. 

From the p.d.f. of the sea water level the probability of occurrence 
per class Az can be detemined as follows! 

m 

X ax 2 m *mi JT J J 

2 
p ( z ) dz 

z m m 
z . - ±1 
mi 2 

/ Ab ^ (» I O db 

.In the same way for the basin l e v e l can be calculated 

Pr{b.  £Ub<b.. ♦ |k|,aJ  V 

 • ■ V
 2 

The jo in t probabi l i ty of occurrence Pr{z . ,b . } of the basin l e v e l c l a s s 
and the sea water c lass z . w i l l be ml J 

mi 
Pr { z . ,b.J » P r U .  . £ _ z < z _ < z . + ± z \ . Pr f b .   A k < b * b . + ~^-\z \ 1 n J' « mi 2 ^ «"i ^ ^ I I j 2 J 2 ' »» 
For a given geometry the static load S.. for a sea water level z . and a 

basin level b. can be determined. 1J ■
 n a 

Per definition the .probability of occurrence of this static load equals the 
joint probability of occurrence 

Pr \s s^MSaV 
By dividing the complete static load range in classes S with class middle 

S1 it is possible to group all the static loads S.. (i » 1,2...I and j « 1,2 
..J). —J 

3y adding the probabilities of occurrence of the static loads S.. which 
belong to a static load class S , the probability of occurrence of 1J 
be found 

I J 
*\- z: z 

S can 

i*x- ^s<s< S ; L 
1 » 1 j - 1 

Pr f s s..* Ï. . 
J Ijl 1J 

in which ¥. . » 1 for those combinations i j, satisfying 
J
 S l  | § < S . . < S 1 + |S 

Xj ■ 0 for the other combinations ij 
In this way a histogram of the static load is found. 

1. THE RELIABILITY OF THE METHOD. 

5.1 The description of the analyses. 
The probabilistic load determination as described in the previous para

graph, is based on the statistical descriptions of the hydraulic boundary 
conditions. After the transfer from boundary conditions into loads and exe
cuting the statistical compilations the probability distribution of the hydrau
lic load was found. In this method the statistical descriptions of the hydrau
lic boundary conditions, the assumptions with regard to the determination of 
wavespectra and some assumptions in the method itself, have not been varied. 
Therefore the result of the method will be a probability distribution with 
deterministic parameters. 
In reality the parameters of the probability distribution will have a stoch
astic character. 

A study has been executed concerning this stochastic character. This has 
been done by means of a so called "mean value first order second moment method" 
L5J 

This method is based on the following assumptions: 
 The probability distributions Pr. can be described as a function of the 
parameters x. determining this distribution. These parameters are consider
ed to be stochastic variables. 

Pr » f (x , x x x ) 
' d i n 

 The parameters x. have a Gaussian di s tr ibut ion with mean JU and a s tan
dard d e v i a t i o n s . x i 

xa 
 A linear approximation of f(x., xg x ) is obtained by expanding 
the relationship in a Taylor series in a point x* and retaining the first 
two terms. 

* •<<<•*; *; >♦£, ^  " p  i ë *
1 1 

 The function f(x_, x„ ...x ) is linearised at the mean a =• (m , m *.. a ) . 
s o x ' . a . '

 2 n 1 2 D'.* 

These assumptions j u s t i f y the fol lowing conclusions with regard t o Pr.: 
1. Pr. has a Gaussiandistribution 
2. The dis tr ibut ion propert ies are/* » f ( m ) 

i 
As an example in this paper, the reliability of the probability distribu

tion of the total hydraulic load normal to be barrier in case of 1» piers, 
namely R3, R19, H9 and K15 will be discussed. 

The following parameters x. have been considered. 
1. The frequency of exceedance curve of storm surge levels 
2. The probability distributions of basin levels 
3. Transferfunctions with regard to: 



'" töjftiMfrit jj£-A*yS frft*-f-: jMyiy-1*! . . l . A a . f*:i«,-., n'. 

 10 

I » . 
5. 
6. 

a. s t a t i c load above the s i l l 
b. s t a t i c load in the s i l l 
c. Wave load above the s i l l 
d. wave load in the s i l l 
The duration of a storm surge l e v e l 
Wave spectrum 
The p.d . f . of wave spectra per storm surge l e v e l c l a s s 

For the parameters on which 5 and 6 have been based reference i s made 
t o V n j i i  g and Bruinsma T9l 

i „ ^ 1 °
ï

5
r Y i e V O f t b e ï a l U M r

£ i f t i
" < f ° r the various piers i s given l a tab le I . A. x. *,• 

•. 

Parameters 

1 
2 

3 a, b 
3 c . d 
1* 
5.6 

B 

It» 

1*250 

2272 
211*6 
2870 

229 
5636 

821*0 

. " 
1 

26.7 
7.6 
6.8 

12.1 


1*7.0 

100 

H 3 

a 

31*20 

il*8o 
1610 
2616 

203' 
501*5 

6987 

* 

21*.0 

».5 
5.3 

ll»,0 


52,2 

100 

H 

kM 

3070 

11*23 
1U98 

1915 
11*9 

3709 

5580 

15 

% 

30.3 

6.5 
7.2 

11.8 


1*1*,2 

100 

B 

kil 

3620 

1779 
16U 

1879 
150 

381*2 

6106 

9 

% 

35 .2 

8.5 
7.2 

9.5 


•39.6 

100 

Table I 

5 .2 . Resul ts . 

The r e s u l t s of the analyses , being the m e a n ^ „ the standard deviat ion « 1 
and the contribution of each parameter t o the standard deviat ion ( in percen
t a g e s ) , are given in tab le I . 

Comparing the r e s u l t s of t h i s study with the probabi l i ty dis tr ibut ion with 
d e t a r x i n i s t i c parameters used in the design, i t became c lear that the determi
n i s t i c dis tr ibut ions gives approximately 7* higher load values than the "mean" 
dis tr ibut ion curve of the s tochas t i c approach. This has been caused by the fac t 
that the by "engineering judgement" chosen constants were rather pess imis t i c 
mainly for the parameters. 

 wave load above s i l l ( see par. 3 . 3 . ) 
 SOhecatised r e l a t i o n H  T ( see Ï91) 
- foreshore ( s e e JTOJ) ?' 
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v,r. 

ftfTVT} 

• frequency ofT 3* (A J * \ *' E f S
1 1

*
7 d i s t

" ^ i » curve with an excess 
fT*™?? * 0t ?'3? ̂ Vr

2 < S
Pr ) «ceeds the curve calculated with deterministic 

sZTv tllfJtV* I T°* ™?' ThlS e x c e e d M c e « « baen embodied in a partial 
safety coefficient )(according to the ISO standard 239"*). This coefficient 
is intended to allow53 possible adverse modification of the load effects 
due to incorrect design assumptions and constructional discrepancies. 

é.- THE APPLICATIONS IN THE DESIGN PROCTERS. 
» ™ o ? ! Probability distributions of. the total hydraulic load have been 
till it 'r "?*' d

*»!L
diB
«
 oa the d e

« e ° method used. To be able to dis
first

 t W l X e 4 t l 0 M U brier " v i e v of t h
«
 e x i

« " 8 design methods is given 

6.1. The design method. 

«rf*ÜS.*^"*
n
t "  °

a d Sreater t h M ■*»■■«*■ i* one of the most fundamental 
criteria in * design process. To ensure the fulfillment"of this criteio a 
safety margin is introduced between the expected load and the strength pursued. 

■laprinciple there are three philosophies regarding the way of introducing 
a safety margin in the design. m n u n u c u e 
1. the determinist ic design method 
2. the quas i probabi l i s t i c method 
3. the (semi) p r o b a b i l i s t i c method 

ad. 1. 
In the case of a deterministic method, "safe" values are chosen for the basic 
variables causing the load. Usually the mean values of the strength parameters 
are used to determine the strength. The safety margin is guarantee lyT 
safetycoefficient based on engineering experience, 
ad. 2. 
The basis of the quasi prooaoilistic design method is that the parameters used 
in the structural design are not specified constants, but stochastic variables 
wnose exact magnitude is not known with certainty in the design s t a L ^ n d in 
of

S
t
e
hcfe

th
t
e * * « " • P « « « J » . not even a f t e / c o n s t r u c t ^ ^ X the ^se 

1L *» *„ ? ?3ZlC eleaents is not Practical for the normal design activities 
due to the lack of statistical information and of conputewrcgrsas for ass
production, the concept "characteristic value" has been introduce n the 
c o e S e n t s ^

 The Sarety BarSin W m be *»«■•"•«* * Partial safety 
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ad. 3. 
The most advanced design method is the (semi) probabilistic method. In this 
method all basic variables are specified by probability density functions. 
With the help of theoretical models the p.d.f.'s of the strength and of the 
load can be derived. These tvo p.d.f.'s form the basis in determining the 
'failure probability of the mechanism. By checking this failure probability 
against the allowable failure probability of the total system, one can deter
mine whether or not the safety is sufficient. 

6.2. The application of the load distribution. 

In case of the storm surge barrier two design methods have been used, the 
quasiprobabilistic and the semiprobabilistic one. In both of the methods 
the probability distribution of the hydraulic loads has been used. 

6.2.1. Quasiprobabilistic design method. 

In this method, which is the most practical one, a load with a certain 
excess frequency is chosen from the load distribution. 

In the case of the storm surge barrier the design criterion is that the 
barrier has to withstand  with a certain safety margin  a potential threat 
with an excess frequency of 2.5 x 10"Vyear. Considering the task of the 
barrier it will be obvious that this potential threat is based on the natural 
boundary conditions, mainly waves and water level differences, which manifest 
themselves in the hydraulic load. For that reason the design loading has been 
defined as the total hydraulic load with an excess frequency of 2.5 x 10 
times/year. 

This hydraulic load derived from the probability distribution has been 
used an an extreme load, being a characteristic load multiplied by a safety 
coefficient of overloading. This extreme load is used in combination with a 
characteristic strength and the partial safety coefficients needed. So, in 
terms of design methods, a quasiprobabilistic design method has been applied. 

6.2.2._Seciprobabilistic design method. 

Simultaneously with the "everyday" design activities a risk analysis of 
the storm surge barrier has been executed. A first step in this risk analyses 
was to make an overview of all possible causes and circumstances which may 
lead to a aalfunctioning of the storm surge barrier and from that to the 
inundation of several parts of SWNetherlands. 

Subsequently, the causal connection between the elements have been 
determined, which has been done with the aid of so called fault trees (and 
event trees). An ever returning element in the fault tree is the state 

• • • • • • • • ■ • 
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"Load greater than strength". This plays a very important role in every part 
of the barrier. A state in which the external load at the structure equals 
the loading capacity'of the structure is called a limit state. Consequently, 
a structure has a number of limit states equal to the number of failure 
mechanisms. 

A last step in the risk analyses is to determine as exactly as possible 
the probabilities of all the elements in a fault tree, in order to determine 
the probability of malfunctioning of the barrier. This overall malfunctio
ning probability has to fulfill an acceptable level. 

To be able to determine the probability of failure of a lisit state of 
a structural part of the barrier a semiprobabilistic design method has been 
applied. In this method it is possible to use the full statistical descrip
tion of the hydraulic load in combination with strength parameters as stoch
astic variables. 

For those cases when 
the transferfunctions from the hydraulic parameters 
to the hydraulic load are available in an analytical 
form 

and the theoretical models are available to determine 
the loading capacity of the structure from the 
strength parameters, 

the semiprobabilistic design method can be done fully analytically. A so 
called "advanced first order second moment method" can be used in that case. 
(see 5 ). In the design of the storm surge barrier this has been applied to 
 the main cross section of the floor slab 
 the overall stability of the piers 
 the main girders of the gate 

2 CONCLUSIONS. 

A probabilistic load determination as discussed in this paper allows a 
more realistic hydraulic design load, to be used in the prevailing design 
methods, than the conventional deterministic methods. It avoids a too 
pessimistic load determination. In the case of the most heavily loaded 
pier this has resulted in the figures as mentioned in the table below. 

Storm surge level 
Wave spectrum 

Basin level 
Total hor. force 

A reliability analysis of the probabilistic method shows that a probabili
ty distribution curve with an excess frequency of 2*3% Ĉ fY

 + 2Sp ) 
exceeds the curve derived from constant p.d.f.'s of the parameters only in 
a minor way. 
The application of a semiprobabilistic design method provides a quantita
tive insight into the influence of the stochastic uncertainty of the basic 
parameters. It thus forms an important tool in assigning priorities in 
study or quality control to specific parameters of theoretical models. It 
contributes moreover to an overall risk analyses of the system by provi
ding the probability of failure of each element of the system. 

Deterministic approach Probabilistic approach 

NAP + 550 a Pr(z > z )°exp(2.3Za"2'^'> )' > 
height  10 m p ,

 m
i z 0.696 

period 12 s §*i l s
V ' ■ ). 

NAP  1.70 m SS. 0» | zm) 
T = 1T3000 kN P(T> 100.000 kN)=2.5 . 10"U 
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amplitude of a regular wave 
width of a structure element 
characteristic strength 
basin level Oosterschelde 
water depth (till still water line) 
directional spectrum 
wave frequency 
function (static load) 
wave height in an anti node of a standing wave ': 

wave height in a node of standing wave 
significant wave height 
binomial coefficient 
wave number 
dimension of the structure 
number of load exceedances 
area of wave load spectrum 

(dutch). 
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f 
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H 
max 
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H 
s 
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second moment of vave load spectrum 
nth moment of vave load spectrum 
number of wave loads 
transfer function 
probability of exceedance 
probability density 
wave pressure 
correction factor (oblique vave attack) 
static load 
spectral density of incoming vaves 
spectral density of vave loads 
time 
peak period of vaves 
mean vave load period 
total load 
vind velocity during 1 hour 
vave load 
significant vave load 
coordinate 
basic variable hydraulic load 
x. in design point 
coordinate 
accounting factor 
coordinate 
maximum storm surge level 
reflection coefficient 
contribution factor (static load) 
contribution factor (vave load) 
phase shift 
approach angle of waves 
mean approach angle of waves 
mean of Pr (T>T) 
mean of x. 

1 
standard deviation of P (T>T) 
standard deviation of x. 
angular frequency 
specific density of vater 
elevation 



■kx^;a»ateaate»«i^itg2BritSis&aigi^^ 

o 

I 

l 
c 
5 

ï 

A 

D 

! 
re 

O 

O 

m 
o 

o 
2 

w * 

I 

f 

«no 
kll/n( 

f 
1 

son 

200 

ion 

0.0 

\ 
\ 
\ 

> 

> 

^ 

f— 
1 

OOI 

i, 
% 

\\ 

—-

1* 6 

J i 
1 

— 

0.0 I 

SEAWATERLEVEL : N.A.P. .7SO ra 
IRREGULAR WAVES 

H i • 4.05 n 

REGULAR WAVES 

♦ fi = ï.aoói (p'323 L 3 ï i | 
• fir 3.1SB1 (P3.16 . 3.19} 
* f l s 5.15 m IP 3.20 . 3.201 

01 

sS 

2 

k 

0. 

£ 

s 

* | 
' \ 

01 e 

♦ 
i 

02 

■ 

1 

*■ WAVE FREQUENCY (Hi. I 

Figure 3. Wave forces per unit of wave amplitude in 
comparison with a continuous transfer. 

10 

0 

T ni 

1 

07 

06 

OS 

04 

0.1 

02 

01 

( 

;. 

o.o 3 OX) 

> 

• 

rgL, 
0 

S 

V 
+ 

\ 
0 

V 

0.0 

1 , 

| 

• 
V • I B ' sN.A.R, 7.5 in 

♦ ' -^ o tN .AR , S j a 

\ 
• 

3 

\ 

I 

\ 

0.1 

o
V 

\ 
\ 

o 

e 
\ 

\ 

2 

'\ 
\ 

1 

'\ 
\ 

\ 
\ 

0 1 

\ 
- A 

\ 
—\ 

\ 
\ 

5 , 

' y 
\ 
Ö 

\ 
\ 

\ 

/ 0.1 

\ 
\ 

v. 
e 

V 
• 

021 

-»-WAVE FREQUENCY (h i l l 

Figure 1». Reflection coefficient. 



* t m £ft' 
18 -

■ . *
,
»*iL_i.Lf...fcji.,_'ir & *J.  **£&*■ 

ion w 

1' a ooo ■ 

( k N / n t 

13500 

9000 

£500 

MEASURED : 

N.A.R . 3.5 
K.A.R • 5.5 
N.AJ? . 7.S 

O U l 
O" 0.05 

CLOSED GATE 

N.A.R 3 NIEUW AMSTERDAMS PEIL 
! NATIONAL REFERENCE LEVEL) 

FORCES PERPENDICULAR TO 
A SECTION OF IS METRES 
WIDE PER METRE WAVE HEIGHT 

.3.S 

.5.5 

.7.5 

0.10 0.1S 0.20 
FREQUENCY ( Hx ) 

V; 

Figure 5. Comparison of calculated and measured 
transfer functions for different vater 
levels at the sea side. 

i 

UN
 3 S 

.103 3j 

I-
24 

20 

If, 

12 
a 

*. 

9. 

RAYLEIOH DISTRIBUTION 

i CREST VALUE — • — 
.TROUGH VALUE — • — 

C s TROUGH TO . — • — 
CREST VALUE 

loo ao 60 io 20 s i 05 0.1 
90 70 50 30 10 

_ PERCENTAGE EXCEEDANCE 

kN 
«10

3 RAYLEIGH DISTRIBUTION 
(TROUGH TO CREST VALUES) 

100 80 60 Ut 20 5 1 OS 0.1 
90 70 SO 30 10 

PERCENTAGE EXCEEDANCE 

Figure 6. Cumulative frequency distributions of total force perpen
dicular to structure's centreline. 

*J.4. >-l.~±l • i&mÜ<i*-i 

IbbCtnO nummer W»d 1 

/ 0 BAYESIAANSE VERWERKING VAN STATISTISCHE INFORMATIE 

1. Inleiding 

Waarschijnlijkheidsrekening kan beschouwd worden als een onderdeel van 
de wiskunde. Een kans is dan een getal tussen 0 en 1 (een maat) dat wordt 
toegekend aan een verzameling. Op basis van een aantal spelregels kunnen 
relaties en stellingen worden afgeleid. Van een interpretatie van het 
begrip kans is daarbij eigenlijk geen sprake. Anders wordt dat zodra 
men waarschijnlijkheidsrekening toe gaat passen op praktische proble
men. Twee belangrijk filosofische stromingen kunnen daarbij worden on
derscheiden: de "frequentistische" en de "Bayesiaanse". Deze notitie 
heeft tot doel duidelijk te maken hoe men in praktische gevallen een 
Bayesiaanse analyse uitvoert en welke de verschillen zijn met de fre
quentistische werkwijze, (literatuur |l|, U I , |3|). 

2. Het frequentistische versus Bayeslaans kansbeqrip 

Het frequentistische kansbegrip stelt dat de kans op een gebeurtenis 
A gelijk is aan p indien de verhouding n(A)/N voor grote Ntotp nadert, 
hierbij is N het totaal aantal malen dat een experiment wordt uitgevoerd ■ 
en n(A) het aantal malen dat A als uitkomst te voorschijn komt. Symbolisch 
genoteerd: 

,, "<
A 1 _ „ ...(1) 

P(A)  p als lim £  p 
Nw> 

Het Bayeslaans kansbegrip stelt dat de kans op een gebeurtenis A gelijk 
is aan P indien men indifferent staat tegenover een weddenschap waarbij 
de winst bij het optreden van A evenredig is met l/p en het verlies 
bij niet optreden van A evenredig is met 1/1  p. Formeel genoteerd 
(o » willekeurige constante): 

• m.i#LJI • _ • fta^iü • „ • •._;• 
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P(A) P als P(A) {5} 
P P(A) { (2) 

We merken op' dat het Bayeslaans kansbegrip het frequentistische insluit. 
Immerjs als aan 'M) wordt voldaan staat men indifferent tegenover een ( 

weddenschap met winst (a/p) en verlies a / M  p) . Het wezenlijke ver

schil tussen beide definities is dat het in de Bayesiaanse omschrijving 
! «i 

niet'woedt vermeld waarom men indifferent is. De reden daarvoor mag"liggen 
'l 

in uitgebreide statistische., informatie maar even goed in een gevoelsmatige 
taxable. Het Bayesiaanse kansbegrip is in wezen dus subjectief en aan 
(eenzelfde gebeurtenis kunnen door twee personen verschillende kansen 
voiden toegekend. Volgens de Bayesiaanse 'interpretatie zegt een kans 

: iets over .de onzekerheid die iemand heeft aangaande een gebeurtenis, j 
het weerspiegelt een "state of mind", volgens de frequentieinterpretatie 
zegt de kans iets over de gebeurtenis zelf, het weerspiegelt een "state 
of matter". 

Het merendeel van de beoefenaren van de mathematische statistiek is aan
hanger van het frequentistisch kansbegrip. Subjectieve kansen horen volgens 
hen niet tot het domein van de wetenschap die per definitie objectief 
moet zijn. De Bayesiaan verdedigt zijn standpunt door erop te wijzen 
dat er in het leven nu eenmaal beslissingen moeten worden genomen, waar

bij de subjectieve beoordeling in een eerder of later stadium 
onvermijdelijk is. Gegeven die onvermijdelijkheid wordt het Bayesiaans 
kansbegrip gezien als een hulpmiddel om consequent en rationeel te kunnen 
handelen en het subjectieve element tot een minimaal en traceerbaar aandeel 
te reduceren. Bayesiaanse waarschijnlijkheid mag dan ook nooit .los worden 
gezien van Bayesiaanse besliskunde. 

Alhoewel de subjectieve kanstoekenning de basis is yan de Bayesiaanse 
kansrekening zijn natuurlijk ook statistische gege'vëns'èrg belangrijk. 
De wijze waarop statistische gegeven met subjectieve kanstoekenning wordt 
gecombineerd is schematisch weergegeven in figuur 1. Deze verwerking 
van de statistische informatie wordt in het Engels de Bayesian Terminal 
Analysis of Bayesian Posterior Analysis genoemd. De toevoeging "Terminal" 

houdt in dat er nog een andere analyse aan vooraf hoort te gaan, namelijk 
de preposterior analysis. In die analyse wordt beslist (!) of het über
haupt zinvol is gegevens te verzamelen. Soms is het namelijk voordeliger 
om een bepaalde situatie van onzekerheid maar te laten bestaan. Een derge
lijke gedachte is kenmerkend voor de Bayesiaanse filosofie. In deze noti
tie houden we ons overigens alleen bezig met de verwerking van de gegevens 
en we duiden die kortweg aan met Bayesiaanse Analyse. 

I 
I A 
l , 
I I 

IL 
i 

gegevens 

A « '
r U r i 

V 

i 9AYESIAA.1SÏ 
ANALTSÏ 

Fig. 1 Principe van 
een Bayesiaanse analyse: 
een subjectieve a priori 
verdeling wordt gecombineerd 
met objectieve gegevens tot 
een zogenaamde a posteriorl
verdeling, met behulp van het 
theorema van Bayes. 

3. Het theorema van Bayes 

V 
I 

i posteriori 

Centraal in de Bayesiaanse Analyse staat het theorema van Bayes. Opgemerkt 
wordt dat het theorema a l s zodanig een normaal wiskundig theorema i s 
waarbij de interpretatieproblematiek geheel nie t aan de orde i s . Op 
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deze problematiek komen ue pas weer terug onder punt S. 

In deze kansrekening is de conditionele waarschijnlijkheid op de gebeur
tenis A, gegeven dat gebeurtenis B is opgetreden, gedefinieerd als: 

Voor de kans op B gegeven A geldt analoogi 

P{A en B} 
»<■!*)- -VST 

Als met behulp van (4) de kans P{A en B ) uit (3) wordt geëlimineerd 
volgt er: 

(4) 

' (»!■> - , f
V { , >

> T M 
...(5) 

Daarmee is het theorema van Bayes afgeleid. Dit theorema kan oen zien 
als een regel die laat zien hoe de kanstoekenning aan A (eerst P(A)) onder 
invloed van gegeven B gewijzigd wordt in P(A|B). Men noemt P(A) de apriori
kans (prior probability) en P ( A | B ) de aposterlorikans (posterior probability), 

Voorbeeld: Twee vasen met rode en witte ballen 

Gegeven zijn twee identieke vasen met (oneindig veel) rode en witte ballen. 
In de ene vaas, vaas A, zitten 67% rode en 33% witte ballen. De samenstel
ling van de tweede vaas, B, is juist andersom, 33% rood en 67% wit. Stel 
nu dat ad random een van de vasen (!) wordt gekozen en uit deze vaas, 
eveneens random, drie ballen worden genomen: tweemaal een rode en als 
derde een witte. Gevraagd: wat is de kans dat deze sterkproef afkomstig 
is van vaas A en wat is de kans dat deze afkomstig is uit vaas B? 

• • • • • • • • • 

»'■• >'"•' ' .
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We voeren in: 

R: er wordt een rode bal getrokken 
Wi er wordt een witte bal getrokken 
Al da vaas is vaas A met PiR)  2/3 en F(W)  1/3 
Bi de vaas is vaas B met P(R)  1/3 en P(W) » 2/3 

We beginnen met de vaststelling van de apriorikansen. Voor we aan 
het experiment beginnen zijn beide vazen even kansrijk: 

P{A}  P{B}  0,5 

De kans op de sterkproef (RRW), gegeven dat we te maken hebben met vaas 

A, wordt gegeven door: 

p { R R W | A }  f . § . f  | y 

Analoog gegeven vaas B: 

1 1 2 2_ 
T " I ' T " 27 P{RRW| B) 

Het behulp van het theorema van Bayes volgt nu: 

pfA I RRW) = P{RRW| A} P{A} (4/271(0.5) 
PIA | RRW) = p { R R w ) p{RRW} 

1,{B | RRw) . P { * H B) P ( B ) m (2/27) (0.5) 
1 1 ' P T R R W Ï P (RRW) 

De som van de kansen op A en B moet natuurlijk ook na de steekproef nog 
steeds 1 zijn. Deze eis maakt het mogelijk P(RRW) te bepalen: 

P{RR«)  P{RRW|A} P{A) + P{RRW|B} P{B} ...(6) 

p{RR«} = (4/27)(0.5) + (2/271(0.5)  3/27 

■• En daarmee volgt als eindresultaat: 
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P(A|RRW)  2/3 P{B|RRW}  1/3 

De kans dat de vaas van type A is stijgt dus als gevolg van de waar. ■ 
nomingcn RRw van 1/2 naar 2/3» do kans op vaas B daalt van 1/2 naar 1/3. 
Indien de waarnemingsreeks verder wordt doorgezet zal in beginsel de 
kans op een v»n de twee vazen naar 1 gaan en de ander naar 0. 

Een interessante vraag is verder wat de kans is bijvoorbeeld een rode 
bal uit de (onbekende) vaas te trekken, zowel vóór als na de steekproef. 
Beschouw eerst de situatie vddr de steekproef. De kans op een rode bal 
is 2/3 in geval van vaas A, die op zich 50% kans heeft, en 1/3 in geval 
van vaasB, die ook 50% kans heeft, derhalve: 

P{R}  P{R|A) P(A} + P{R|B} P{B} ...(7, 

P{R)  (2/3X0,50) + (1/3) (0,50)  1/2 

Na de steekproef is de kans op een rode bal in geval van vaas A nog 
steeds (2/3), maar de kans op vaas A is nu geen 50% maar 67%; analoog 
is de kans op rood gegeven vaas B nog steeds 1/3, m a r de kans op B is 
gedaald naar 33%. De kans op rood gegeven de steekproef RRW wordt dusi 

P{R|RRW}  P { R | A } P{A|RRW} + P { R | B } P{B|RRW} . . . ( 8 ) 

P{R|RRW}  (2/3X0,67) + (1/3X0,33)  5/9 

De kans op het trekken van een rode bal is dus onder invloed van de 
steekproef RRw gestegen van 1/2 naar 5/9. 

4. Formules voor de Bayeslaanse Analyse 

Het voorbeeld van het tweevasenprobleem is in feite een volledige 
Bayeslaanse.analyse in een notendop. T.b.v. verdere toepassingen is het 
echter zinvol de formules nog verder te ontwikkelen. 

We nemen in beschouwing een aantal gebeurtenissen A (i  1 .. n) die 
elkaar uitsluiten (d.w.z. P ^ en A^}  0 voor 1 ^ j) en gezamelijk de 

« • + • • • 
ibbctno numm.. 

totale uitkomstenruimte van ,een experiment vormen (P{A „f A ... of A } 
 ZH&J  1). Op ieder van deze gebeurtenissen kan het theorema van * 
Bayes „orden toegepast voor verwerking van statistische informatie 
D (Data): 

P(D|A } p{A.) 
PÏÖT ...(9) 

Ook na verwerking van informatie D geldt dat de som van de kansen o P 

Ax gelijk moet zijn aan 1: Z P I A J D )  1. Op grond van die eis kan P(D) 
UArHon H o n * * l A . 

P { D } «EpfolA^ p { A } 
. . . ( 1 0 ) 

Formule (10) staat bekend als het "total probability theorem».' een theo
rema dat bij de verdere analyse no, erg belangrijk zal blijken. Voor 
de bepaling van P{D} zelf is het eigenlijk niet eens zo interessant 
Uit bovenstaande blijkt dat P { D ) eigenlijk alleen een normeringscbnstante 
is, die altijd wel (achteraf» bepaald kan worden. Het theorema wordt 
daarom meestal genoteerd alss 

P { A J D } = N P{D|A1} P{Ai} 
..(11) 

"De kans P { D | A I ) wordt in het Engels aangeduid als de "Data likelihood". 
De aposterorikans voor A i is dus evenredig met het product van de apriori
kans en de data likelihood bij gegeven A 

in veel gevallen betreffen statistische problemen stochastische variabe
len, „aarvan de verdeling bekend wordt verondersteld, maar de parameters 
geschat moeten worden aan de hand van statistische gegevens. T.b.v. de 
uitwerking van de formules voor dat probleem beschouwen we het volgende 
voorbeeld. 
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Voorbeeld: oneindig veel vazen met normale verdelingen 

Gegeven is een groot aantal vazen met daarin genummerde ballen. De nummers 
binnen een vaas volgen een normale verdeing met gemiddelde u, en standaard
afwijking a . Elke vaas heeft dezelfde standaardafwijking, maar het gemid
delde verschilt van vaas tot vaas. Deze gemiddelden vormen op hun beurt 
ook weer een normale verdeling met gemiddelden en standaardafwijking 
a . Zowel het aantal vazen als het aantal ballen per vaas is zo groot 

I* 
dat van continu verdelingen kan worden gesproken. 

Analoog aan het 2vazen probleem wordt eerst ad random één van de vazen 
gekozen en vervolens uit deze vaas een steekproef. Gevraagd wordt met welke 
vaas ofwel met welk gemiddelde u we te doen hebben. 
Voorlopig onderzoeken we de invloed van een enkele waarneming, zeg : 
x = £. We passen nu het theorema van Bayes toe met 
A, » m <|i < m + dm en D  £ < K < £ + d£: 

p{m < |i„ < B + dm|x - £ } - N P { £ < x < £ + H\^x • a) H" < \^ < a * da) 

. . . ( 1 2 ) 

Achter de verticaalstrepen zijn £< x < £ + d£ en m < u^ < a + dm ver
vangen door x » £ en u  m. Verder wordt opgemerkt dat de intervalgrootten 
d£ en dm ge%n invloed hebben op het resultaat. 

We noteren (12) nu in de vorm van kansdichtheidsfunctiest 

*xl
x 

(m;£) dm =.N f 1 (£; m) d£ f (m) dm 
■ * 1 Kr K, 

De intervallen dm vallen tegen elkaar weg, het interval d£ brengen we 
bij N onder zonder overigens de notatie te wijzigem 

£ u x | x < - » « ' - N '«1^ *'m) \ M 
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De funct ie f (m) i s de apr io r i -kansd ich the ids func t ie voor het 
x 

gemiddelde en dit is dus een normale kansdichtheidsfunctie met 
gemiddelde u en standaardafwijking o*. 1 

V » 7K a
 exp (

 : r
 } •••

(l4) 

•** u 2 a 
De datallkelihoodfunctie f . (£,m) is een normale verdeling 
met gemiddelde u  m en stanaaardafwijking o* 1 

f
x|ux w - k ^

v{
-

1L
rf

2)  "
5 ) 

X 
Nadrukkelijk komt in deze kansdichtheidsfunctie de m voor en niet 
da u 1 het is immers de dichtheid van x, als gegeven is u  m 
(zia 12). 
M.b.v. (14) en (15) kan (13) nu worden uitgewerkt tot (wederom 
constante delen onder de N schuivend)1 

,r m.2 (m  |i ) 2 

f
u .v

 (B
'
C) " N e x

P
 {
 " o ,

 } ...(16) 
**r

 2 CT
x

 2 a
t 

De kansdichtheidsfunctie voor u bij gegeven waarneming x - E, blijkt 
een exponent te zijn van een kwadratische vorm in m. We concluderen 
hieruit dat u |x = £ nog steeds normaal verdeeld is. Via kwadraataf
splitsing van de term tussen haken kan (16) herleid worden tot 
de standaardvorm. Dit is gedaan in bijlage 1. Geconcludeerd kan 
dan worden dat u na de waarneming x  £ een gemiddelde en een 
standaardafwijking heeft volgens 1 

lier + £ a 

X u 
„
2 T

2 

Of • 3T 
o

2 _  * —  U . ...(18) 
Ü* er' ♦ a 2 

X u. 

• 
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Probleemstelling: 

Gegeven Is een stochastische variabele x, normaal verdeeld met gemiddelde 
U en standaardafwijking CF ; De standaardafwijking O is precies bekend, 
* x , x 

het gemiddelde is onbekend. Gegeven is verder een steekproef van n waar
nemingen met steekproefgemiddelde %. Welke statistische conclusies kunnen 
worden getrokken? • ■ ■ , . : - ■ ■ < 

In vergelijking met het vorige' voorbeeld is nu het gegeven Van de "normaal 
verdeelde vaasgemiddelden" verdwenen. Dit zal essentieel blijken. 

We leggen het probleem voor aan een ingenieur, een klassiek statisticus 
en een Bayesiaan. Laten we aannemen dat de ingenieur begint. Hij zal zeggen 
dat 5 zijr. beste schattin? is voor het onbekende gemiddelde, maar dat reke
ning moet worden gehouden met mogelijke afwijkingen. In verband daarmee is 
het zinvol een zogenaamd betrouwbaarheidsinterval aan te geven, bijvoorbeeld 
een, tweezijdig 90% betrouwbaarheidsinterval waarvan de onder en bovengrens 

: gegeven worden door* ' •' • '  ■• ■■> • .. ii?; 

U0 ' l  1.64 Ox//n ...(27) 

V^ = l + 1.64 o // n 

De ingenieur besluit zijn analyse met de opmerking dat er dua 90% kana ia 
dat het gemiddelde tussen \i en ]i.ligt. '■' ' ' ' '■ ' " 
Deze laatste uitspraak schiet bij de klassieke statisticus In het verkeerde 
keelgat. Kijk, legt hij uit; inde statistiek ga je uit van een hypothese. 
Indien de waarnemingen onder de aanname dat de hypothese juist is'redelijk 
waarschijnlijk zijn; dan' is er geert reden om de hypothese te verwerpen. 
Zdjn de waarnemingen'wel erg'onwaarschijnlijk, dan wórdt dé hypothese dus 
wel verworpen. Van allé hypothesen» < U < ' '♦«• 'komen op die manier de 
hypothesen ux < U Q en l_x > ub voor verwerping in aanmerking en de hypothesen 
M
o
 < y

x * ̂ b
 niet D o o r bi

l d e be
Paling van U Q en l^ uit te gaan van

C i 1.64 p x// n bereiken we dat de hypothesen |l < \i < \L selchts in gemid
deld 'één~op'de tien "gevallen ten onrechte aanvaarden.Daaruit mag"'echter 

r;
hi'et worden geconcludeerd" dat de kans dat \i In het gegeven" interval ligt 
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30% is. Het gemiddelde Ux is namelijk een deterministische grootheid, ! 
waarbij het onzin is te spreken van een kans op ligging in een bepaald 
interval of' daarbuiten. Zoiets mag alleen bij stochastische grootheden. 
De 90% betrouwbaarheid zegt alleen iets over het relatieve deel van 
alle statistische uitspraken dat (gedaan op deze basis) juist is, het 
zegt'verder niets over u . 

■ x 

Verbaasd dat èen onschuldig lijkende conclusie zoveel weerstand heeft 
opgeroepen kijkt de ingenieur naar de tweede statisticus in het gezel I 
schap, de Bayesiaan. Deze merkt eerst op dat hij er geen bezwaar tegen 
heeft dat Ux als stochastisch wordt beschouwd. Het stochastische karak
ter wordt volgens Bayesiaanse opvatting namelijk niet bepaald door de 
grootheid zelf (state of matter), maar door wat daarover bekend is. 
(state Of mind). Dé uitspraak van de ingenieur is daarmee overigens 
nog niet zonder meer waar. Kennelijk, zo redeneert de Bayesiaan, is 
uitgegaan van een vage apriori normale verdeling voor U , getuige de 
overeenkomst van de formules (27) én (21). De Bayesiaan zal dus nog 
aan de ingenieur vragen of deze vd<5r de waarnemingen echt zo weinig wist, j 
of 'dat hij toch' een of ander verwachtingspatroon had. In dat laatste 
geval zouden bijvoorbeeld de formules (19) en (20) gebruikt kunnen worden 
met een dienovereenkomstige wijziging van het betrouwbaarheidsinterval. 

"Daarmee worden alle uitspraken wel subjectief, terwijl het doel van de 
wetenschap toch moet zijn om objectieve uitspraken te doen", zal nu onge
twijfeld de reactie van de klassieke statisticus zijn. De Bayesiaan merkt 
op dat objectiviteit geen doel in zichzelf moet worden. Het gaan er pri
mair om zoveel mogelijk informatie mee te nemen en te komen tot bruikbare 
resultaten. In dat verband heeft de ingenieur nog een aardige vraag: wat 
doen we nu mét x zelf? De klassieke statisticus no^mt dat x, gegeven de 
steekproef, als normaal verdeeld moet worden beschouwd, met standaardaf '; 
•wijking Ox'en gemiddelde j£ of i^ ai naar gelang wat in het beschouwde pro
■bleem een "veilige" 'aanname is'.' ''"' '' 

.;■>, ,..„ >v» u •. 1 •■'■'• 11., . * ■■■!''• "!:•■ ;" ■' ""' ! • ' ' '""' ; 

De Bayesiaan zal er nu op wijzen dat de 90% betrouwbaarheidskans toch ook 
arbitrair en subjectief was. Als consequenties van een foutieve, ke.us_.zeer 

irr< n'; 

http://ke.us_.zeer
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ernstigworden''bestaat de rtéigirig bm naar 95* of 99%' te gaan. Criteria' '' 
voor^deze kassen zijn' bijzonder moeilijk éë formuleren. Bovendien treedt 
een vervelende vermenging op van kans engevolg: De Bayesiaanse oplossing 
loopt'watdafcbetreft'söepëler.'D.m'ïv.^ae formules (23)'réri/óf (25/"wórden "' 
deonzekerheden iny ën x'als gelijkwaardig gecombineerd, hun onderlinge 

. verhoudingkan daarbij duidelijk; aan het ■ licht koriefu De eenmaal' Iri het 
begin uitgevoerde apriori analyse t.a'.v.' p spaart op dat moment dus een 
venvelende arbitraire keuze uit die bovendien vermè'ngS'is "met méér "aspéc' ■ 
ten (gevolgen). 

6. Verdellngatype onbekend 

De klassieke mathematische statistiek kent ook toetsen voor verdelingen. 
Er wordt eenhypothese (H ) gedaan dat een bepaalde grootheid een bepaalde 
verdeling beait. Uitgaande van diehypothese worden Vervolgens kritische1''1''' 
waarden O jen Cj voor een statistic t berekend vla: """' '"" "" '■ '•' ■ ''''"" '*■"■'■ ! 

p{Cj .< t < c2 I Ho}   1  o s " ><• I "  ' ':'" ...(28)! •'■■ 
..'■  , , , .. ■ .. . .: «.. 1 K •- ., .■ ..il"' ■ ;l 1 »• •  V 

Als de waargenomen waarde van' de statistic (t(D)) buiten het interval'l'lgt 
wordt de hypothese H verworpen. De betrouwbaarheid van de toets is 1  o. 
De redenering ir dus analoog aan' die 1 bij de parameterschatting. ' 
Wederom komt'men in de verleiding om;'bij voldoen van de 'wattrnè'mirigen•• a'aW"~ '' 
de norm, de kans op juistheid van H te stellen op 1  O. In dit geval is dat 
echterinog stelliger incorrect en te vergelijken met de uitspraak dat één 
specifieke, waarde, van het gemiddelde een kans heeft Om juist taizljn:  '' 

Bezien, vanuit de klassieke statistiek is er maar één juiste weergave: er is 
een kans a dat dehypothese H_ ten onrechte wordt verworpen. Acceptatie 
van H houdt eigenlijk alleen in dat er onvoldoende reden is om H te ver0 o 
werpen,"Bafcuurlijk kan men in een bepaald geval meerdere verdelingen toetsen. 
Indien al deze verdelingen een bepaalde toets overleven kan men a groter 
kiezen en kijken wanneer een van de hypothesen afvalt. Langs die weg zou men 
eventueel tot een keuze kunnen komen (maximum likelihood schatting). 
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We zijn dan overigens al erg dicht aangeland bij de Bayesiaanse 
oplossing! Bij eén Bayesiaanse 'aanpak selecteert men vooraf ̂ en. aantal ,,t 
verdelingen.'Went daaraan apriorikansen toe e'n'bepaalt vervolgens. o R 

grond van Hat Warnemingsmateriaal en het theorema vaii Bayes de 
apbsteriorikansen ! \ \:v X I T Ï T 

' P {HjD}  N P {b'lH,} P ' { H T '
G •■' "'" '"' " " ^ «•"

 r : ^ ' 
 r . r ■ : ,  . ^   r i  » i •!. ' ' " - * r '•  < " "  " « > '" ' ' ■ " > " 

/ j».-1 i-.m 
■ Herverdeling

1
! is juist' '

 ?
" ' 

D "-waarnemingen 

Voor de var iabe le x kan vervolgens a l s dichthe idsfunct ie worden genoT 
t e e r d e ~" 1 •=-.-*' • " '"• •" ' ' • • • ' " . " 

„ . - . i.. t . , . . ■<•• ■••; 1 <v • • " • 1 • ■>. " '■■'■' - - '■• '•' • 

waarbij f ^ f ? ) dö dicl ïójèldsfunct ie van type i i s . 
x 

Uiteraaro^is tie Selectie" van verdeiingstypen en de toekenning, van . 
P(H^D1 een"subjectieve zaak':'" ■ 

Een alternatieve opioSsing is te veronderstellen dat de verdeling van 
de onderzodhte variabele een nietlineaire transformatie is van een 
normaal

:
verdeelde'variabele: • • 1" 

.. .„,. ,.„.  fi, ,. . .... „ . ■ • . . ■ . • ! .  f. " 

'X • a : +i'a u ♦ a_u + ... . 
o l 2

 + •" ...(31) 

u irHörmaal oet i,(u)  0 en o(u)  1. I„ „ezen is het probleem nu 
teruggebracht tof het probleem van''de'parameterschatting. Bij ontwik
keling van (31) tot d e V term heeft men in feite (n+1) parameters te 
bepalen. Eventueel zijn ook andere "meerparameter systemen» bekend (bijv. 
het Pearson systeem |4Jj waarmee men het verdelingskeuzeprobleem reduceert 
tot een paraméterKeüzèproblèem. In practische gevallen lijkt zo'n werk
wijze meestal aan te bevelen. Men kan daarbij zowel Bayesiaansals klas
siek statistisch te werk gaan. 
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7. Conclusie 

De ingenieur die gebruik vii maken van probabilistische methoden is het 
=eest gebaat bij een Bayesiaans kangbegrip. Voor de beoordeling «an SiJn 
systeem heeft de ingenieur behoeft aan het meenemen van jUle vormen van 
onzekerheid en het inbrengajg van. alle aanwezige informatie, In een 
Bayesiaanse analyse is dat aofnUjk,. slj het op een subjectieve manier. 
De mathematische statistiek tracht daarentegen alleen, objectieve uit». 
spraken te coen« maar kan daardoor minder Informatie en minder vormen 
van onzekerheid meenemen. 

i. 
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