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Inleiding en doel van het college

Het entameren van nieuwe activiteiten brengt altijd additionele risico's
met zich. Daarmee is men in Nederland reeds lang vertrouwd. De tochten, '
dic de schepen van de V.0.C. naar Indié maakten, waren bijzonder riskante
ondernemingen. Slechts twee van de drie schepen, die uit Amsterdam ver-
trokken, keerden ooit in de hoofdstad terug. )
Ook het bewonen van lage gronden, of zelfs de bodem van de Beemster, na-
dat de woeste plannen van Leeghwater waren uitgevoerd, was niet zonder
gevaar. Talloze overstromingen toonden dat aan.

Toch hebben onze voorouders in deze en nog vele andere zaken, de kwade
kans gatrotseerd en daarmede een steen bijgedragen aan de huidige wel-
vaart van Nederland.

Vroeger werd waarschijnlijk in een kleine kring besloten of de te ver-
wachten opbrengsten van cen riskante ondermeming opwogen tegen de kans

op verliezen. Tegenwoordig is dat niet langer zo. De vraag of men over
moet gaan tot het gebruik van moderne energiesystemen als L.N.G. en
kerncnergie, leidt tot intense maatschappelijke discussies.

De kleine kans op grote en onvoorstelbare gevolgen, die gepaard gaan met
het falen van dergelijke systemen beheerst de discussie veeleer dan de
omvang van de te behalen voordelen.

De beoordcling van de maatschappelijke aanvaardbaarheid van riskante
activiteiten heeft twee kanten: enerzijds de maatstaven die de bevolking
aanlegt, anderzijds de objectieve methoden ter bepaling van de gevolgen
van ongewenste gebeurtenissen en de kans daarop. Vooral de tweede kant
van het probleem zal het werkgebied van de ontwerpende civiel-ingenieur
gaan raken.

In feite is die ontwikkeling al op gang gekomen met de introduktie van

de begrippen karakteristieke sterkte en karakteristieke belasting in

de VB '74.

De definitie van de karakteristieke sterkte als de sterkte met een onder=
schrijdingskans van 5% houdt in dat het hier om een kansverschijnsel gaat,
en nict om een deterministisch gegeven.

Het stochastisch karakter van de belastingen op een constructie is nog
veel duidelijker. Vooral wanneer het golfbelasting, windbelasting, grond-
druk betreft. Maar ook bijvoorbeeld de belasting van woonhuisvloeren is
verre van deterministisch (zie fig. 4 ) wanneer men een groot aantal
woningen in beschouwing neemt.

De Nederlandse bouwvoorschriften eisen verder, dat men een zekere marge
aanhoudt (de veiligheidscoéfficiént) tussen de karakteristieke waarden
van sterkte en belasting. Dat is noodzakelijk, omdat anders 5% van de
belastingen de karakteristieke sterkte zouden overtreffen.

De vraag hoe veilig nu een correct gedimensioneerde constructie is, blijft
echter onbeantwoord.

Ook in de Nederlandse waterbouwkunde is door de Deltacommissie een stochas-
tisch element aangebracht.

De primaire waterkeringen rond centraal-Holland dienen volgens de Delta-
commissie 20 ontworpen_ge worden, dat zij een stormvloed met een over-
schrijdingskans van 10 = per jaar volledig kunnen weerstaan.

In de praktijk ontwerpt men de dijk zo, dat afgezien van verhgzgen vei-
ligheden, de gemiddelde sterkte juist de ontwerpbelasting (10 = per jaar)
avenaart. Dit betekent echter, dat er 50% kans is, dat de dijk bezwijkt
tijdens de ontwerp stormvloed. Hetgeen mniet in overeenstemming is met de

Histegraw vaw de grostsic vleer-.
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eis van de Deltacommissie. De Deltacommissie heeft wel een poging ge-
daan om een yeiligheidseis in de zin van een economisch optimale in-.
undatiekans te formuleren, maar is uit praktische overwegingen terug-
gekeerd tot het aangeven van de overschrijdingskans van de belasting.

Uit beide voorbeelden blijkt, dat men stopt voordat het doel, het ont-
werpen van een constructie die aan een bepaalde veiligheidseis voldoet,
formeel bereikt is. Dit betekent natuurli]k niet dat de constructies
onveilig zijn. Maar wel, dat de veiligheid van uiteenlopende construgc—
ties niet consistent is.

Er zijn in hoofdzaak twee redemen aan te voeren voor het feit, dat men
een constructie niet ontwerpt op basis van een veiligheidseis in de zin
van eenr geaccepteerde bezwijkkans. .

l. Ten tijde van de Deltacommissie waren de methoden van de risico- |
analyse nog niet goed. bekend. De toepassing van de waarschijnli jk-
heidsleer in de natuurkunde (statistische mechanica) kwam pas in de
jaren dertig op gang onder invloed van Einstein, Fermi en Dirac.

De analyse van de veiligheid (of de risico's) van technische syste=-
men werd ontwikkeld in de jaren zestig. Het onderwerp van studie was
toen de veiligheid van kerncentrales, hetgeen resulteerde in het be-
faamde Rasmusspn—rapport (WASH 1400) .

De toepassing van de waarschl]nlx]khexdsleer op constructies werd ge~
initieerd door Maier in 1920. Maar de betrouwbaarhexdsanalyse van
civiele constructies wordt pas de laatste 10 jaar intensief bestu-
deerd.

" 2. De methoden van de betrouwbaarheidsanalyse brengen veel rekenwerk met

zich. Het numeriek uitvoeren van meer-dimensionale integraties is een
standaard onderdeel van de bepaling van de betrouwbaarheid van cen
constructie. Het zal duidelijk zijn, dat de introduktie van de clek~
tronische rekenmachine niet vreemd is aan de recente bloei van het
probabilistisch ontwerpen.

De laatste jarea zijn er in Nederland ontwikkelingen gaande om met behulp
van probabilistische technieken te komen tot economisch optimaal betrouw-
bare ontwerpen. Bij wijze van voorbeeld kan men noemen:

De studies in het kader 'van STUMATS naar de vexllghexd van een eenvoudig
booreiland in de Noordzee. ;

De vermoeiingsberekening van het Andoc—boorplatfcrm°

Het ontwerp van de Stormvloedkering Oosterschelde, dat in grote 1ijnen
met behulp van probabilistische technieken tot stand is gebracht.

Binnen het kader van de Technische Adviescommissie voor de Waterkeringen
is een studie gaande om het cntwerp van watcrkeringen geheel op probabi-
listische leest te scheeicn. Deze ontwikkelingen en de inspanningen in
het buitenlaind vormen voldoende reden om een college over het gebruik
van probabilistische methoden bij het ontwerpen van civiele constructies
toe te voegen aan het leerprogramma C.T. In dit college zal een overzicht
gegeven worden van de probabilistische sterkteberekeningen, de systeem-
benadering van ccnetructiee, belasting en sterkte als stochastische groot-
heden,; de risico-analyse, en een filosofie over de.te realiseren betrouw-
baarheidsriveaus. Het geheel -zal -worden :verlucht met voorbeclden ontleend
aan de:Nederlandse ervaringe., v+ r: - owhgge s peecrcal e
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Elementen van cen risico-analyse

De studie van de veiligheid van constructies concentreert zich op het
falen en het bezwi jken:  Hoewel de beide termen.in het spraakgebruik
vrijwel dezelfde betekenis hebben, ‘is in het kader van dit college een
duxdel1jk onderscheid te maken.
| Een kunstwérk faalt als het één van zijn belangrijkste funkties niet
meer vervult of kan vervullen.
Een constructie bezwijkt als ten gevolge van evenwichtsverlies
grote vervormingen ontstaan; de kans op falen is daarbij meestal onaan-
vaardbaar grooc. e o
In veel ge&allen zullen falcn en bezleken samengaan. Volgens de defi-
nities is het echtEr mogelxjk dat een kunstwerk faalt zonder te bezwij=
ken en omgukeerd Eén dijk, die overstroomt, faalc bvaoorbeeld zonder
te bezwijken. Bezwijken zonder falen treedt op als, .ten gevolge van een
dijkval, de waterkering nxet langer in tact is, maar een inundatie uit-
blijft dodr een lage bu1:enwaterstand (T
Het is de zorg van de gntwérpende ingenieur, dat de kans op falen van
een op de itekentafel lIggende constructie verantwoord klein is. In het
algemeen denkt hij daarbij aan belastingen, die de sterkte overtreffen.
En aan funkties, die onvoldoende vervuld worden. Op deze facetten is
dan ook het stealsel van bouwvoorschriften hoofdzakelijk gericht.
De ervaring leert echter, dat de meeste bezwijkgevallen niet worden ver=
oorzaakt door stochastische deviaties van sterkte en/of belasting, maar
dqor;mcnsalxjke fouten. Het ligt daarbij voor de hand te denken aan een
rekehfouc {in de sterkteberckening van de constructie.
Maar ‘een veal groter gevaar vormt het over het hoofd zien van een maat-
gevend bezwijkmechanisme. Zo was bijvoorbeeld de dynamische stabiliteit
0.i.v. windbelasting van de Tacoma Narrowsbrug onvoldoende onderzocht.
Kort na de voltooiing raakte de brug in een torsie slingering en bezweek.

Ook in de tweade levensfase van de constructie (de bouwfase) worden
fatale fouten gemaakt. De meeste hezux;kgevallen komen voor tijdens de
uxtvoer1ng, omdat de’ krachtswerkxng in het Ralf voltooide kunstwerk niet
genoeg aandachc erjgt. Een bekend voorbeeld van de gevolgen van fouten
gemaakt tijdens de uitvoering is de ineenstorting van de stalen brug
over de haven van Curagao. Doordat een betonvlechter een las had uitge-
voerd aan enkele hoogwaardig stalen verankeringsstaven, was de sterkte
van deze esscnticle onderdelen zodanig verzwakt, dat de uitbouw van de
brug tot bezwijken leidde. iler gevolg van de lasfout werd versterkt door
het feit, dat de verankerxng was uitgevoerd als een evenaarconstructie.
Het bezwijken van &é&n staaf kon daardoor het einde van de gehele construc-
tie inluiden.

Helaas komen niet alle uitvoeringsfouten tijdens de bouw aan het licht.
Als de bewapening in een balkon aan de onderzijde ligt, kan dat pas blij-
ken in het gebruik.

In de gebruiksfase wordt de constructie onderworpen aan de belastingen,
waarvoor hij ontworpen is. Nu kunnen menselxjke fouten in het gebruik
leiden tot het bezwijken van een overigeps goede constructie. Men stelle
zich slechcs de inrichting van een omvangrijke bibliotheek in een woon-
huis voor.
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Ook verwaarlozing van noodzakelijke inspektie en onderhoud kan ermstige
pa gevolggn hebben, vooral, als; daarop bij het ontwerp is gerekend. Zo maakt
very-in de vliegtuigbouw de regelmat;ge inspektie een xntegraai deelnuit van
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Ioc slot kunnen sommige construct;es onder extremeuomstandigheden pas
funkc;oneren_na menﬁelxjk ingrijpen, .
.De .gevolgen, laten zich raden, indien door nalatlghexd van, de daardoor
aangewezen personen de ingreep achterwege blijfe.
Een goed voorbeeld is een coupure in een havendijk, die het wepgverkeer
,toegang verschaft tot het buitendijkse haventerrein.
Indiep men nu vergeet voor een,storm,de schotbalken in de spanningen aan
te b:engen, inundeert het achterland..
.Een geheel andere categorie van oorzaken van bezwijken is wat men aanduidt
‘als overmacht. . .
De wet verstaat, onder overmacht. gebeurtenlssen d1e nxet voo;tvloe;en uit
grote nnlatlghexd of .onzorgvuldigheid, zoals meteoriet- en blikseminslag
oorlogshandelingen, ' aardbevingen, sabotage. aanrijdingen etg..
Hoewel het, onderscheid duidelijk lijkt, is.enige.oplettendhcid. vereist,
omdat hetgeen als overmacht becoordeeld wordt, kan varicéren.met tijd en
plaats, Een stormramp van de omvang van 1953 zou door .de. mensen, die
rond 1600 ons land’ bevolkten, als overmacht gekwalificeerd zijn. Doch
als een stormvloed van dit niveau in 1980 optreedt met ernstige gevolger,
. zal dit zeker resultgrgn in een beschuldiging van, grove.nalatipgheid aan
hqt adrgs van de beheerders en toezxchphoudere. Het tcchnlsch vcrmogen
en de welvaart van een samenleving bepalen dus mede, welke risico's als
overmacht worden geaccepteerd.
anet213ds varieert hetgeen men opvat .als overmacht met de pldnts. Over
één anrdhev1ng zal men in Nederland niet lang debatteren, doch in Japan
kan de consttucteur van éen gebouw dat tijdens een matige aardbeving be-
: zwijkt, op weinig clementie rekenen. '
Uit deze voorbeelden blijkt, dat de frequentxe waatmee een gebeurtenxs
.ter plaatse optreedt ook een rol speelt bij de beoorqellng. Vs
Gebeurtenissen met een herhalingstijd, die veel langer is dan,ecn mensen-
leven, rangschikt men gemakkelijk onder overmacht.:Indien een-fenomeen
met e;vs:ige consequenties. zich echter enkele malen binnen een mensen-
-leeftijd herhaalt en het binnen het technisch en economisch vermogen van
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cen samenleving ligt zich er tegen te beschermen, zal een beroep op
overmacht worden afgewezen. In het gebied tussen de beide uitersten
is het oordeel moeilijk.

Het spreekt vanzelf, dat de belangstelling niet uitgaat naar het falen
van de constructie om het falen zelf, maar om de gevolgen die ermee
gepaard kunnen gaan.

Om de angst voor de gevolgen van een mogelijk falen van technische
systemen te proeven behoeft men slechts een krant open te slaan. De
discussies over de risico's van kernenergie, L.N.G.-aanvoer etc. vul-
len dagelijks kolommen. Helaas is het in deze discussie niet exact
duidelijk wat men onder risico moet verstaan.

In dit college wordt het risicobegrip als volgt gedefinieerd:

risico = kans op falen x gevolg

De eenvoud van deze definitie is slechts schijn. Met name de gevolgen
van falen zijn complex en kunnen bestaan uit materiele schade, verlies
van toekomstig inkomen, gewonden en doden. Deze meer-dimensionaliteit
van het gevolg geeft problemen bij de toepassing van het risico-begrip.
Daarom verwaarloost men in de praktijk meestal alle dimensies op &in

na.

In het Rapport van de Deltacormissie is op deze wijze het gevolg van

ean overstroming beperkt tot het direkte materiéle verlies uitgedrukt

in guldens.

Andere benaderingen beperken zich tot de aantallen doden en gewonden die
het gevolg zijn van het falen, omdat men een economische beschouwing van
het risico etisch onverantwoord acht. Men beschouwt het menselijk leed
als een imponderabilium.

Ondanks de geconstateerde maatschappelijke afkeer van risico's is vol-
strekte veiligheid onbereikbaar. Daarom zal een politieke consensus
moaten worden gevormd omtrent aanvaardbare risico-niveaus. Hoewel op
dit terrein veel onderzoek wordt verricht, zijn de resultaten voor
technici nog niet goed bruikbaar.

Voorlopig rest technici de opdracht de risico's verantwoord te vermin-
deren. Dat kan zowel gebeuren door de kans op falen te verkleinen, als
door de omvang van de gevolgen te beperken.

De analyse van grenstoestanden

Bij de probabilistische analyse van constructies is vooral de grens tus-—
sen het normaal funktioneren van het kunstwerk en het falen en/of be-
zwijken onderwerp van studie. De faalkans is immers de kans, dat deze
grens wordt overschreden. °

Een constructie (of een constructie-onderdeel), die juist op deze grens
balanceert, verkeert in een grenstoestand.

De wijze, waarop de constructie (of een conmstructie-onderdeel) in de loop

van de tijd onder invloed van inwendige en uitwendige omstandigheden over-

gaat van normaal funktioneren naar falen en/of bezwijken, noemt men een

mechanisme.

Een grenstoestand is dus altijd in samenhang met een mechanisme gedefi-

nieerd. Grenstoestanden onderscheidt men internationaal in twee catego-

rieén, al naar gelang de overschrijdingervan leidt tot falen &n bezwij-
ken of uitsluitend tot falen. .
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De eerste categorie omvat de uiterste grenstoestanden (ultimatc limit
asate). Men denkt hierbij aan het bezwijken (en falen) van de construc-
tie t.g.v. evenwichtsverlies.

De afschuiving van een grondlichaam, de breuk van een trekstaat en het
uitknikken van een kolom zijn voorbeelden van uiterste grenstocstanden.
Uiterste grenstoestanden gelden zowel voor de bouwfase van de construc-
tie als voor de eindfase.

De Fvcede categorie bevat toestanden die de grens aangeven tussen het
gebied waarin de constructie bruikbaar is en het gebied waarin niet aan
de funktie-eisen kan worden voldaan.

Men noemt dit bruikbaarheids-grenstoestanden of service-ability limit
states.

In deze categorie grenstoestanden vallen ontoelaatbare doorbuigingen,
onaanvaardbare scheurvorming, trillingen etc.

De tweede categorie grenstoestanden wordt meestal bereikt o.i.v. gedu-
rig aanwezige belastingen, terwijl de uiterste grenstoestand meestal
gepaard gaat met extreme belastingen.

Vaak wordt binnen de uiterste grenstoestanden nog een onderschcid ge-
maakt naar de aard van de belastingen. Indien de oorzaak van het bezwij-
ken van de constructie gelegen is in een zeldzame belasting, waarmede
men in h?c ontwerp in eerste instantie geen rekening houdt, spreekt men
van "a?cldental limit states". Voorbeelden van dergelijke ongelukkige
belastingen zijn brand, aanvaring, aanrijding, explosies etc.; zaken die
men in feite als overmacht zou kunnen betitelen.

HeE punt is echter, dat deze grenstoestanden maatgevend worden indien d.
veiligheid tegen bezwijken volgens de normale mechanismen hoog is opge-
v?atd. Zo is de kans, dat een betonvloer door brand op een bencdenver-
dieping bezwijkt, groter dan ten gevolge van overbelasting.
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2. Waarschijnlijkheidsrekening

In dit hoofdstuk wordt een samenvatting gegeven van die onderwerpen
uit de waarschijnlijkheidsrekening, die voor dit college van belang
zijn. Aan de orde komen achtereenvolgens de axiomatische opbouw, de
beschrijving van een enkele stochastische variabele en van meerdere
stochastische variabelen. De behandeling sluit zo nauw mogelijk aan
bij de toepassingen in de betrouwbaarheidsanalyse; mathematische
strengheid wordt riet nagestreefd. Voor meer informatie wordt ver-
wezen naar de literatuur (1) t/m (4), met name het collegedictaat
A80 ((1)), de hoofdstukken 2, 4, 5, 6 en 8.

Axiomatische opbouw

De waarschijnlijkheidsrekening wordt gewoonlijk opgebouwd vanuit de
volgende drie axioma's:

I P(A) >0
IT' P(R) = |
IIT P(AUB) = P(A) + P(B) als ANB = [}

Het eerste axioma geeft aan dat de kans P op een willekeurige gebeurtenis

A groter is dan of gelijk is aan 0. Het tweede axioma stelt de kans op
de zekere gebeurtenis Q gelijk aan I. Volgens het derde axioma is de
kans op het optreden van {A of B} gelijk aan de som van de kansen op

A en B afzonderlijk, vooropgesteld dat A en B elkaar uitsluiten. (¢ is
de ommogelijke gebeurtenis). Voor een overzicht van de diverse symbolen
wordt verwezen naar de notatielijst en figuur |. Strikt genomen zijn de
gegeven axioma's, met name axioma III, alleen bruikbaar zolang we ons
beperken tot uitkomstenruimten met een eindig aantal gebeurtenissen. De
uitbreiding naar meer algemene axioma's (zie bijvoorbeeld (1)) bevat
echter geen nieuwe gezichtspunten op die voor dit college van belang
zijn en blijft daarom buiten beschouwing.

In bovenstaande is de kans

geintroduceerd als een mathematische groot-
heid. Daarmee is overigens

nog weinig gezegd over de interpretatie van

het kansbegrip. Deze interpretatie is in wezen een filosofisch probleem

waarop later in dit college nog zal worden teruggekomen. Voorlopig gaan

vwe ervan uit, dat intuitief het begrip kans in voldoende mate is bepaald.

Uitgaande van de axioma's kunnen nu een aantal stellingen worden afge-

leid. De meeste van deze stel
wijsvoering 1ijkt overbodig.
aan de hand van de Venn-diagrammen van figuur |
raken in de redeneertrant van de kansrekening.

lingen zijn tamelijk triviaal en een be-

, erg nuttig om thuis te

P(¢) =0

Daar AN¢p = ¢ geldt wegens axioma III:

P(AU$) = P(A) + P(¢)

Verder is AV¢ = A zodat P(Avd) = P(A)
Combinatie van beide resultaten levert P(4) = 0

P(A) + P(A)= 1| (A = "A niet")

Wegens AVA = Q en ANA = 4 (zie figuur la) geldt achtereen-
volgens via axioma's III en II:
P(A) + P(A) = P(AVA) = P(R) = |

Toch is het nalopen van deze bewijzen, mede

3%

2

A -

O.Q..OC.QC..QOQQZQQ.O.Q..QQ?}[‘:’.Q%OO

0 < P(A) <1

De linker ongelijkheid volgt direkt uit axioma I; daar V?Fder
wegens axioma I eveneens P(A) > O volgt de rechter ongelijk-
heid verder uit stelling 2.

. Als A < B dan P(A) ¢ P(B)

Wegens A = B is (B-A)UA = B en (B-A)/7A = ¢
(zie figuur 1f). Toepassing axioma III:

P(B) = B(B-A)VA) = P(B-A) + P(A).

Via P(B-A)> 0 (axioma I) volgt dan P(B) > P(A)

Als A = B dan P(AVB) = P(B)

Als AcB geldt AuB = B (zie figuur 1f), waaruit de stelling
direkt volgt.

P(AvB) = P(A) + P(B) - P(AnB)

Er geldt AvB = Au(B-A) (zie figuur Ig), terwijl A en

(B-A) elkaar uitsluiten.

Wegens axioma III: P(A B) = P(A) + P(B-A). o
Vervolgens geldt: B = (AaB) v (B-A) (zie figuur 1g), waarbij
ook (AnB) en (B-A) elkaar uitsluiten.

Wegens axioma III: PB) = P(AnB) + P(B-A).

Eliminatie van P(B-A) bewijst de stelling.

. Max {P(A); P(B)} s P(AuB) s P(A) + P(B)

Voor de linker ongelijkheid maken we gebruik van

P(AvB) = P(A) + P(B-A) (zie bewijs stelling 6, eerste stap).
Daar P(B-A) » O (axioma I) geldt P(AwB) > P(A). Evenzo valt
te bewijzen P(AuB) 2 P(B).

De rechter ongelijkheid volgt op grond van stelling 6 en
P(AnB) 3> 0 (axioma I).

Het is nu interessant de verschillende stellingen m.b.t. P(AvB) met
elkaar in verband te brengen. Stelling 6 geeft een exacte uitdrukking,
maar heeft als nadeel dat P(AaB) nog bepaald moet worden (daarover

meer in 2.2). Stelling 7 geeft een boven en een ondergrens uitgedrukt
in P(A) en P(B). De bovengrens is exact als A en B elkaar uitsluiten
(zie axioma III of stelling 6); de ondergrens is exact als A de gebeur-
tenis B impliceert of omgekeerd (zie stelling 5).

Voorbeeld 2.1

In hoofdstuk | is gesteld dat een dijk faalt als deze te laag is
of als na een eventueel bezwijken onvoldoende kerende hoogte aan-
wezig is. Voer in:

F = falen van de dijk
A = de waterstand is hoger dan de dijk
B = de dijk bezwijkt en heeft onvoldoende kerend vermogen

Stel nu: P(A) = 2x10™* en P(B) = 3x10°%

2=2
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a) Vereniging van A en B: AUB
(A of B)

Voor het falen van de dijk geldt dan:
4 ]

3x10° " < P(F) < 5x10°

Het kennen van deze grenzen is voor veel problemen al voldoende;
merk op dat de grenzen dicht bij elkaar kunnen liggen als &&n van
b) Doorsned)e van A en B: ANB de kansen veel groter is dan de ander.

(A en B .
Enkele van de gegeven stellingen zullen we nu uitbreiden naar meerdere
gebeurtenissen. Een bewijs wordt alleen gegeven voor stelling 8; de
andere stellingen kunnen volgens hetzelfde principe worden bewezen.

Als Ai’”‘j = ¢ voor alle i ¢ j dan:

¢). A impliceert B: . ACB : P(AVA, ...vA ) = P(A) + P(A,) + ... + P(A) . (2-8)
(A in B of B "bevat" A) 2 1772 n ] 2 n

Dit is een uitbreiding van het derde axioma. Voor n=3 loopt

het bewijs als volgt:

P(A vA,vA.) = P((A vA,)vA,) = P(A.VA,)) + P(A,)=

pa) $ el v ek 3 R .

Hierbij is axioma I}I eerst toegepast op (AwA,) en A, en daarna
nog een keer op A, en Az..Uitbreiding naar n=4,5 enz “gaat op

d) A en B sluiten elkaar uit: ANB = ¢ soortgelijke wijze.

Als AinAj = ¢ voor al'le idjen (Al"AZ ® ...vAn) = Q1 dan:

P(A)) + P(A)) + ... PA) =1

Dit is een uitbreiding van stelling 2 en een bijzonder
geval van stelling 8.

Als A Aj voor alle i # j dan (uitbreiding stelling 5):

P(Alvkz ...uAn) - P(AJ.)

Voor willekeurige l\i geldt:

P(A, P Ko s .
Als ACB dan AU (B-A) = B v & (Al)) © (A'u 2 uap A X P(Al)

AN (B-A) = ¢ Dit is een uitbreiding van stelling 7. De kans dat minstens
AUB =B €&n van een aantal gebeurtenissen A, optreedt is groter dan
kans op de meest waarschijnlijke gebeurtenis en kleiner dan
de som van de afzonderlijke kansen. De ondergrens treedt op
als een der gebeurtenissen alle andere volledig “bevat" en

. de bovengrens treedt op als alle gebeurtenissen elkaar "“uit-
AU (B-A) = AUB — sluiten" (zie figuur 2). Een bijzonder geval treedt nog op

als alle kansen P(A.) aan elkaar gelijk zijn:
An(B-4) = ¢ .

P(Ai) < P(AIW\2 e uAn) < nP(Ai) (2-11a)

Voorbeeld 2.2

(B-A) U (ANB) =B

(B-A) N (ANB) = ¢ Gegeven een zeskantige dobbelsteen. Laat A, de gebeurte-
B-A -

AN B . nis zijn dat een worp de uitkomst i opleveft. De gebeur-
tenissen Ai sluiten elkaar uit. Als er geen voorkeur

Fig. | Venndiagrammen ter verduidelijking van de stellingen ! t/m 7
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P(AV Az..UAn) = max P(Ai) P(Alqu..UAn) - ZP(Ai)

.Fig. 2. In stelling )] treedt de ondergrens op als &&n der gebeurtenissen
de overige volledig “bevat", terwijl de bovengrens optreedt als de
gebeurtenissen elkaar uitsluiten.

Ay

BNA2 .
BNAY

Fig. 3 Als A} en Az elkaar uitsluiten, dan sluiten (A10B) en (AznB)
elkaar eveneens uit.

B B A
4 B
O \
BnA
RIGDEY P(alB)= :7‘%))' | P (Al B)= —(ngnj)

Fig. 4 Het verwerken van het gegeven B op de kanstoekenning aan A.

.

bestaat voor &én van de uitkomsten, dus als P(A,) =
P(A.), dan volgt op grond van stelling 9 dat
P(Ai) = 1/6 voor alle i.

Voorbeeld 2.3

De kans om in &én worp met de dobbelsteen 4, 5 of 6 te
gooien is wegens stelling llas

1/6 s p(A v Agu AQ) § 3/6

Daar de gebeurtenissen A,, A. en A6 elkaar uitslui-
ten, weten we via stelling 8 dat in feite het rechter
gelijkteken geldt.

Voorbeeld 2.4

De kans om in &én worp met een dobbelsteen een zes te
gooien is 1/6. Wegens stelling lla is de kans om in
drie worpen minstens &&n zes te gooien groter dan 1/6
maar kleiner dan 3/6. Geen van beide grenzen geldt

in dit geval exact (waarom niet?).

Voorbeeld 2.5

Een constructie wordt gebouwd voor 100 jaar. Per jaar
wordt de faalkans geschat op 1073, Voor de faalkans in
100 jaar geldt dan:

5 3

1072 < P {Falen in 100 jaar) < 10~

In de volgende paragraaf wordt op enkele van deze voorbeelden
nog teruggekomen.

2.2 Conditionele kansen - Afhankelijkheid en onafhapkelijkheid

Een belangrijk begrip bij de verdere opbouw van de waarschijnlijkheiids-
rekening is de conditionele of voorwaardelijke kans gedefinicerd vol -cns:

P(AnB)
P(B)

De definitie is alleen zinvol als P(B) # 0. Alvorens in te gaan op d.
interpretatie van de conditionele kans zullen we eerst aantonecn, dat
met recht van een "kans" gesproken kan worden. Met andere woorden: bLo-
wezen zal worden dat de conditionele kans volgens definitic (12) vol-
doet aan de axioma's I, II en III. Het eerste axioma geeft niet veei
problemen. Daar P(AaB) > 0 en P(B) # 0 moet ook P(AIB) > 0. Beschouw
vervolgens het tweede axioma; het bewijs dat daaraan wordt voldaan vor-
loopt als volgt:

P(R0B) _ P(B) _
P(B) P(B)

P(A|B) =

(2-1.)

P(R|B) = 1 :
Tenslotte moet worden aangetoond dat wordt voldaan aan de derde axic:a.

We maken gebruik van het Venn-diagram volgens figuur 3. Getekend zijn
de elkaar uitsluitende gebeurtenissen Al en Az en de gebeurtenis B.

® 0 000000000 0000000600006000000000000
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Geconcludeerd kan worden dat:
((Alqu)AB) = (A;AB) v(A,nB)

Aangezien A en A elkaar uitsluiten, sluiten ook (A N B) en
(A nB) elkaar ulg. zodat:

P{s\vA)) AB} = P(A|AB) + P(A,nB)
Links en rechts delen door P(B) ¥ 0:

P{(Alu A)a B}_ P(A A B) . P(A,nB)

P(B) P(B) P(B)
Vervolgens op grond van definitie (12):
P((A v A,)|B} = P(A,|B) + P(a,|B)

En dit is axioma III voor conditionele kansen.

Uit her feit dat de conditionele kans voldoet aan de drie axioma's
van de waarschijnlijkheidsleer volgt, dat alle stellingen voor ge-
wone kansen ook voor conditionele kansen kunnen worden geschreven..
Zo geldt bijvoorbeeld:

P(A|B) + P(K|B) = I O (2m13)
P(A|B) <1 (2-14)
P(¢|B) = 0 ~ (2-15)

enz.

Gezien deze stellingen is het mogelijk de conditionele kansrekening
te interpreteren als een gewone kansrekening waarbij echter de uit-
komstenruimte Q gereduceerd is tot het deelgebied B. Een belangrijk
argument voor deze interpretatie is het volgende:

P(B|B) = Eé%a_ﬂ) 97(3; 1 (2-16)

De gebeurtenis B speelt in de conditionele kansrekening de rol van

de zekere gebeurtenis Q met een kans van optreden gelijk aan 1. Dit
brengt ons ertoe om B te zien als ecn 'gegeven". Om de een of andere
reden mag als vaststaand worden aangenomen, dat de gebeurtenis B op-
treedt. De kansen op de andere gebeurtenissen worden daarmee als volgt
in overeenstemning gebracht (zie figuur 4):

- de kans op een gebeurtenis die B uitsluit wordt nul;

- de kans op een gebeurtenis die B impliceert wordt gedeeld door P(B).
Door deze procedure worden alle kansen op gebeurtenissen A: met
A.cB op | genormeerd zonder dat hun onderlinge verhoudingen ver-
anderen.
als een gebeurtenis A de gebeurtenis B slechts gedeeltelijk uit-
sluit of impliceert, kan A worden opgebroken in de afzonderlijke
gebeurtenissen (AnB) en (AnB) waarna bovenstaande procedures kun-
nen worden toegepast. Inderdaad leidt dit tot definitie (2-12).
De resulterende kans P(A]B) wordt meestal uitgesproken als de
kans op A gegeven B.

2. 0.0.00.0.0.0 000000 0 0 0
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Afhankelijkheid en onafhankelijkheid

In het algemeen zal P(AIB) niet gelijk zijn aan P(A). In het bijzon-

dere geval dat dit wel zo is spreken we van onafhankcelijkheid. Twee
gebeurtenissen A en B zijn zodoende onafhankelijk als:

P(A|B) = P(A) (2-17)

A is dus onafhankelijk van B als het gegeven dat B plaats vindt geen
invloed heeft op de kanstoekenning aan A.

De regels voor EN- en OF-kansen komen in het geval van onafhankelijk-
heid er als volgt uit te zien:

P(AnB) = P(A) . P(B) (2-18)
P(AvB) = P(A) + P(B) - P(A) . P(B) (2-19)
(A en B onafhankelijk)

Wiskundig bezien is het overigens beter (2-18) niet als gevolg van
onafhankelijkheid te zien maar als definitie zelf. Deze definitie
laat zich ook gemakkelijk uitbreiden naar n gebeurtenissen.

De gebeurtenissen A zijn onderling onafhankelijk als

P(AlnA . nAn) - P(AI)P(AZ) oo P(An) 5 (2-20)

2
Het rekenen met onafhankelijke gebeurtenissen is veel plezieriger dan
het rekenen met afhankelijke gebeurtenissen. Er bestaat daarom ook een
voorkeur om met onafhankelijke gebeurtenissen te werken. In somnige ge-
vallen kan de onafhanke11the1d van twee gebeurtenissen mathematisch
worden aangetoond; in de praktijk zal men de onafhankelijkheid mcestal
postuleren op basis van fysische overwegingen (het onwaarschijnlijk
achten van enig causaal verband). Het gebeurt echter ook wel dat men

. rekent alsof bepaalde gebeurtenissen onafhnnkelljk zijn, terwx]l men

weet dat er sommige vormen van afhankelijkheid in het spel zijn. Op
die manier vindt men vaak bruikbare resultaten die als benaderingen
van het werkelijke probleem kunnen worden gezien.

Voorbeeld 2.6

Hat gegeven E = "de uitkomst is even" leidt bij een dobbelsteen-
worp tot de volgende waarschijnlijke kansen:

P(AIIE) - P(A3|E) = P(Ag|E) = 0
) P(A,|E) = P(A,|E) = P(AG|E) = 1/3

Merk op dat bijvoorbeeld E en Ag niet onafhankelijk zijn omdat
P(ag|E) # P(Ag).

Voorbeeld 2.7

De gebeurtenissen E = 'de uitkomst is even" en Age ™ "de uitkomst
is 5 of 6" zijn onafhankelijk. Immers:

P(E) = P(ApwA,vAl) = i
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P(A56) - P(AS"A6) = 1/3

P(Enfgg) = P(A,) = 1/6
Er geldt dus P(EAAg.) = P(E) P(Age)
Voorbceld 2.8
In voorbeeld 2.4 werd driemaal met een dobbelsteen gegooid en
ging het om de kans dat minstens &én van die worpen een 6 op-
leverde. We zullen nu aannemen dat de resultaten van de ver-
schillende worpen onafhankelijke gebeurtenissen zijn en deze
kans vervolgens uitrekenen. Merk op dat de onafhankelijkheid

wordt aangenomen. Het is niet zo dat de kansrckening "leert"
dat het hier gaat om onafhankelijke gebeurtenissen.

Stel B, = eerste worp geeft 6
B, = twecede worp geeft 6
B3 = derde worp geeft 6
B = Bl szuB3

Het probleem kan het eenvoudigst worden opgelost door de probleem~
stelling om te keren. We vragen ons dan af wat de kans is dat er
geen 6 gegooid wordt. Daartoe dienen elk van de drie worpen geen
6 op te leveren:

B = Blnan 33
Hegené onafhankelijkheid van ii geldt (zie 2-20):
- = = = = .3
P(B) = P(Bl) P(BZ) P(B3) - P(Bi)
1- P(B) = {1 - P(By)} ’
P(B) = 1 - {1- P(B;)) 3
P(B) = 1 = {1 = 1/6) 3= 0.42

We voldocn daarbij aan 1/6 § P(B) $ }, zoals berekend in voor-
beeld (2.4).

Voorbeeld 2.9
Neem aan dat het falen van de constructie van voorbeeld 2.5 in de
verschillende jaren beschouwd mag worden als onafhankelijke gebeur-
tenissen. Duidt falen in jaar i aan met Fi' zodat:

P(Falen in n jaar) = P(FluFZ an)
Analoog aan de redenering bij voorbeeld 2.6):

P(Niet Falen in n jaar) = .

P(Fl AFZA cos Fn) -

p(?l) * p(?z) * wes m‘vn) -

o ed b

PF)" -

(- pEp)"

P(Falen in n jaar) = | = (1 - B(F;))"
Met P(F;) = 1073 an n = 100 volgt

P(Falen in 100 jaar) = @.0009344

w? merken op dat de bovengrens van lla hier een zeer goede benade;
ring is. Hierop zal nog worden teruggekomen in de latere colleges.

Het theorema van de totale waarschijnlijkheid

Een veel gebruikte stelling binnen de kansrekening is het zogenaamde
Total Probability Theorem ", dat gegeven wordt door:

n

P(A) = ifl P(A .IBi) P(B)) (2-21)
H%erbij moeten de B, elkaar uitsluiten en samen een zekere gebeurtenis
zi

jn (B;aB; =4, "BluB, ...uB = Q).

Het bewijs berust op de volgende identiteiten (zie figuur 5):
A= {(AnB)) © (AnByv ... v (AnB))
(AnBi)A(AnBj) =-¢

Er volgt nu gemakkelijk:

P(A) = P ((AnB)) v (AnB)) ... v (AnB)) =

P (AI\BI) + P(AABZ) # i P(Af\Bn) -

L P(Af\Bi) -

L P(AB)) P(B))

- /

\

(AnB2)  (AnBj) (AaBs)

Figuur 5: De gebeurtenissen (AnB,) sluiten elkaar uit en hun
vereniging is precies A.
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Er wordt tweemaal met een dobbelsteen gegooid. Wat is de kans
dat de som gelijk is aan 9.

We passen het Total Probability Theorem toe met A = "de som
is 9" en B, = "de eerste worp is i':

P(A) = T P(A|B,) P(B;)
Als de eerste worp een | is, is de kans op een som van 9 natuur-
lijk 0, en evenzo bij 2. Als de eerste worp 3 oplever:..?oet de
tweede worp een 6 zijn en de kans is dus 1/6. Analoog bij 4, 5
of 6. Er geldt dus:
P(AIBl) - P(AIBZ) -0
P(a|B;) = P(a|B,) = B(A|B;) = P(A|Bg) = 1/6
Daarmede:
P(A) = T P(A[B)) P(B,) =
L P(A[B) w 1/6 = |
1/6 & P(A|B,) = 4/36 ;
Men kan deze uitkomst uiteraard ook langs een andere weg berekenen.

Het Theorema van Bayes . :

Voor twee gebeurtenissen A en B kan men schrijven:
P(A~B) = P¢A) P(B|A) of
P(A~B) = P(B) P(A|B)

Hieruit volgt dat ook geldt:

paalm - RIS P (2-22)

Deze eenvoudige gelijkheid staat bekend als het Eheotema van Bayes.
Men kan het opvatten als een regel voor informatieverwerking. De kans
op A onder invloed van gegeven B is de kans op A zogder gegeven B
vermenigvuldigd met P(B|A) / P(B). Het belang ligt in het.fett dat
P(B|A) in sommige gevallen beter rechtstreeks te bepalen is dan
P(A|B).

2.2 Stochas;ische variabelen

Verdelingsfunktie en dichtheidsfunktie van een variabele

Als de (stochastische) uitkomst van een experiment in een getal wordt
uitgedrukt spreken we van cen stochastische variabele. Een dergeli jke
variabele kan discreet zijn of continu, dan wel een mengvorm van beide.
We zullen ons hier beperken tot continue variabelen, d.w.z. de kans
dat de variabele een bepaalde discrete waarde aanneemt is nul.

Een stochastische variabele kan worden beschreven door zijn verde-
lingsfunktie, die per definitie de kans weergeeft dat de stochastische
variabele een bepaalde waarde onderschrijdt:

FX(E) = P(x § £) met € in R (2-23)

De verdelingsfunktie is monotoon niet dalend van F = 0 bij £= -
tot F_ = | bij &= +o (fig. 2.6). x

Door differenticéren van de verdelingsfunktie krijgen we de kansdicht-
heidsfunktie:

dF_ (£)
ac (2-24)

fx(E) -
Voor de interpretatie van de dichtheidsfunktie moeten we bedenken dat
x$ Eenf <xgE+ dE gebeurtenissen zijn die elkaar uitsluiten:

P(x § £ +dE) =P(x $ &) + P(E < x& E+dE)
Derhalve volgt:

P(E<Xx$E+AE) =P(xSE+dE) ~P(xgE) =

= F (€ + dE) - F(8) = £ (&) d¢

De dichtheidsfunktie vermenigvuldigd met een infinitesimale interval-
breedte geeft de de kans dat de stochastische variabele een waarde aan-

neemt binnen dat interval (fig. 2.6)

Zonder bewijs geven we verder nog een aantal belangrijke eigenschappen
van de dichtheidsfunkties

f‘(E) > 0a voor alle § (2-25)
Pxg ) = £ (0) 4t = F (a) (2-26)
4o
Pxg=) = f£(0) dg =B (=) =1 (2-27)
Pxah) = S £ (o) ak (2-28)
A .

9P 99 @ 0 0 0 0 O 00 0 0 O .2_;;.’ 90 O 0 0 0 0 00 0 00 0 0 -0 0 0

2-10

.




. . PTTSEE 4 o .
3 i e 0 T A TR LA 0
PRECORRIT.  ROEPOEIINBEAIPRRL. " v "1 RIS TN T4 E TR

O ey

- H L wot L i wl.e I ] ’.
2=]1
1
FK(K)
>
4
N
£,(8)
P{g<xgg+dg }
e
4 g +dg . 14
Fig. 2.6 Verdelingsfunktie en dichtheidsfunktie voor willekeurige
variabele x
Verwachtingswaarde, gemiddelde en standaardafwijking
Als x cen stochastische variabele is en g(x) is een funktie van x,
dan is de verwachtingswaarde van g(x) gedefinieerd als:
+o
- (2-29)
Blet) = S a0 £,00 de
Gemakkelijk valt in te zien dat E(g(x)) de volgende eigenschappen
bezit:
E(a) = a (2-30a)
E(ag(x)) = aE(g(x)) (2-30b)
E(g(x)+h(x)) = E(g(x)) + E(h(x)) (2-30c)

i
3
i

De belangrijkste voorbeelden van verwachtingswaarden zijn het gemid-
delde en de variantie van een stochastische variabele:

+o0
u(x) = E(x) = S £ £x(6) dg (2-31)
+0o
e? ) = E(-peD?) = S (6 - we)? £ (6 ae (2-32)

Het gemiddelde u(x) of u_ is een maat voor de ligging van een stochas-
tische variabele. De wortel uit de variantie, de standaardafwijking
o(x) of ¢ , geldt als een maat voor de spreiding. Veel gebruikt wordt
ook nog de variatie-coefficiént V(x) of V;. dat is de standaardafwij-

" king gedeeld door het gemiddelde:

- O(x) el
V(x) Y (2-33)

De variatie-coéfficiént is een relatieve maat voor de spreiding. Merk
op dat het gemiddelde en de variantie verwachtingswaarden zijn, maar de
standaardafwijking en de variatie-coéfficient niet.

Transformaties

Als x een stochastische variabele is, dan is ook y = g(x) een stochas-
tische variabele. Gegeven de dichtheidsfunktie van x kan de dichtheids-
funktie van y worden bepaald. Dit wordt behandeld in appendix 2A. In
veel gevallen is het echter voldoende om alleen het gemiddelde en de
standaardafwijking van y te bepalen. Voor een lineaire funktie g(x)

kan dat exact, voor een niet-lineaire funktie moet benaderd worden.

l. Lineaire funktie y = a x +'b

~u(y) = E(y) = E(a x + b) = aE(x)+b = au(y) + b (2-34)
a*(y) = E((y-uyN?) =

= E{(ax+b - ap(x)-b)?} =

= E{ a’(x-u(x))?} =

- a2e?(x) (2-35)

Hierbij is uitsluitend gebruik gemaakt van de definitie en eigenschap-
pen van verwachtingswaarden. .

2, Niet lineaire funktie

Lineairisering van de niet-lineaire funktie m.b.v. een Taylor-reeks:
1
y = 8(x) = glxy) + (x=x;) g (x,) (2-36)

Toepassing van de formules voor lineaire g(x):

.
' ' O 060 0600000 0 00
® 006060606060 060 00 ® 60 0. 0.0 0
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M0y) T alxg) + (G0 = xp) 8 (%) (2-37)

o(y) = Ig'(xo)l a(x) (2-38)

In veel gevallen wordt Xo = u(x) (mean value benadering) 3ekozen;
hetgeen leidt cot:

uly) = g(u(x)) (2-39)
aly) = &' )| e (2-40)

Voorbeeld 2-11
Als voorbecld nemen we y = xz. De mean value benadering leidt tot
w(y) = 12(x) en g(y) = Tz‘n(x) lar¢x) .

Ter vergelijking zullen we u(y) exact bepalen. Daartoe beginnen we
met definitie (2-32) voor de variantie verder uit te werken:

o?(x) =S (e- WP £ dg =

S IGEE RS R

“Jet gag - 2ufe £ ag v w2 e aE

- E(xz) - 2u2 + u2 -

- E(xd) - 3
H%erin staat kortheidshalve u voor u(x) en f voor f_(E); Qe intggra-
tjcs lopen van -« tor +e. Het resultaat is dat u(y) = E(x“) = p4(x) +

o “(x). De benadering is dus goed als 1(x) <<|u(x) .

De normale verdeling

Een van de meest gebruikte verdelingstypen is de normale verdeling of
Gauss~verdeling (fig. 2.7). De dichtheidsfunktie wordt gegeven door:

2

£ (0 = o3 Lexp (-8 (2-41)
2

Hierin is y het gemiddelde en ¢ de standaardafwijking.

Een normaal verdeelde variabele met gemiddelde 0 en standaardafwijking

| wordt de standaard normale variabele genoemd, meestdl ‘aangeduid als

u. Een willekeurige variabele x kan dan geschreven worden als:

X = u_ +ur
X x

De verdelingsfunktie van de normale verdeling is niet in analytische
vorm bekend, maar moet worden opgezocht in een tabel (zie bijvoorbeeld

tabel 2.1). Voor kleine kansen kan vaak met voldoende nauwkeurigheid
gebruik worden gemaakt van de volgende bepadering: .

P(u<a) = O(v) = :\525‘ wxp (= ﬂ%) C(2-43)

De benadering is bruikbaar voor w< = 2.

2-13

® ©.0 0 00 00 ¢ 0.0 0 0 0.0 0. 0.0 0

2=-14

Fig. 2.8

al 4

X) * X2 {

/ NEMEE

X1 + X2 + X3 + Xy i

Illstratie van de centrale limietstelling: de variai:len x{ zijn
onafhankelijk en hebben een uniforme verdeling. Reeds de som van
4 van deze variabelen heeft een verdeling die (afgezien van de
staarten ) redelijk lijkt op een normale verdeling.
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Voorbeeld 2-12

Een materiaal heeft een gemiddelde sterkte u(x) = 30 MPa met een
variatiecoefficiént van 13.3%. Wat is bij een normale verdeling de
kans dat de sterkte lager is dan 20 MPa?

De standaardafwijking ¢(x) = 4 MPa zodat:

P(x < 20) = IO + 4u < 20) = P(u < - 2.5) = 0.62 % 107~

Hierbij is gebruik gemaakt van tabel 2.1. 3
Benaderingsformule (2-43) levert: P(u < - 2. 5) = 0.70 x 10

Voor de meeste doeleinden die voor ons van betekenis zijn is deze
benadering voldoende nauwkeurig. Naarmate de kans kleiner wordt,
wordt de benadering overigens steeds beter.

De normale verdeling ontstaat wanneer een groot aantal onafhankelijke
stochastische variabelen, waarvan geen enkele domineert, worden opge-
stelt, ongeacht de uitgangsverdeling van die variabelen (zie bijvoor-
beeld figuur 2.8). Dit resultaat staat bekend als de Centrale Limiet-
stelling. Een gevolg van die stelling is dat de som van twee normaal
verdeelde variabelen ook wear een normale verdeling bezit.

De lognormale verdeling

Als x een lognormale verdeling heeft, betekent dat dat y = ln x normaal
verdeeld is, ofwel x = exp y met y normaal. De lognormale verdeling volgt
dus via een niet~lineaire transformatie uit de normale verdeling. Als het
gemiddelde en de standaardafwijking van y bekend zijn, kunnen die van x
bepaald worden via:

w(x) = exp {uly) + lo?(y) )% exp uly) ' (2-44)
a0 = ue) Vexp(a®(y)) - 1 & u(®) oly) o (249)

De benaderingsformules gelden voor o (y)<< u(y) en kunnen eventueel
gemakkelijk worden nagerekend met de mean value benaderingsformules

(2-39) en (2-40).
De dichtheidsfunktie wordt gegeven door.

(s - "l'l) } (2-46)

U

|
0 = o e (-
14

De verdelingsfunktie kan niet expliciet worden opgesckteven, maar moet
bepaald worden m.b.v. de tabel voor de normale verdeling.

De lognormale verdeling wordt vaak gebruikt voor variabelen die om fy-
sische redenen geen negatieve waarde mogen aannemen; de normale verde-
ling is voor die variabelen minder geschikt al maakt dat bij kleine va-
riatiecoéfficiénten meestal weinig verschil.

Tenslotte: zoals de normale verdeling te voorschijn komt als de som van
een groot aantal variabelen, zo komt de Jognérmale tevoorschijn’ aln het
produkt.

® 0000000000006 0000000990000 90090 09 9 90090

v @ | v ew v 8@

0,0 0,50
-0,1 0,46 - 1,1 0,14 -2,1 0,18.10""
-0,2 0,42 - 1,2 0,12 -2,2 0,14
-0,3 0,38 -1,2 0,10 -2,3 0,1
-0,4 0,3 - 1,4 0,81.107" | -2,4 0,82.1072
-0,5 0,31 -1,5 0,710 | -2,5 0,62
-0,6 0,27 -15,6  0,55.100" | -2,6 0,47
-0,7 0,2 -1,7 04500 | -2,7 0,35
-0,8 0,21 -1,8 0,36.100" | -2,8 0,2
-0,9 0,18 -1,9 0,2.107" | -2,9 0,19
- 1,0 0,16 -20 0,23.100" | -3,0 0,13

v 4@ v o v o 4w
=31 0,970 - 4,1 0,21.107% | =51 0,17.1078
-3,2 0,67 -4,2 0,13 -52 0,10
-3,3 0,48 -4,3  0,79.100 | -5,3  0,58.10""
-3,4 0,33 - 44 0,48 -54 0,33
-3,5 0,23 -4,5 0,3 -55 0,19
-3,6. 0,16 -4,6 0,21 -5,6 0,11
-3,7 0,1 -4,7 0,13 -57 0,60.1078
-3,8 07210 - 4,8 0,79.10% | - 5,8 0,33
-3,9 0,48 -4,9 0,48 -59 0,18
Y 0,32 -50 0,29 -6,0 0,99.10°°

Tabel 2.1: verdelingsfunktie voor de scandaardnormnle verdeling:
W) = P(uc<v) = f7~ exp (——)dv

Voor v > 0.0 volgt ¢ (v) uit: ¢ (v) -] - 0 (-v) .

Voorbeeld: x is normaal met y = 10 en @ = 2; hoe groot is de
kans dat x < 147

P(x < 14) = P(10 + 2u < 14) = P(u < 2) = 0.(2) =1 - ¢(-2) = 0,977
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.‘ Voorbeeld 2-13

. i Zelfde probleemstelling als voorbeeld 2-12, maar nu heeft x een
' lognormale verdeling.
Gegeven zijn u(x) en @(x) waaruit eerst u(y) en @(y) moeten worden

i -L bepaald door omgekeerdé toepassing van de formules (2-4#4/¥¢).
De benaderingsformules leiden direkt tot @ (y) = V(x) = 0.133 en
2.1 u(y) = 1n u(x) = 3.40
De exacte formules geven:
type I maxima (Gumbel) type II maxima type III maxima y ” "
- @ (y) = In {1 + V7(x)} = (0.132)
- ~a(€-u) 3 -k - k
F () [exp [-o ] exp [ (E/u‘)‘ l] . exp [(U“)k]l : y uy) = latu(x)) - Jo(y) = 3.39
-algu) /) )™ exp-(e/) ™) | =Gk (/0T axp[=(&/w)
—a(E-u)- p[-(e/) ™) |-(k/) (€/0)° exp L .
£ cexp [ratE-u)-e ] [ De benaderingsformules zijn in dit geval kennelijk nauwkeurig genoeg.
ranga |-=<§ u<+ewa>0 € u, k>0 u, €40 k>0 We bepalen nu de overschrijdingskans.
1 - 1
vx)  |u=u+o0.577/ w=u rO-/k) (k> 1) vz "zf“ ; /%) \ P(x < 20) = P(exp y < 20) =
o(x) o = w/alb o?e u? = W -2/ (k > 2) [oPwu’ wou® T+ YK)
3 ey Y = P(y < 1ln 20) =
n n . -
x=max y.|a. = a_; u_ =u, *-—0 k. =k ;u =u a "y ko= koiuy, u, B Y )
foloond] £ ¥ % ¥ @ L B ' = P(3.39 + 0.132 u < 1n 20) =
= P(u < {3.00 - 3.39}/0.132}) =
= P(u < - 3.0) = 0.13 % 1072
De onderschrijdingskans bij de normale verdeling in voorbeeld 2.12 was
bijna 5x zo hoog.
type I minima type II minima .. |typa TII minima (Weibull) Extreme waarde verdelingen
_ __+a(E~u) - . -k § .55 et -(;Iu)k Bij veel toepassingen gaat het om de grootste of kleinste waarde van '
F (8 1= exp [-e 1 1= exp [-(e/w0)7) P [k—l ) " ) . een groep stochastische variabelen, bijvoorbeeld de grootste golf, de ;
F(3) aexp [u(g-u)-a““-“)] = (k/u) (/w77 ¢xp[-(£/u)-k] (k/v) (E/u) exp[-(6/w)"] maximale windsnelheid of de geringste sterkte. De verdeling van zo'n H
= L maximum of minimum van een aantal variabelen tendecrt naar een zoge-
ranga ~w < f,u<+wa>0 u, £40 k>0 u, £330 k30 naamde extreme-waarden-verdeling. De convergentie is echter niet alge- '
\ 1 meen en bijzonder langzaam, veel langzamer bijvoorbeeld dan de conver-
-u - - - wu r(l k) . ’ f
u(x) b= 8= 0.8700 i T e z( *: } 3 gentie van een som van variabelen naar een normale verdeling.
alx) |0 = wlals o vt = ra-%0 o vyt =t ravio :
lan Vi -k Extreme-waarden-verdelingen, zowel maxima als minima, worden onder- !
xszin yila, = a,i vy = u T =g ky = kyi u, = ugm Ty ke =kyiug=u n "y scheiden in drie typen, aangeduid met de Romeinse cijfers I, IT en III.
i=l..en Tabel 2.2 geeft een overzicht van de belangrijkste formules. Het be-
langrijkste verschil tussen de diverse typen is dat type I gedefinieerd
is voor (-= , +w); type II is voor maxima begrensd aan de onderzijde en
voor minima aan de bovenzijde; type III is juist omgekeerd. Type I wordt
verder vaak aangeduid als een Gumbel-verdeling, type III voor minima als
een Weibull. Een interessante eigenschap van extreme waarden-verdeling is
(iteraard) dagt het maximum van twee of meer extreme verdeelde variabelen
Tabel 2.2 Overzicht extrema-waarda-verdelingen ' (onafhankelijkvVan hetzelfde type) ook een extreme verdeling heeft. We

i e 0; zullen dit illustreren aan de hand van een voorbeeld.
Opmarkingen: ). De type IL en III verdelingen zijn gegeven met onder(boven)grens 0;

via translacie kan ook een willekaurige andere grens worden geintroduceerd.
2. Voor de garmafunktie geldt: I'(r) = (r=-1)! als r geheel Voorbeeld 2-14

& De onafhankelijke variabelen y, .... y_ hebben een extreme-waarden-ver-
- ' deling van het type II voor maxima. Gelefinieerd wordt x = max (yl "'yn)'

S S T
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Cevraagd de verdeling van x.
F(€) = P(x < &)=

- P(yl <geny,< Een...eny, < E) =

P(y, < E) Py, < €) oeee Bly, < £) =
n

ry &) .

(exp - (elu) ™)

exp - n({/uy)—ky

exp - (E/uynl/ky)-ky

i -verdeling type II voor maxi-
COhClus;et xthEft °° :e:l7§;re:§3:::r:: ::a‘/ge :emiddelden en stan—
ma mect = enu_ = . - Span
daardafuljkingen, d%n volge dat u(x) = u(y).n "y en}“x) \§¥ze He
gemiddelde neemt dus toe, de variatiecoefficiént blijft hetze .

De gamma-verdeling

In toepassingen komt men tenslotte ook nog regelmatig :e g?mma-verde-
ling tegen waarvan de dichtheidsfunktie gegeven wordt door:

| E. k-1

&3 (2-47)
fx(g) " ar) ‘a

exp(-E/a)

i ij i - i = (k-1)! als k geheel en
bij is I'(k) de gamma-funktie met (k) _f y .
:;:;t;if. Het gemiddelde en de standaardafwijking worden gegeven door
2-48)
u(x) = ak  @(x) = a’k (
Voor even waarden van k geldt dat x de verdeling is van:
k/2
I u,
b

X =

Nl

ij i len.
. onafhankelijke standaard normale vaflabe
vgzrua = 2 en ¥ = k/2 komt de gamma-verdeling dgn ook overeen met de
chi-kwadraat verdeling met + graden van vrijheid.

3 .
Twee stochastische variabelen x en y .

De tweedimensionale kansdichtheidsfunktie

ijvi hastische variabelen x en y
Voor de beschrijving van een tweetal sfoc s v _
wordt de twee-dimensionale kansdichtheidsfunktie geintroduceerd, gede
finieerd volgens:
£ (€, n) df dq=P(E <x<§ +diemn<y*< n*dn)‘ (2-49)
xy ' \‘ .

Eigenschappen van deze funktie zijnm:

(2-50)
fxy(c. n) >0

BRGTR U, L FORLIRATY 1 1 o) SIS L AT T

‘oo

+o
S ffxy(e. n) dg dn = 1

- =@

(2-51)

P(xy) in &) = JS £ (en) dg an (2-52)
A y

Een bijzonder geval doet zich voor als de variabelen x en y onaf-
hankelijk zijn:

fxy(E.n)dEdn-P(E<xt£+dcenn<y¢n+dn)-

“P(E<x$FE+dE) P(n<ydn+dn =

= £,08) £ (n) dg dn (2-53)

De tweedimensionale kansdichtheidsfunktie is dan het produkt van de
twee &éndimensionale dichtheidsfunkties. Bij afhankelijke variabelen
is dat niet het geval en bieden de afzonderlijke dichtheidsfunkties
in het algemeen onvoldoende informatie om de tweedimensionale dicht-
heidsfunkties te kunnen vastleggen.

In fig. 2.9 is een twee-dimensionale kansdichtheidsfunktie getekend;

meestal zullen we ons verder overigens beperken tot een weergave van
de hoogtelijnenkaart.

/F fxy(gn)

n a nJ b

Fig. 2.9 Twee dimensionale dichtheidsfunktie voor stochastische va-
riabelen x en y; Fig. 2.9.b geeft de hoogtelijnenkaart

Verwachtingswaarde, gemiddelde, variantie en covariantie

Evenals bij de eendimensionale verdeling kan ook voor de twee-dimen-
sionale verdeling een verwachtingswaarde worden gedefinieerd:
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2-20

+w +oo

E(g(x,y)) = [ [a(En £y (EM) dE dn

- =00

De belangrijkste eigenschappen zijn:

E(a) -a (2-55a)

E(ag) = aE(g) (2-55b)

E(g + h) = E(g) + E(h)
Als x en y onafhankelijk zijn geldt verder:
E(g(x) h(y) = E(g(x)) E(h(y)) (2-55d)
Bewijs: -
E(g(x) h(y)) =J/g(&) h(n) £, (En) dE dn =
= JS8(6) hiy) £,(€) £ (n) dE dn =
= J8(8) £,(6) a& Jh(n) £ (n) dn =
= E(g(x)) E(h(y))

Ter karakterisering van de gezamenlijke kansdichtheidsfunktie van

x en y wordt, evenals bij de gewome dichtheidsfunktie, veel gebruik
gemaakt van gemiddelden (verwachtingswaarde van x en y zelf) en
varianties (verwachtingswaarde van x - u(x) en y = u(y) in het kwa-
draat)?

b(x) = E(); 02(x) = E((x= u(x)?) (2-56)
) = B e2(y) = E((y-utyN?) (2-57)

Deze definities zijn volkomen compa tibel met de eerder gedane een-
d%mensionale definities (2-31) en (2-32). Gelet op de definities voor
¢2(x) en a2(y) ligt het voor de hand nog een derde kental in te voeren,
namelijk een gemengte kwadratische verwachtingswaarde, ofwel de co-
variantie:

cov(xy) = E{(x=u(x))(y=u(y))) (2-58)

Door deze toevoeging wordt een bepaalde mate van volledigheid bereikt:
voor ieder tweetal variabelen dat verkregen kan worden via een lineaire
transformatie van x en y kunnen weer gemiddelden, varianties en een co-
variantie worden bepaald (zie voorbeeld 2-15).

Direkt gekoppeld aan de covariantie is het begrip correlatie-coéfficiént
pxy' gaedefinieerd volgens

covixy) x-u(x) -u(y) x
Pxy T ax)e(y) E{ c(x) tzy)‘} , (259

Voor de correlatiecoéfficiént gelden de volgende eigenschappen:

- als x en y onafhankelijk: Py ® 0 (2-60a)

- als x en y volledig lineair afhankelijk: Py * *1 (2-60b)

- algemeen: - | < pxy <+ 1 . (2-60c)

De correlatie-§9§ff§ci3n: is dus een genormeerde maat voor de onder-
linge afhankell]khexd van twee stochastische variabelen. We zullen
de gegeven eigenschappen bewijzen.
a. Als x en y onafhankelijk zijn geldt (zie (2-58) en (2-55d)):
cov(xy) = E{(x-u(x))(y-u(y))} =
= E {x-u(x)} E {y-u(y)} =
=0x0=0

Daarmee is ook p . = 0; dat E {x-u(x))} = 0 volgt direke ui
initi t uit -
finitie van u(x) ’volgens (2-31). 8 uit de de

Volledige lineaife afhankelijkheid wil zeggen dat y geschreven kan
worden :15 een lineaire funktie van x met bekende coéfficiénten:

y = ax+b.

Voor het gemiddelde en de standaardafwijking van y geldt:

uly) = au(x) + b ena(y) = |ajt(x).
Voor de covarianties van x en y volgt:

cov(xy) = E{(x-u(x))(y-u(y))} =
= E{(x-u(x)) (ax+b-au(x)-b)) =
- aE{(x-u(x))?) =
- ac’(x)

De correlatiécoéfficiént:

o . SOVOY) | __ag(x) a
Pyx T oG T @ (Tale0T " Tal T 2!

Beschouw de mogelijkheid:

=u® _ yuyn]?
5 [ 163) FTe)) 1950

on
Deze -ugelijk@gid berust op het feit dat een kwadraat (van reéle
gesallen) a1c11§ positief is, en dus ook de verwachtingswaarde van
een kyadraat. Uitwerking hiervan m.b.v. de eigenschappen van ver-
wachtingswaarde en de diverse definities leidt tot:

2
Bl RO o xmu(x), y-uly) -uly). 2
G 2 G )(vy))f(%‘(,_y)z))>°

I=21

I
i
|




1 - 2pxy +1>0

pxy<l

De ongelijkheid -1< Py kan bewezen worden door uit te gaan van
het kwadraat met een pYusteken.

Opmerking: Als x en y onafhankelijk zijm volgt datp = 0, maar
uitp_ = 0 mag men niet concluderen dat x en y onafﬁ!nkelijk zijn;

er kifnen namelijk nog niet-lineaire onafhankelijken in het spel

zijn. Als x en y een normale verdeling hebben mag uit e 0

overigens wel tot onafhankelijkheid van x en y worden b&¥loten.
Voorbeeld 2-135
De variabelen x en y worden beschreven door:
u(x) = u(y) =0
o(x) = 1 &(y) -2 cov(xy) = 1

Cevraagd worden gemiddelden, varianties en covarianties van s = x+y
en t = 2x -y.

Uitwefking: Direkt valt in te zien dat u(s) = u(ct) = O.
Voor de variantie van s volgt:

2(s) = E((s~ (6%} =
- E((X*Y)z} -
= E (x2) + 2E(xy) + E(y?) = (wegens u(x) = uly) = 0)
- () + 2 cov (xy) +o'2(y) -
- 1 + 2 + 4 = 6

Ga zelf na dac qz(:) a4 -4 +4 =
Tenslotte de covariantie:

cov(st) = E{(s-u(s))(t-u(c))} =

E{(x+y)(2x-y)} =

E(2x%) + E(xy) - E(y)) =

=2+ 1 =4 ==
De correlatiecoefficiént pxy in dit geval was 0.5 en P ™ -0.20.
Voorbeeld 2-16

Gegeven twee onafhankelijke variabelen x en y met u(x) = u(y) = 0 .
= en g(x) = g(y) = 1. Als Z = ax+by, dan is u(Z) = 0 en'g(Z) volgt uit:

|
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a%(2) = E (ax + by)?
= a2 E(x) + 2ab E(xy) + b2 E(y?) = a® + b2
We bepalen nu de covariantie van z en x:
cov (xz) = E{(x-u(x))(z-p(z)} =
= E{(x)(ax + by))} =
= aE(x?) + bE(xy) =

Daarmee volgt voor p(xz):

- cov(xz) -_a
pxa) a(x)e(z) Valep?

Stel nu az + bz = | uaardoos o(z) = 1 en p(xz) = a. Als a groot is
hebben x en z = ax + y /1-a® veel met elkaar gemeen en is p(xz) dicht
bij 13 als a klein is heeft z weinig gemeen met xy, en is p(xz) lang.

Funkties van 2 variabelen

Beschouw de funktie Z = g(x,y). Als de gezamenlijke kansdichtheids-
funktie van x en y bekend is kan de dichtheidsfunktie van Z worden
berekend (zie appendix 2B). Voor veel doeleinden is het echter vol-
doende als voor z het gemiddelde en de standaardafwijking kunnen wor-
den bepaald.

l. z is de som van x en y: z = x + y

In dat geval wordt het gemiddelde van z gegeven door:

u(z) = E(z) = E(x+y) = E(x) + e(y) = p(x) + u(y) (2-61)
Voor de variantie van z volgt:

o?(2) = E((z-u(2))?) =

E((xty = u(x) - u(y)?) =

- E((x-u(x))? + 2(-u(x)) (y-uly)) + (y-u(y))?) =

-cz(X) + 2 cov(xy) + cz(y) -
- o'z(X) + 2p0(x) o(y) + a’z(y) (2-61)
Als p = 0 vereenvoudigt dit tot cz(z) L] ¢2(x) - ¢2(y)

2. Willekeurige lineaire funktie z = a+bx + cy

Op dezelfde wijze kan worden afgeleid:
u(z) = a = bu(x) + cu(y) (2-63)

cz(z) - b%r2(x) + 2bc cov(xy) + c2¢2(y) (2-64)

1 »
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3. Lenadering niet-lincaire funktie

Als z = g(xy) een niet-lineaire funktie is, kan in veel gevallen
de volgende benadering op basis van lineairisering worden gebruikt:

z = glxgyg) + (x=x5) 8, (xgy0) + (y-yg) 8y (x5¥p) (2-65)
u(z) = glxgyg) + (u(x)=x;) 8y (xgyg) + (u(y)-yp) s.y(xovo) (2-66)
2 - 2
o (2) = {8, (xyyy) o)} + 28, (x5y,) g.y(xoyo) cov(xy) +
2
B.y(xoyo) a(y) (2-67)
Hierin worden met g, en g, respectievelijk de afgeleiden dg/dx
en 3g/dy bedoeld; (x.y.) is”een geschikt gekozen ontwikkelingspunt,
soms wordt daarvoor geg punt (u(x) u(y)) genomen (mean value bena-
dering).

Voorbaeld 2-17: 2 = xy met x en y onafhankelijk

" We kiezen X, = p(x) en Yo = u(y):
z = u(x) uly) + =u(x)uly) + (y-uly))u(x)
u(z) = u(x) uly)
2 2 2
o7(2) = {u(y) e(x)}° + (u(x)a(y))

Voor de variatiecoéfficiént V(z) kan nog worden afgeleid:

2 2 2 2 2
V2(z) = trz(z) o e (x) + uT(x)e(y) vix) + viy

2 2
u(z) (T (y)
Van dit resultaat wordt vaak gebruik gemaakt in de literatuur.
Intecessant is dat van dit vgorbeild de exacte oplossing bekend is:

u(z) = u(uly) en a?(2) = pi(y)a?(x) + u2(x)e(y) + a2(x)g(y).
(Ga dat na). De benadering is dus goed als V(x) of V(y) klein is.

2.4 n stochastische variabelen

De uitbreiding van 2 naar n variabelen bevat in feite geen nieuwe
elementen. De n-dimensionale dichtheidsfunktie voor de variabelen

x = (xl S—_— xn) wordt gedefinieerd door: .
fﬂ(g) dEl S dEn = P(EI <x) < EI + dEI en ... en En < x
< En + dEn) (2-68)
Voor de gebeurtenis "x in A" geldt: ,
P(x ina) = J~J £ (€) dE, .... dE (2-69)
= A X 1 n

Als de variabelen X} ++. x onafhankelijk zijn wordt fx(s) gegeven
door: =

. .t b g R : < a0 3 )
i, : . % s Y s h [ L . -
© 0000600000 00006000
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((2) fx (;n)

fi(g) - fo(El) fxz . (2-70)
De verwachtingswaarde van een funktie g(x) is gedefinieerd als:
L) . .
E(g(x)) -j..jg(_E_) fﬁ(g) dey ... dg (2-71)

Gemiddelden, varianties en covarianties laten zich met behulp hier-
van vervolgens definieren als:

u(xi) - E(xi)

(2-72)

2 2
< (xi) - E((xi-u(xi)) } (2-73)
cov(xixj) - E((xi-u(mi))(xj—u(xj)) (2-74) -

De ?orrelaciecoéfficiént Plx.x.)= cov(x.x.)/g(x
n-dimensionale geval een volle ige matrix?

Deze masfix is symmetrisch en heeft op de hoofddiagonaal allemaal
&nen. Bij onafha

: nkelijke variabelen zijn de off-diagonaalterms gelijk
nul,

1)G(xj) is in het

Het gemiddelde en de standaardafwijking van een willekeurige funktie
z = g(x) vaak met voldoende nauwkeurigheid benaderd door:

u(z) = g(xy) + LCu(x;)=x;) 815 (x;)

(2-15)
2
07 (z) =L 8 (xy) 8,5 (xy) °°"("i"j) (2-76)
Als alle variabelen x; onafhankelijk zijn:
2
a%(2) = Ilg, (xpalx)))? (2-77)

Hierin is Xy een geschikt gekozen benaderin,

gspunt en g,. de afgeleide
van g naar X,. .
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Notatie

P(A)

AcB

A-B
AlB
£.(8)

F (§)
E(g(x))
w(x), 8
a(x),0,
on

u,v
fxy(E-n)
COny
Py
fi(g_)

J

8(x)

8 i( )

kans op gebeurtenis A

zekere gebeurtenis (uitkomstenruimte)
onmogelijke gebeurtenis '
complement van A

vereniging van A en B (= A OF B)

doorsnede van A en B (= A EN B)

"A impliceert B" danwel "B bevat A" (= A IN B)
AaB

A gegeven B

kansdichtheidsfunktie van x = P(E < x < § + dg}/dE
verdelingsfunktie van x = P(x < E)
verwachtingswaarde van g(x)

gemiddelde waarde van x

standaardafwijking van x

verdelingsfunktie standaard normale verdeling
standaard normaal verdeelde variabelen
tweedimensionale kansdichtheid van x en y
covariantie van x en y

correlatiecoefficiént van x en y
kansdichtheidsfunktie voor stochastische vector x
Determinant van Jacobi

funktie van een stochastische vector x

dg/lxi = partiéle afgeleide van g naar x;
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3. Sterkteberekeningen op niveau I, II en III

3.1

De indeling in niveaus

In het constructieve vakgebied vindt de benadering van het probleem
van de veiligheid van componenten steeds plaats middels de gebruike-
lijke filosofie van grenstoestanden en de daarbij behorende wiskundige
modellen (zie fig. 3.1).

l - .lj veiligheid r——l

sterkte of
weerstand

belasting of
bedreiging

i bi
overdrachts~- theoretisch
funkties : model

i ) t
natuur- of sterkte

andere rand- parameters
voorwaarden

Fig. 3.1 Een grenstoestand van een mechanisme

Alleen de wijze, waarop de veiligheid in de zin van voldoende zekerheid,
dat de belastingen de sterkte niet overschrijden, wordt vastgesteld, is
anders. Om de discussie te vergemakkelijken heeft het Joint Committee on
Structural Safety (C.E.B.-C.E.C.M.~G.I.B.-F.I.P.-I.A.B.S.E.) een niveau-
indeling voorgesteld voor de gebruikelijke methoden om de veiligheid van
constructies te bepalen.

Niveau III behelst de exacte probabilistische benadering, waarbij
de kansdichtheidsfunkties (k.d.f.'s) van alle variabelen in aan-
merking worden genomen.

Niveau II omvat een aantal benaderende methoden, waarbij het probleem
wordt gelincairiseerd rond een bepaald met zorg gekozen punt. Corre-
laties tussen variabelen dienen vermeden te worden.

Niveau I bevat de huidige ontwerpmethoden, die afstand scheppen tus-
sen de karakteristieke waarden van sterkte en belasting door middel
van een verzameling partiéle veiligheidsfaktoren. ’

Alleen bij berekeningen volgens de niveaus II en III wordt de veiligheid
of de betrouwbaarheid expliciet vastgesteld. Mecestal gebeurt dat uit prak=
tische overwegingen in de vorm van een bezwijkkans.

Bij de niveau I benadering wortelt de veiligheid meer' in de exvaring, dat
constructies, die volgens de geldende voorschriften gedimensioneerd zijn,
goad voor hun taak berekend zijn. De recente ontwikkeling is echter, dat
niveau I voorschriften gecalibreerd worden met behulp van methoden van

ecn hoger niveau teneinde de veiligheid consistent te maken voor
diverse typen constructies.

Berekeningen op niveau III

In de berekeningen op niveau III wordt de bezwijkkans berekend op
grond van de exacte kansdichtheidsfunkties van de sterkte en de be-
lasting.

De basis van de berekening is echter de wiskundige formulering van
het bestudcerde mechanisme en de daarbij behorende grenstoestand.
In het eenvoudigste geval komt dit neer op de volgende redenering:

stel de sterkte gelijk aan :
en de belasting aan :
Definieer nu de betrouwbaarheidsfunktie als:

R
S

Z=R-S

Met behulp van ? zijn nu het veilige gebied, het onveilige gebied en
de daartussen liggende bezwijkgrens aan te geven.

Z > 0 veilig gebied
Z = 0 bezwijkgrens
Z < 0 onveilig gebied

Het za} duidelijk zijn dat de constructie in een grenstoestand ver-
keert indien 2 = 0.

R A

vu‘lus
aclkied

omuc'd’u-5
ﬁc\o'-col

=g

Fig. 3.2 Het veilige, het onveilige gebied en de bezwijkgrens

Als nu bovendien de kansdichtheidsfunkties van de sterkte en de be-

lasting gegeven zijn door:
£p(r)
£.(s)

d?n volgt, gezien de Ftochnstische onafhankelijkheid van de beide va-
riabelen, de gezamenlijke k.d.f. door vermenigvuldiging:

fR(r) . fs(s)

Deze gezamenlijke kansdichtheidsfunktie kan d.m.v. een hoogtelijn en
kaarf worden getekend in het R,S. vlak.

Het is nu ggmakkelijk.in te zien dat de bezwijkkans van de construc-
tie gelijk is aan de inhoud van de gezamenlijke k.d.f. in het onvei-
lige gebied.
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En de kans dat de sterkte juist gelijk is aan L

) . P - -
‘cshca Mo 50(5119 l'(R rl) ER(rl) e
o st ichi lhalol = v i

e R olgens de basisregels voor EN kansen geldt:

P(S>r ENR=7) = I £,(s) ds . £ (r) dr

= |
T ' i
Maar omdat deze redenering van toepassing is voor elke waarde van r

euvalll dient een integratie over r pl i ”
saucde 8 plaats te vinden.

£6) 4

>~ .

A S
[
- Da -v.:ru..bn-s‘h's‘o\--_‘ Viean ohe
s bd“thﬁ
-t (\“) 6
Fig. 3.3 De bepaling van de bezwijkkans Q
0f wiskundig genoteerd: '('\2("'
P = B. f (xr) £ _(s) dr ds
b 2<0 R s
Op de oplossing van deze integraal die meestal met numerieke methoden
plaatsvindt, wordt later ingegaan. &
Het probleem kan ook iets anders worden ui tgewerkt. >
v—
De bezwijkkans is de kans dat de belasting de sterkte overtreft. Of -Q
wiskundig genoteard: ' ‘314 Ve kongdishilad voun ole
sterlie

|»

> o™ El R=r

De kans dat de belasting de waarde T, overtreft is gegeven door:

PS> = { £,(s) d s :
1
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i

P(R<S) = [§ £.(s) ds £3(r) dr
OI."

Deze integraal, die ook geschreven kan worden als:
«

P(R < S) = j (1 - F () £(x) dr
¥ o

staat bekend als de convolutie-integraal. De numerieke uitwerking is
eenvoudig uit te voeren volgens standaard procedures.

Voorbeeld

De storctstenen drempel van de stormvloedkering Oosterschelde wordt
zwaar belast, indien tijdens een superstorm &&n der schuiven weigert.
Omdat alle schuiven op de weigerende na op de laagwaterkentering ge-
sloten zijn, staat er een groot verval over de kering. En dientenge-
volge stort het water zich met donderend geweld door de miet afgeslo-
ten opening. Daarna stroomt het water met grote snelheid over de stort-
. stenen drempel en tracht die te eroderen.
De overschrijdingslijn van het verval Ah wordt gegeven door:
_. 3.771-x
| =By (D =l1=8 € 0,3026

Volgens de worm van de Deltacommissie (2.5.10-4 per jaar) is het ont- i R :
werpverval 6.30 m. et behulp van modelproeven is de stortstenen drem- e ' : - = e ; o o
pel zo ontworpen, dat hij juist bij een verval van 6.30 m bezwijkt. . : . 4/_m.L‘,,~,¢*;c14a~;$é;0“'"‘_
Bij de vertaling van de modelresultaten naar de werkelijke constructie ‘ u—atir
spelen echter allerlei onzekerheden, zoals schaaleffekten, schematisa=
tiefouten, meetfouten, etc.

Bovaendien kunnen in de werkelijke constructie de belangrijkste para-
meters, zoals b.v. de diameter en de soortelijke massa van de storct-
steen enigszins van de ontwerpwaarden afwijken.

Om deze twee redenen wordt de sterkte van de drempel voorgesteld door
een normale verdeling met

h " 6,30 m

Ya
aAh =0,75m

De bezwijkkans van de drempel is nu met behulp van de convolutie-inte-
graal te bepalen.

e 310.x \
1- e ®0,3026 . gy

x=6,30, 2
NG5 axe

In fig. 3.5 is het verloop van de integrand geschetst tezamen met de : i 2 Aw.in__ | fohiiad . )
overschrijdingslijn van het verval en de k.d.f. van de sterkte. Men - e - __‘agv_- ebu/hﬂ- it SR ;

ziet, dat bezvijken het meest waarschijnlijk is bij een verval van ik P b : _
~ 4,50 m. (maximum van de integrand). Pk Rl Mol Iy e el SNl i
Middels een numerieke integratieprocedure is de bezwijkkans berekend op: : s . ej&u:j[c\"%&—.\m‘_ .b.\&._._;..QLL.. P

p, = 4107 T conlalitisintegraal.

—t s gl

Dit resultaat is enigszins verwarrend, omdat het de overschrijdingskans A S ook . S : e i
van het ontwerpverval (2,5.!0‘4) overtreft. ) e : : : : -
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De drempel werd echter zo gedimensioneerd, dat de gemiddelde sterkte

het ontwerp verval evenaarde. Het feit, dat de voorkomenskans van een
zwakkere drempel aanzienlijk is, weerspiegelt zich in de grootte van

de bezwijkkans.

De hierboven aan gegeven werkwijze is toepasbaar als de sterkte en de
belasting ieder als stochasten bekend zijn.

In cen realistisch geval zullen echter zowel de belasting als het draag=
vermogen uit meerdere variabelen worden afgeleid.

Indien van deze variabelen de k.d.f.'s bekend zijn, kan theoretisch
langs de weg van meervoudige integratie de bezwijkkans worden bepaald.

Stel de sterkte is gegeven door:
R =R (xl, x2 ceee xn)

en de belasting is

§=38S (xm+l' X

S §

Dan volgt voor de betrouwbaarheidsfunktie:

Z=R=-§=27 (Xl. Xz cees Xn)

Als nu bovendien de gezamenlijke k.d.f.'s van de sterkte en de belas-
ting parameters gegeven zijn:

fR (Xl. Xy eeee Xm)
£ (X, coe X)

dan geldt voor de bezwijkkans:

cees X)) dX) dXy ol dX) . S SRR FRSVPRN T RS- P Ygven van gedgle
. — lecvne dachibuid

Om deze mathematische oplossing te verduidelijken kiezen we het eenvou- S AT . K o

dige probleem van een draad belast door een trekkracht. De sterkte van : 3 1 o - ! R - o

de draad wordt bepaald door de diameter d en de breuksterkte ¢ volgens:

P, = -
b my fv_(xl. Xy eees X)) £ (X

m+

ﬂdzd

4

R =

Wov cle belasting wordt om het probleem tot twee dimensies te beperken, een
deterministisch bekende kracht van 100 kN gekozen. ’

§ = 100 kN

Als betrouwbaarheidsfunktie resulteart nu:
ndzo

T S$<0

Z=R-S§S=

Veronderstel nu verder dat de draaddiameter en de vloeispanning normaal
verdeeld zijn met als parameters:

ug = 30 mm gy = 3mm f‘;r—~;z;l‘-f;—-j~, . :_f. f‘ . L. B '

dia sl e’ g Zisb -
Mg = 290 N/oa® o = 25 N/on? ™9 . _& :_be.Pfl(MS i dL ez et |
) { e VO @8 Maacl op. Wvuo -
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De kansdichtheidsfunktie van §, een Ditacfunktié. wordt proforma aan-
geduid door:

£.(s)

Wanneer de k.d.f.'s van de draaddiameter en de breuksterkte met gebruik-
making van hun statistische onafhankelijkheid worden samengesteld tot
een bi-normalé verdeling, dan luidt de op te lossen integraal:

Pb - fff fR(d.o) fs(s) dd do dS
z<0

Omdat S een deterministische grootheid is, reduceert de integraal tot

Pb = S fR (d,0) dd do

2<0
Dergelijke meervoudige integralen moeten in het algemeen numeriek wor-
den opgelost.
Met behulp van een Riemann procedure verloopt de integratie eenvoudig
volgens net schema gegeven in fig. 3.7.
In het schema is verondersteld, dat de twee basisvariabelen d en ¢
onafhankelijk zijn. Bij afhankelijkheid van variabelen moet de proce-
dure zo gewijzigd worden, dat de gezamenlijke kansdichtheidsfunktie in
de berekening wordt opgenomen.

Het resultaat van de numerieke integratie is in de tabel gegeven.

De stapgrootte is gevarieerd van lo tot 1/80, hetgeen in dit voorbeeld
de uitkomst niet sterk beinvloedt.

Een formele beschouwing van de nauwkeurigheid van de integratie is mij
niet bekend.

Een andere berckeningsmethode die tot niveau III gerekend wordt, is de
Monte-Carlo simulatie. Deze methode maakt gebruik van de mogelijkheid
om randomgetallen te trekken uit een uniforme k.d.f., die alle moderne
computertalen bieden.

{)xé")“

1o

° © 4o =

Er zijn nu in principe twee methoden om, gebruikmakend van de uniforme
generator, getallen uit een andere verdeling te trekken. ’

De eerste methode is gebaseerd op de grondslag van de gewenste verde-

ling. Door bijvoorbeeld een aantal uitkomsten van een uniforme random-
generator te sommeren, krijgt men op grond van de centrale limietstel-
ling een normaal verdeelde stochast NE

N
{£ X} -N/2
v/ N/12 -

waarin Xu = uniform verdeeld 0 < X < |

PIVE PR

De stochast y volgt ecn normale verdeling met een gemiddelde 0 en een
standaardafwijking 1.

Via een eenvoudige transformatie kan nu een getal met willekeurige u
en o worden verkregen.

XN =g.y+y

De.tweede methodg.is gebaseerd op het feit, dat de overschrijdingskans
uniform verdeeld is en tussen nul en &&n lige.

p = Fy(x)
In sommige gevallen is het mogelijk x op te lossen uit deze vergelijking.
-1
X = Fx (p)

Indien men nu voor p eea uniform verdeeld getal trekt,
wenste verdeling Fx.

-1
xe = PX (xv)

volgt x de ge-

Deze methode is bijvoorbeeld toepasbaar op de extreme verdeling
p = o 2(x-u)
|
X x lnp +yp

De randomgenerator wordt dus

X = - % In (X)) +u

O B

o

®© 0000006006 000000900
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- De kern van de Monte Carlo simulatie is nu dat men voor alle variabelen

van de betrouwbaarheidsfunktie een waarde trekt uit de bijbehorende
verdeling.

Voor de getrokken waarden van de variabelen berekent men vervolgens
het teken van de betrouwbaarheidsfunktie. Indien deze funktie nega-
tief is, is er sprake van een bezweken exemplaar van de constructie.
Door de procedure een groot aantal malen te herhalen is een schatting
te geven van de faalkans P, in de vorm van het quotiént van het aan-
tal bezweken exemplaren Nb en het aantal simulaties N.

trek
Xl, X2 cees Xn

;

Z= z(xl. Xy eues xn)

Nb - Nb * |

Fig. 3.8 Het stroomschema van de Monte Carlo procedure

Na het stellen van een eis E aan de nauwkeurigheid, resulteert de vol-
gende betrekking.

I L lI< = BUhy <E
PN P N

Hieruit volgt voor het aantal simulaties:
k2 I
N> = =D
E b

Indien men nu een 957 betrouwbaarheidsinterval eist (k = 2) met een re-

latieve grootte E = 0,1, dan volgt het benodigd aantal simulaties uit
de nagestreefde bezwijkkans.

N > 400 (- - 1)
P
b
Het aantal basisvariabelen, dat in de betrouwbaarheidsfunktie Z voor-

komt, speelt dus geen rol. Dit in tegenstelling tot de oplossing van
de bezwijkkans door meervoudige integratie.

‘9 0.0.0.0.0.0.0.0.0.0 0 0.0
e ) 0.0 0. 000600 0 0.00 00 0.0.00000. 000000
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Daar volgt het aantal malen N dat de Z-funktie berekend moct worden,
uit:

N =i

waarin i = aantal integratiestappen, dat voor elke variabele
gelijkheid is verondersteld.

Indien het probleem dus een groot aantal basisvariabelen kent, is de
Monte Carloprocedure de aangewezen weg om de rekentijd te beperken.
Doch als het gaat om het berekenen van zeer kleine bezwijkkansen,
verdient integratie de voorkeur vanuit het oogpunt van computer ge-
bruik.

Teneinde het grote aantal berekeningen, dat een lonte Carlosimulatie
vereist, te reduceren, wordt vaak een benaderingsmethode voorgesteld, |
Deze methode gaat gepaard met een verlies aan nauwkeurigheid.

De essentie van de methode is, dat men het eerste en het tweede moment
(4, 0) van de k.d.f. van z bepaalt. Daartoe vervangt men in het stroom-
schema (fig. 3.8 ) van de Monte Carlo procedure de keuze (z < 0) door
een sorteerprocedure, die een histogram van de Z-waarden berekent. Uit
het histogram zijn eenvoudig het eerste en tweede moment af te leiden.
Het gewijzigde stroomschema ziet er als volgt uit:

!
I

Foen

trek
Xl, xz cense Xn
Z= Z(Xl. x2 eres Xn
L]

k, = INT (-2 + n)
z Az [
(k) = H (k) + 1 hivtogrnin

- ]

|
Fig. 3.0 Het stroomschema voor de Monte Carlo procedure met momenten-

bepaling

Vervolgens is m.b.v. een veronderstelling omtrent het type van de k.d.f.

van Z de bezwijkkans (Z < 0) te bepalen.

Zo volgt de bezwijkkans in het geval, dat 2 normaal verdeeld is, uit de
tabel van de standaard normale verdeling.
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8 = o
Py = Fy(-8)
Indien er onzekerheid bestaat aangaande het type k.d.f. van Z, dan is
de bezwijkkans te bepalen volgens de Chebysev-ongelijkheid.

Deze ongelijkheid luidt:

1
P (X | <ka } > 1 ';i'

Of toegepast op het gestelde probleem:

\

u |
Pr(l;l>6)<;f

Het zal duidelijk zijn dat op deze wijze een ruime bovengrens wordt
gevonden.

B | Ganss Chebysev
110,15 1,0
2.1 0,024 0,25
3 | 0,002 0,11

Bij tocpassing van de geschetste methode op het standaardprobleem kan
het aantal simulaties bepcrkter zijn dan bij de klassieke Monte Carlo
benadering.
In de figuren en zijn de resultaten gegeven bij 100
en 1000 simulacies. Duidelijk is te zien, dat het resultaat van de Monte
Carlo benadering een kansverschijnsel is.
De waarde van P bedraagt ongeveer 2,30. Indien men nu veronderstelt,
hetgeen in dit geval onjuist is, dat Z normaal verdeeld is, kan de be-
zwijkkans eenvoudig worden bepaald m.b.v. tabel I:

-2

Pb = 1.10

Zonder dat een veronderstelling omtrent de vorm van de verdeling nodig
is, kan men op grond van de Chebychev ongelijkheid zeggen, dat:

1
P < —==0,19
b 2 »
B

Bij vergelijking van deze resultaten met eerder verkregen exacte ant-
woorden, blijken beide benaderingen een bovengrens op te leveren.

Van de Chebychev ongelijkheid was dat te verwachten.

Dc benadering door de normale verdeling geeft een bovengrens omdat de
werkelijke kansdichtheidsfunktie van Z scheef naar rechts is. De kans=-
massa aan de linkerzijde is daardoor minder dan bij een symmetrische
kansdichtheidsfunktie.
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Het is uiteraard ook mogelijk het stroomschema van de integratie-
methode uit te breiden met de bepalxng van het histogram van Z.

De integratiemethode levert dan niet alleen een bezwijkkans als
resultaat, maar tevens het histogram dat de kansdichtheidsfunktie

van Z benadert. Dit laatste resultaat kan van belang zijn als men
niet zozeer geinteresseerd is in de bezwijkkans van de constructie,
als wel in de kansdichtheidsfunktie van de belasting of de kansdicht-
heidsfunktie van de sterkte.

In de praktijk komt het voor dat de kansdichtheidsfunktie van de be-
lasting als een gegeven beschouwd wordt, terwijl men gedurende het
ontwerpproces met de k.d.f. van de sterkte manipuleert (zie het voor-
beeld van de drempel van de S.V.K.0.).

Tenainde dit te bereiken voert men alleen de basisvariabelen van die
kant van het probleem, waarin men gelnteresseerd is,als stochasten in.
De overige variabelen worden als deterministisch beschouwd.

De berekende k.d.f. van Z is dan de verschoven k.d.f. van sterkte of
belasting.

Het rekenvoorbeeld is in dit opzicht een goede illustratie omdat de
bélasnng S = 100 kN een deterministische grootheid is. De k.d.f. van
Z is dus in dit geval gelijk aan de k.d.f. van de sterkte die over een
afstand van 100 kN verschoven is (zie fig. 3.4 ):

fR(t) - fz (r - 100)
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3.3

Berekeningen op niveau IT

De niveau II berekeningen hebben de laatste jaren een grote vlucht
genomen. De reden daarvan is, dat zij in tegenstelling tot de niveau
111 methoden praktisch toepasbaar zijn.

Een tweede reden is, dat zij inzicht verschaffen in de bijdragen van
de diverse basisvariabelen in de bezwijkkans van de constructie.

De niveau III methoden verschaffen dit inzicht niet.

De niveau II berekeningen staan ook wel bekend als eerste orde - tweede
moment methoden, omdat zij een eerste orde benadering van de bezwi jk-

grens benutten. .
Op niveau II maakt men weer onderscheid tussen drie hoofdklassen van

methoden:

|. gemiddelde waarde - eerste orde - tweede moment methoden

2. verfijnde - eerste orde - tweede moment methoden

3. methoden, die gebruik maken van benaderende kansdichtheidsfunkties.

In deze paragraaf zullen de drie klassen van methoden achtereenvolgens
aan de orde worden gesteld.

De eerste variant (mean value approach) is eenvoudig te begrijpen en
erg instruktief, maar helaas niet erg betrouwbaar. ;
De methode gaat uit van de reeds gedefinieerde bezwijkgrens:

Za«R=-5§=0
= Z(Xl, xz cens Xn) =0

De funktie Z laat zich nu met behulp van een reeksgntwikkeling. die op
tijd wordt afgebroken, lineairiseren rond een punt X* (xf. Xz*.... x).
x

- x
Z 3 Z(Xl, X2

n
x 8z x
cene Xn) + .2. X (xi - xi) cese

imi i

Voert men dezelineairisatie uit rond het gemiddelde van i. dan kan wor-
den afgeleid dat:

uy = Z(ux ceee My )
1 n

{n L1 :

o, =§zx 6z .2 2?

2 Lo Gy 9%,
1 b 4

De kans, dat Z < 0 is nu gemakkelijk te benaderen door de waarde van de
batrouwbaarheidsindex B op te zoeken in een tabel van de normale verde-
ling.

Ter illustratie een toepassing van de methode op het probleem van de
draad.

. st o .
S g i dia e b e

3

Yo woAtd My
§

A v N Ry T i
B B o R

Fig. 3.15 De bepaling van de bezwijkkans m.b.v. de betrouwbaarheids-

index.

2
P 1T _ ——
Y2t T P

x.302.290
4

= 100.000 = 104.988,9 N

Vervolgens moeten de afgeleiden van Z bepaald worden in het punt

(ugs 1)
5z 8z &z .2
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§Z2 _ wdo
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Z
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Uit de tabel van de normale verdeling volgt nu:

& S e
Pb 210
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Bij deze benadering is het gekromde 'Z-vlak

2
nd o
Z = = P

vervangen door een vlak volgens de Taylor reeks ontwikkeling

8z 52
Z= Z(ua.ud)k b 1 {o-u } + %d (d-ud)

Of na substitutie van de getalwaarden

Z = 104.988,9 + 706,9 ( - 290) + 13665,7 (d - 30)

z* = - 509.983.1 + 706,9 o + 13665,7 d

In het punt (ua. u ) is de waarde van het benaderende Z-vlak

Ttk NeLN L. : Z = - 509.983,1 + 706,9.290 + 13665,7.30

= 104.988,9

juist gelijk aan het echte. Dit is in overeenstemming met het feit
dat de reeks ontwikkeling rond dit punt plaatsvond.

Ook voor dit benaderende vlak is de bezwijkgrens Z = 0 te bepalen

o A e i el

Z = - 509.983.1 + 706,9 o + 13665,7 d = 0

T £ 913

Deze gelineairiseerde bezwijkgrens vormt inderdaad een benadering van
de echte bezw13kgrens zoals blijkt uit fig. 3.16

In het gebxed van de hoge kansdichtheden overschat de gelincairiseerde
bezwijkgrens de omvang van het onveilige gebied. Daardoor ligt de
waarde van de bezwijkkans te hoog in vergelijking met de exacte waar-
den voor de bezwijkkans die op Niveau III werdenm bepaald.

Als bijkomend nadeel geldt, dat de benadering van het Z-vlak met een
Taylor reeks rond het gemiddelde niet bestand is tegen eenvoudige
transformaties van de bezwijkgrens.

Herschrijft men de betrouwbaarheidsfunktie bijvoorbeeld als volg::v
"

ldz

Z=g -

dan heeft de gemiddelde waarde eerste orde tweede moment benadering
het volgende verloop:

4.100.000

-uo

L)'
- 290 - 3°°'—°g° = 148,5 N/mm®
%30

e I -
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e 82 [.Y4 (YA 2
6xi % 8x, i (Bx. ai) X
i

. 82

- -— = ] - 1.0 |25 25 625,0 - 442 F
[ 1]
82 8P i
" + :;3 - 9,43| 3 28,29 800,56 * 56%

1425,56

o, = v/ 1425,56 = 37,76

Hieruit volgt: i

- EE = —_148'5 -
o, 37,76

3,93

Bij deze waarde van B behoort volgens de tabel van de normale ver- ]
deling een bezwijkkans ’

Teneinde het verschil te verklaren onderzoeken we de gelineairiseerde
bezwijkgrens

Z = 148,5 + 1.0 (0 - 290) + 9,43 (d - 30) =0

== 42,4 + 0 +9,43d =0

Het resultaat verschilt inderdaad van de eerder gevonden uitdrukking.
Het schetsen van de bezwijkgrens in het o,d vlak levert fig. 3.7

R W L PSR, P - i Nu onderschat de gelineairiseerde bezwijkgrens het onveilige gebied
© | exacte .%’9‘“&"“ t.p.v. de grootste kansdichtheid. De gevonden waarde van de bezwijk-
e M N : kans is dan ook te laag vergeleken met de exacte waarde P, = 2.2 1073,

Hoewel uit de twee voorbeelden al blijkt, dat de gemiddel&e waarde
- eerste orde - tweede moment benadering ten eerste onnauwkeurig is
en ten tweede niet bestand is tegen eenvoudige transformaties van de i
bezwijkgrens, verdient de methode toch enige aandacht.

;... - :M'_Z :.o-

Niet alleen is de gemiddelde waarde methode als enige geschikt voor i
een ecenvoudige handberekening, maar ook geeft zij een goed inzicht in
het karakter van de Niveau II berekeningen. H
Men zou dat karakter kunnen omschrijven als een gewogen gevoeligheids-— ¢
analyse.
De gevoeligheid van de oplossing Z = 0 voor een kleine variatie in de
waarde van een variabele wordt formeel vastgesteld door partiéle dif-
ferentiatie. Daarna vindt een weging plaats met de mate van onzeker-
¢ @ heid van de variabele gesymboliseerd door de standaardafwijking.
Het resultaat is een in procenten gegeven bijdrage van elke variabele
' aan de totale onzekerheid.
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In feite voert een goede ontwerper een dergelijke procedure meestal
uit, zij het op intuicieve gronden.

Het constructieve probleem overziende,voert hij voor de variabelen
die hij niet goed kent &n voor de variabelen, die hij bepalend acht
voor de oplossing van het probleem, eens een hogere en lagere waarde
in om de gevoeligheid van de oplossing te bepalen.

De gemiddelde waarde methode is eigenlijk een standaardprocedure
voor deze handelwijze van de ervaren ontwerper.

Maar als middel om de bezwijkkans van een mechanisme te bepalen kan
zij de toets der kritiek niet doorstaan.

Celukkig zijn in klasse 2 van Niveau II verfijndere methoden beschik=
baar. De verbetering bestaat hieruit, dat men tracht de funktie Z te
lineairisercn rond het punt van de bezwijkgrens Z = 0 met de hoogste
kansdicht X%,

Stel een cerste benadering van de nog onbekende gelineairiseerde be-
zwijkgrens is
. n
- X x 82
z-z(x’l‘, Xy oo Xp ¥ I %,

x
. (xi-x )=0
i=]

i BZ I *
waarin Eii wordt berekend in (Xl. K2 &30 Xn)
In tegenstelling tot de vorige benadering is nu:
x % % Z %)
wZ (Xiw Xy eeem XY ® 5 (=X
4 Sl - n 1l Xi Xi
0 2 2914
§Z
e fz ').t R °x.(
i=] i i

De laatste betrekking wordt nu uitgedrukt in een lineaire funktie
van de standaardafwijkingen

n
2
9™ F ST Y%,
i=1 - & ¢

i

Nu wetend dat het punt op de bezwijkgrens geldt

- x
z =2z (x], x; ceees X0) = 0

volgt:

=
td
[
O
»

Z i=]

R e =8

N
O
N

Bi oplossing van deze vergelijking geeft een nieuwe schatting voor
X" dat gewoonlijk het ontwerppunt wordt genoemd.

x g
s ™ - a.B0 Vi
x1 uxi 18 x; oor alle i

De waarde van de partiéle afgeleiden werd echter in het oude punt
bepaald.

Een herhaling van de procedure is daarom noodzakelijk totdat een
stabiele waarde voor het ontwerppunt X gevonden is.

Maar in dit nieuw gevonden punt zal de betrouwbaarheidsfunktie niet
langer gelijk aan nul zijn. Dit betekent, dat het nieuwe punt niet
op de bezwijkgrens Z = 0 ligt, zoals werd aangenomen.

Deze afwijking wordt gecorrigeerd door de waarde van B aan te passen
volgens:

n
2@+ 1 2 o -xD)
M . 86X, X 1
g = _Zz . i=1 1 1
Uz n . _6__2_
imi * 0K o
- ¢

De gehele procedure moet nu herhaald worden voor deze nieuwe waarde
van B.

De correcte oplossing wordt dus d.m.v. een iteratie procedure gevon-
den.

" Een goede methode bestaat uit de volgende stappen:

l. Schat een waarde voor B8
* s
2. Stel )(.i u, voor alle i
3. Bereken %% voor alle i in X = X~
i

Bereken x; voor alle i

.

4

5. Bereken de nieuwe waarden voor i*

6. Herhaal de stappen 3 t/m 5 totdat een stabiele waarde voor
is gevonden

Bereken 2 = (Z x* x;

ll

-~
.

x
ceees Xn)

8. Pas indien nodig B aan, opdat Z = 0 en herhaal de stappen 3 t/m 5

9. Bepaal de bezwijkkans uit P‘ = 1 - erf (B)

0. 0.0 0.0.6
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L]
f : ‘ . g = b
i Een stroomschema, waarin deze volgorde van stappen is geschetst, 'D = : I
i . wordt gegeven in fig. 3.% oo b s L] i ' i
. P i e ' ol Retlee— - I e
Wanneer we de verfijnde - eerste orde - tweede moment methode toe- SRR E I R oy s ooty 4 M= Z:CJ‘f .)4) o 7 !
5 ' 2z “ .

: passen op het problecem van de draad met onzekere diameter en breuk- T ‘ » !
spanning, volgt als oplossing een waarde voor B en daarmee een waarde ROl s T b i . : !
{ voor de bezwijkkans (zie fig. 2.lg ). ‘

RE TR N Bercliew v alle ¢

I

' B = 2,87 1 : f
i ' 5 L) Lo D= 3 s .
; Pb = 2,0 10 ! —t T B AR U DU DK ) xymXy l
; L A S :
; Het valt op, dgc de gevonden bezwijkkans iets kleiner is dan de exacte T I O i { ) I
i waarde 2,2.107° uit de vorige paragraaf. . i - P - w

Het ontwerppunt is eveneens een resultaat van de berekening i i i e ""‘;Z ! . i

- =t 2& o3 B ot iad i '
o* = 266,81 N/mn’ S : AT P i

d* = 21,85 mm

i
i v C‘zn .Z
|
1

Substitutie van deze waarden in de betrouwbaarheidsfunktie toont aan,
dact het punt inderdaad op de bezwijkgrens gelegen is.

ndza
== 100.000 =
Besrclee, start [} i

. (3 = 12 i

De gelineairiseerde bezwijkgrens wordt m.b.v. de Taylor-reeks ontwikke- S ;
ling gevonden. :
.Q-| '

|

|

|

|

|

! .

i = 100044 ,88 - 100.000 * 0
|

i

|

1

n
z=2(X) + I %JZ? (x.-x:)
i

i=

Volgens de resultaten van fig. 3.9 geldt dus
§Z * §Z x
Z--G—a(o—o)*-d—d-(d-d)-o
- 374,9 (o - 266,81) + 9154,6 (d - 21,85)

= - 300.054.2 + 374,9 o + 9154,6 d

Z=~-800,4+0+2,4d=0

Deze lijn verschilt van de bij de gemiddelde waarde methode gevonden
rechte. Een schets van de gelineairiseerde bezwijkgrens is gegeven in
fig.

Duidelijk is te zien dat de rechte in het ontwerppunt de echte bezwijk-
grens raakt. Daardoor wijkt de berekende bezwijkkans minder af van de
op niveau III bepaalde waarde. Het verschil is eenvoudig te verklaren.
Door de lincairisatie van de bezwijkgrens wordt een deel van het on-
veilige gebied niet in de integratie betrokken. De berekende bezwijk-
kans is dus te klein.

Reselae~
" - TULB)

g 2‘3 3‘8 Stroovachv . vme

vertjuae ©=fsde

—- oode tweeat..
Maorm et wathooly
op Hiwve b\ 5y

Het is interessant de verfijnde methode te beproeven op de uitdrukking
voor de betrouwbaarheidsfunktie waarmede werd aangetoond dat de gemid-

©00000000000060000
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+HETR = 3.5338233

BEINIJKKANS = 4, 2091922€E-(5

xn o SK

290 1 5

L) 9.&31 3

" malen de standaardafwijking het gemiddelde van de benaderende

DEF. BETA = 2.81221118

BEINIJKKANS = 2, 045675E-03

X1 m SII)

S1 %E.91 1 P

D 21,8 2%.538

TEL-1 = 57

X R
My .

e it b

s ks g R T S B
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delde waarde methode niet invariant is voor de schrijfwijze van de
Z-funktie. '

0

% w0 i o h.nog.ooo .

nd

Het berekeningsresultaat is in fig. 3.2/ gegeven. De waarden van 8
en de bezwijkkans zijn nu gelijk aan de reeds gevonden waarden.

En het valt op dat de partiéle afgeleiden dezelfde waarde hobben
als de richtingscoéfficiénten van de gelineairiseerde bezwijkgrens.
De verfijnde methode is dus invariant voor de schrijfwijze van
Z(Xl. X2 v e Xn).

llet meest verfijnde type van de niveau II berekeningen (klasse 3)
houdt.ook nog rekening met de soort verdelingsfunktie, die elke
basisvariabele heeft. Dat is noodzakelijk, omdat veel praktische
problemen variabelen bevatten, die niet normaal verdeeld zijn.

Bij wijze van voorbeeld kan men extreme waterstanden noemen, die

vaak een Gumbel of een extreme verdeling volgen.

De essentie van de niveau II-klasse 3 berekeningen is nu dat de exact.
verdeling van de basisvariabele met een normale verdeling zodanig be-
naderd wordt, dat overschrijdingskans &n kansdichtheid in het ontwer)-
punt voor de exacte en de benaderende verdeling gelijk zijn.

In de grafiek van de verdelingsfunktie betekent dat; dat in het ont-
werppunt de funktiewaarde én de richting voor de exacte en de bena-
derende verdeling gelijk zijn (zie fig.3.22).

Mathematisch gezien vindt de aanpassing van de normale verdeling aan
de exacte verdeling eenvoudig plaats.

Bepaal de overschrijdingskans van de ontwerpwaarde X* van de basis~-
variabele .

x
P= FE (xi)
Met behulp van de inverse normale verdeling stelt men nu vast hoeveel

normale verdeling van de ontwerpwaarde ver- iN wijderd moet zijn.

=1
k = FN (P)

Uit een vergelijking van de kansdichtheden (richtingen) volgt de

standaardafwijkin,

- fN( l

4 x
N fg(Xp

p
i

De waarde van het gemiddelde van de benaderende verdeling ligt nu vast
volgens

¥x,

= x; = Kty
1 1

N N

In het stroomschema van de verfijnde methode kan een fase worden toe-
8evoegd, waarin telkens voor een nieuwe waarde van het ontwerppunt voo:
de niet normaal verdeelde variabelen de benaderende M en ¢ wordc vast-
gesteld.

!
I
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3.4 Berekeningen op niveau I i

Het moge duidelijk zijn dat de berekeningen op niveau II en III

nooit het dagelijkse ontwerp werk kunnen regelen. Zelfs de niveau II
methoden zijn te bewerkelijk en te lastig om op elk ontwerp te wor-

den toegepast.

Daarom zal de niveau I benadering, die ook in de Nederlandse bouw-
voorschriften wordt gevolgd, in de normale praktijk de voorkeur heb-
ben.

Zoals bekend brengt de niveau I benadering d.m.v. partiéle veiligheids-
coéfficiént een afstand aan tussen de karakteristieke sterkte en de
karakteristieke belasting

Skar'x;'xk E;ﬁi

eqa=‘7a&anss>. De drie genoemde veiligheidsfaktoren worden nog weer verder onderver-
EEZL‘IM;.-R.'&S = 2. 510650685 -3 deeld in de volgende internationaal geaccepteerde tabel.

De veiligheidsfaktoren volgens het 1SO standard 2394

(1) SI(N
.32
3E-23

2
;E i s, | houdt rekening met de onwaarschijnlijkheid, dat verschillende be-|
LE-3 2 | lastingen, die gezamenlijk op de constructie werken, tegelijker-
- tijd hun karakteristieke waarde berejken.

houdt rekening met de mogelijkheid van cen ongunstige afwijking
van de belastingen van de uitwendige karakteristicke belastingen.

is bedoeld om rekening te houden met mogelijke ongunstige effek-
ten van onjuiste ontwerpveronderstellingen en van kleine uitvoe-
ringsfouten zoals de toevallige scheefstand en excentriciteit van
kolommen.

is bedoeld om de mogelijke reduktie in sterkte van de in de con-
structie verwerkte materialen t.o.v. de karakteristieke sterkte, .
die werd afgeleid uit proefstukken, te dekken.

DF. EETA ='l.7£2A5¢A9
BEINLJKAR'S = . 0407967064

dekt mogelijke zwakheden in de constructie, die het gevolg zijn
van andere oorzaken, dan de hierboven genoemde reduktie in ma=-
teriaalsterkte,

i (D
DL L5897 258
D53 .38 1,597
U 2,682 -0
c R S - S
PSl .38 2,623

houdt rekening met de aard van de constructie en haar gedrag bij
bezwijken (b.v. bezwijken zonder waarschuwing, geen herverdeling
van krachten of voortgaand bezwijken).

Y. | houdt rekening met de ernst van de situatie die het gevolg is van)
2 | het bereiken van de

TE-2 =125

In het verleden werd de waarde van de diverse veiligheidsfaktoren op
grond van ervaring, gevoel en reflectie vastgesteld. Fen objectievere
methode ontbrak.

Met de komst van de niveau II methoden ontstond echter de mogeli jk-
heid om, uitgaande van een algemeen geaccepteerde bezwijkkans de waar-
de van de veiligheidscoéfficieénten vast te stellen voor bepaalde types
van constructies. In enkele landen heeft men die weg reeds gevolgd.
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In Nederland zullen de nicuwe bouwvoorschriften met ondersteuning
van berekeningen op niveau II tot stand komen.
Theoretisch is het verband tussen niveau I en II bijzonder eenvou-
dig. Veronderstel dat het bezwijkmechanisme, waarvoor veiligheids-
coefficiénten bepaald moecen worden, beschreven wordt door de be-
trouwbaarheidsfunktie

Z (Xl, Xz ceses Xn) .
En neem verder aan dat een acceptabele bezwijkkans gegeven is en
dat het ontwerp daaraan voldoet.
Het resultaat van de niveau II berekening is dan een bezwijkkans
kleiner dan het toelaatbare niveau en het ontwerppunt XX,
Men kan nu per basisvariabele de vereiste centrale veiligheidsfak-

tor bepalenxvolgens

i

Yy

L

of de veiligheidsfaktor op de karakteristieke waarde 3

x% *
X [ S ¢ S
Ykar xi '8 64 1,64 °x.
kar 1 L

Terugkerend naar het voorbeeld van de draad, is de veiligheidsfaktor
op de breuksterkte en de diameter van de draad te berekenen.

*

: 266,81
Y - 2 et = 1,07
Oar Oar 290 1,64.25
a* 21,85
Y - =tz = 0,87
dkar dkar 30 1,64.3

Meer algemeen is de veiligheidscoéfficiént te schrijven als

by = % B. oy

i, ® 2T 5,
b 4 1 &
. 1 - o 8 vi
% = FT-T.6hv. )
1 » 1

waarin v, = variatiecoéfficiént

4.

4ol

4=1

SYSTEMEN

Bij de beoordeling van cen constructic beperken we ons meestal tot

de berckening van een aantal doorsneden of onderdelen. Gekeken wordt

of ieder onderdeel voldoct aan bepaalde normen van veiligheid, vast-
gelegd via een veiligheidscoéfficiént Y of een betrouwbaarhecidsindex

B. Een constructie is echter meer dan een verzameling van onderdelen:

de onderdelen vormen samen een systcem. let niet funktioneren van één
onderdeel heeft daardoor in de ene constructie andere gevolgen dan in
een andere constructie. Soms leidt het falen van een enkel onderdeel

tot het voortgaand bezwijken van het hele systeem (progressive collapse),
in een ander geval zijn er nauwelijks gevolgen, omdat andere onderdelen
de taak van het falende onderdeel overnemen (er is een alternative path).

Bij de betrouwbaarheidsanalyse van systemen zijn er twee systeemtypcn
die in het bijzonder de aandacht vragen, te weten het serie-systeem en
het parallelsysteem (fig. 4.1).

Bij het serie-systcem zijn de elementen zodanig gerangschikt, dat be-
zwijken van een enkel onderdeel ogenblikkelijk leidt tot bezwijken

van het gehele systeem; bij het parallelsysteem bestaat de mogelijk-
heid dat falen van een element wordt opgevangen door anderc eclementen.
In werkelijkhcid komt men deze zuivere systeemtypen natuurlijk niet vaak
in zuivere vorm tegen, al zijn er wel voorbeelden te peven: cen statisch
bepaald vakwerk is een seriesysteem en een paalfundering met veel palen
een parallelsysteem.

We concluderen dat het seriesysteem geassocieerd kan worden met "sta-
tisch bepaald" en "progressive collapse", het parallelsystecm met
"statisch onbepaald" en "alternative path",

Meestal komen in constructies beide systeemtypen gelijktijdig voor,
bijvoorbeeld als in het talud, weergegeven in fig. 4.2. Een enkel me-

. chanisme vormt een parallelsysteem omdat de schuifspanningsbijdragen

langs een enkele glijcirkel de taak van elkaar kunnen overnemen; de
glijvlakken gezamenlijk vormen echter een seriesysteem omdat &&n enkel
glijvlak reeds bepalend is voor bezwijken. Voor een goede beoordeling
daarvan is het echter nodig eerst beide systemen afzonderlijk te leren
kennen. .

| Tkt ot
PR 1o MR R Y SO |4/
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Twee elementen

A .
i

We beschouwen om te beginnen een seriesysteem van twee elementen. Elcment |
heeft een sterkte R} en element 2 een sterkte Rz. Voor elk clement kan een
betrouwbaarheidsfunctie 8, worden opgesteld als het systeem belast wordt
door een belasting §: %

YIIIIN207727/77277777 08 . _ gy =R -S (4.1a)
: E2 =Rz - § (4.1b)

Indien gemiddelden, standaardafwijkingen en verdelingen van R, en S bekend
zijn kunnen de betrouwbaarheidsindices B, en de faalkansen P(F,) worden be-
paald. De faalkans P(F) van het systeem is daarmee echter niel zondoer meer
% o ’ . bekend. Wel kunnen gemakkelijk onder- en bovengrenzen worden aangegcven

Serie systeem

€
T, 77777772277

(zie stelling 2-7).
max {P(F,), P(F2)} § P(F) & P(F,) + P(F;) (4.2)

lee De ondergrens treedt op bij Yolleqige afhankelijkheid van de mechanismen,
para"e, St’s s . d.w.z. falen van het ene mechanisme impliceert falen van het andere. Hcet toe-
voegen van een extra mechanisme leidt in dat geval niet tot een toename van
de faalkans.

v--Q

jiu.-:-.‘ .

De bovengrens treedt op als de mechanismen elkaar uitsluiten, overecnkomstig.
het tweede axioma. In de praktijk komt dit nauwelijk voor, maar toch zal

Fig. 4.1. Schematische voorstelling van serie- en parallelsystemen en deze bovengrens erg belangrijk blijken als benadering.

voorbeelden uit de praktijk : De waarde die P(F) tussen de beide uitersten zal innemen wordt, aan:cnomen
dat 2, en 2; normaal verdeeld zijn, geheel bepaald door de correlatie-
coefficient p van de beide betrouwbaarheidsfuncties. llet verband tussen
P(F) en P is weergegeven in figuur 4.3. We herkennen in deze grafick de
ondergrens (bij p = + 1) en de bovengrens (bij p = - 1). Gemakkelijk te
bepalen is verder het punt p = 0; in dat geval zijn &, en %; onafhankelijk
en geldt: ’

P(F) = P(F\) + P(F2) - P(Fy) P(F2) (4.3)

Aangezien de kansen P(Fi) bij de betrouwbaarheidsanalyse van constructies
meestal klein zijn ligt de faalkans bij onafhankelijke mechanismen dicht

bij de bovengrens. Uit figuur 4.3 blijkt verder dat ook voor niet al te grote
positieve correlatie de bovengrens een goede benadering vormt. Pas bij zeer
hoge correlatie (p > 0.8) wordt de ondergrens van belang.

De faalkans P(F) als functie vanp kan, behoudens de puntenp= 0 enf= + 1,
niet exact worden bepaald. Er bestaan echter goede benaderingsmethoden
zoals bijv. de methode van Ditlevsen(lit. ) die we hier zullen be-
handelen. We schrijven daartoe om te beginnen:

P(F) = P(F1) + P(F2) - P(F1 en F2) (4.4)

Het probleem is de bepaling van P(F; en F2). Beschouw eerst het geval dat
Z; en Z2 onafhankelijk zijn met betrouwbaarheidsindices B; en Ba.
Geschreven kan dan worden: ¢

Z, = B tu (4.5a)
Zz = Bz + uz (4.5b)

glijvlakken samen vormen een seriesysteem

Combinatie van serie- en parallelwerking binnen een systeem
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Hierin zijn u; en uz onafhankelijke standaard normale variabelen (met
gemiddelde 0 en standaardafwijking 1). Inderdaad voldoen de aldus gedefi-
nieerde #j aan de gestelde eisen (ga dat na). In figuur 4.4a is een hoogte-
lijnenkaart getekend van de gezamenlijke kansdichtheidsfuncties voor uj en uz
en zijn -tevens de "failure boundaries” 2, = 0 en 8 = 0 aangegeven.

De gezochte kans P(F, en F2) is, gegeven de onafhankelijkheid van u; en

uz eenvoudig af te leiden als:

P(F1 en F2) = P(ui< =B1) P(uz< -B2) = ¢(-B1) ¢ (-B2) (4.6)

Ry R2 S,
e &

1 e(F)

P(F,) + P(F2)

‘f—P(F) en .Fa)
1

P(Fy)

(a)

Z2,<0N Z22<0

>
p
=1.0 0.0 I
Fig..4.3. Faalkans voor een seriesysteem van 2 elementen als functie van

By s Uz
de correlatie-coéfficiént p(,%;). (Schematisch voor kleine
faalkansen).
We beschouwen vervolgens het geval dat 2; en 2; niet onafhankelijk zijn. //'::;\\\
Dit kunnen we bijv. bereiken door #; een functie te maken van zowel u, \\~
m\

als uz:

2, =B +u, . (4.7a)

22 = B2 + u; sin @ + uz cos @ (4.8a)

In figuur 4.4b is deze situatie grafisch weergegeven. Gemakkelijk valt na . 8,
te gaan dat #; gemiddelde B en standaardafwijking | heeft. De correlatie- E
coéfficient van &, en #; bedraagt:

. (d)
p(2122) = cov (&12;)/0(2,)0(82) .

= E {(2,-B1)(82-B2)} /1 =

= E { uy(u; sin a + uz cos a)} = sin & (4.9) " Fig. 4.4

We gaan nu over tot de benadering van P(Z;< 0 en #2<0).
Uic figuur 4.4c” blijke dat geldt:

P(£1<0 en 22<0) > P(u;< =B) en uz< -B3) = #(-B)) 0(-B3) (4.10a)

*
Hierin is -B, de uz-coordinaat van het snijpunt van 2, = 0 en 22 = 0,
ofwel:

WA

Benadering volgens Ditlevsen van P(F, en F;).

B* - B2-Bysin a _ Ba-pBy
2 cos a v/l"Dz

(4.11)

Analoog aan (4.10a) geldt, met 5: overeenkomstig (5.11):

v
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P(21<0 cn #:<0) > (-B)) ©(-B) (4.10b)

We hebben daarmee twee ondergrensbenaderingen; optellen van de ?eide on=-
dergrenzen geeft vervolgens een bovengrens. (Figuur 4.4d . laat zien welk
deel dubbelgeteld wordt):

P(21<0 en 2<0) < ®(-B1) 0(-B2) + ¢ (-B)) ¢(-B2) (4.12)

Uic de figuren 4.5b en 4.5¢c kan verder worden geconcludeerd dat de onder—
grens een goede benadering vormt voor kleine p (het teveel getelde deel
wordt bij toenemend & steeds kleiner). Aangezien P(3:<0 en 2:<0) alleen
bij grote p van belang is ligt het voor de hand de bovengrens (5.2) als
benaderingsformule aan te houden: ’

P(21<0 en 2,<0) R (-B)) O(-B) + O(-B)) ®(-Bz) (4.13)

Voorbeeld 4.1

Cegeven een seriesysteem met twee stochastisch onafhankelijke elementen
(Ry, Rz), beide belast door een kracht S. Ry, Rz en S worden als onderling
onafhankelijke stochastische variabelen beschouwd; de verdere gegevens
zijn opgenomen in bijgaande tabel. Gevraagd de kans op bezwijken van het
systeem.

x pix) o(x)

Ri 10kN 1N
Rz 10kN 1kN Z° Ri R oS

.
L4

S 4kN I kN

Voor de beide individuele mechanismen geldt:

uE) = uR) - u(s) = 6kN

oz(ai) - o‘(Ri) + a%(s) = (L AKN)?

Bi - u(ﬁi) ZS O(Zi) = 4.2
P(2i<0) = 1.3 %10
Op grond van (4.2)volgt daarmee voor het systeem:

1.3 % 107 < P(F) < 2.6 % 107
Voor een nauwkeuriger uitspraak moet dé correlatie-coéfficient p worden
bepaald van de mechanismen 2, en ;. Daartoe bepalen we eerst de covarian-

tie: ,
cov (2, 22) ="E {(2, - u(£1)) (2. - u(22)} =

=E {(Ri = 8= u(Ri) + B(S))(Rz = S = u(Rz) + u(s))} =

=E {(R1 = u(R1))(Rz = u(R2)} = E{ (Ri - u(R1))(S = u(s)} -
= E {(5 = u(8))(R2 - u(R2)} + E{ (5 - u(s)?} =

= cov (RjRz) - cov (R; S) - cov (S Rz) + 02(8)

Aangezien R;, Rz en § als stochastiche onafhankelijke variabslen zijn gein-
troduceerd zijn alle covarianties nul. Voor de correlatie-coéfficient geldt
derhalve:

© 0000000000000 000

4=6

o cov (#\#2) 0’ (s) .
p(#182) = S =5(a0) TR+ 0T(5) T T+

= 0.5

Op grond van figuur 4.3 kan direct geconcludeerd worden dat voor deze
lage correlatie zonder bezwaar de bovengrens kan worden aangehouden en
dat geen verdere berekening hoeft te worden uitgevoerd.

Yoorbeeld 4.2

Dezelfde uitgangspunten als het voorgaande probleem maar nu met

U(Ri) = 0.45 kN en 0(S) = 1.34 kN. In dat geval blijft o(2) = 1.40 kN
en daarmee veranderen de faalkansen van de afzonderlijke mechanismen niet.
Wat wel veranderd is de correlatie-coéfficient p(2,82):

4(s) 1.80
p(2,22) = T®) 76 " 2.00 - 0.90
We passen nu (4.13) toe:
P(2,<0 en 22<0) = 2 0(-B,) &(-B2)
met B - BPBI _ (4.2) - (0.9)(4.2) _ 042 _ o6
/1-p? /1-(0.9)? '
Tesamen met (4.9) volgt dan tenslotte:
P(F) = 2 9(-B,) = 2 0(~B) 0(-B3) =
-2 0(-B)) (1 -0(-B3) =
=20(-B1) {1 - 0.16) = 1.68 ¢(~By) = 2.4 x 10>

We concluderen dat zelfs bij p = 0.90 de bovengrens een waarde geeft die slechts

162 te hoog is. Kennelijk moet de correlatie wel erg hoog zijn om bij een
gering aantal elementen voor het seriesysteem van belang te worden.

meerdere elementen

Ook voor een seriesysteem van meerdere elementen kunnen analoog aan het
systeem met 2 elementen eenvoudige onder- en bovengrenzen worden aangegeven:

max P(Fi) < P(F) < E'P(Fi) (4.14)

Duidelijk zal zijn dat deze grenzen bij veel elementen ver uit elkaar
kunnen liggen. De exacte bepaling of het vinden van een goede benadering
is echter vaak een zeer tijdrovende aangelegenheid. Het daarom prettig
dat de wijde grenzen (4.14) tamelijk eenvoudig vervangen kunnen worden
door (in veel gevallen) veel nauwere, eveneens ontwikkeld door Ditlevsen
aes: )

Voor de bavengrens wordt er van uitgegaan dat het bezwijken bij twee
elementen nog exact wordt uitgerekend:

P(F) = P(F,) + P(Fz) - P(F, enF3)

We breiden nu uit naar 3 elementen (zie figuur 4.5). Voor een exacte faal-
kansberekening zou P(F) nu moeten worden vermeerderd met de kans op de
gearceerde gebeurtenis (F; en F; en F2). Stel nu dat we P(F) vermeccrderen
met de kans op (F3 en F,). In dat geval tellen we er iets te veel bij op
zodat een bovengrens ontstaat. Hetzelfde gebeurt als we P(F) vermeerderen
met de kans op (F3 en Fz2). Er geldt derhalve:
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4=7

P(F) < P(F)) + P(F2) - P(Fy en F2) + min P(F; en 'ii)
ig2

Ofwel via P(F3 en ?i) = P(F3) - P(?i en F3):

P(F) < P(Fy) + {P(F2) - P(F, en F2)} + {P(F3) - max P(Fs en F, )} (4.15)
i<2

Bij een systeem met 4 elementen komt er nog een term P(Fy) - max (Fy en
Fi) bij met i<3, enz.

Ook bij de ondergrens wordt voor twee elementen nog uitgegaan van de exacte
formule. Voor 3 elementen wordt als ondergrensbenadering gebruikt:

B(F) > P(Fy) + {P(F2) - P(Fi en F2)} + {P(Fs) - £ P(Fs en F; )} (4.16)
toi<2

F
1 Fa

F3

Fig. 4.5. Het gearceerde deel is (F3 en F, en F2)

Met behulp van figuur 4.5 valt af te leiden dat P(F3 en F2 en F;) door deze
benadering teveel is afgetrokken.

Bij een systeem met 4 elementen wordt P(F3) -I P(F, en F,) bijgeteld met

i <3, enz. Indien, zoals bij hoge correlatie het geval kan zijn, de bij-
drage van een element negatief is, wordt uiteraard een bijdrage van nul

als ondergrens behanteerd.

Voorbeeld 4.3

Gegeven een statisch bepaald vakwerk als aangegeven; voor iedere staaf
kan een betrouwbaarheidsfunctie Zi worden opgesteld van de vorm:
B = 5T 5

Hierin is S i de vloeispanning van staaf i en S. de spanning t.g.v.
de belasnn2 F. Neem aan dat u(s_.) = 280 MPa, &(S ) = 20 MPa, u(S,) =
160 MPa en G(S ) = 20 MPa. Er gezat dan: .

uEE,) = 120 wPa o(2;) = 28 MPa

B = 4.2
P(#,<0) = 0(-4.2) = 1.3 x 107

Gevraagd wordt de kans dat het systeem bezwijkt als tussen de vloei-
spanningen van de staven een correlatie aanwezig is met ecn coefficient
p = 0.7. Een dergelijke correlatie-coéfficient weerspiegelt dat de onze-
kerheid t.a.v. de vloeispanuing voornamelijk bepaald wordt door ecn
"'gemeenschappelijke onzekerheid aangaande alle 7 staven" en in mindere
mate door "individuele spreiding en onderlinge verschillen".

We bepalen eerst de correlatie-coéfficient van ? en Z.; bij voorbeeld
4.1. is afgeleid: J

cov (2,82) = cov (RyR2) - cov (Rys) - cov (Rzs) + 0%(s)
Voor het huidige voorbeeld kan dat worden "vertaald" in:
2
j) +0 (Si)

Hierbij is aangenomen dat de belasting en sterkte onafhankelijk zijn; op
grond van de definitie van correlatie-coéfficient volgt dan verder:

2 2 2
D(Biﬁj)o ;) = p(spi ’pj) g (api)ﬂi (s;)

v (8.8.) = cov(s_. s
coy L J) ( pL p

2 2
Bl = p(spi spj) g (spi) +0 (si) . 0.7 = 400 + 400 _ 680 _ 0.85
LE 0%s,;) + 0*(s) 400 + 400 o

*
We berekenen eerst Bj volgens formule (4.10):

P By SRR 3 S (L YC0 )
1 /-p? /(1 - 0.81)

Voor P(zi<0 en Ej<0) volgt dan op grond van (4.13):
*
P.(Fi en Fj) -2 0(-Bi) 0(—Bj) = 0.15 0(-Bi) = 0.15 P(Fi)
Via bovengrensformule (4.15) toegepast op 7 elementen, volgt nu:
P(F) < p(F1) + 6 {P(F)) - P(F, en Fj)) = 6.1 P(F))
En m.b.v. ondergrensformule (4.16) volgt:

P(F) 2P(F;) + {P(F2) - P(Fy en F2)}+ {P(F;) - 2P(F; en F Yi+. .. {P(F))+

= 7 B(F\) - 21 P(Fy en F2) = 3.9 P(F,) =6 B(F; on ¥y ”

Vergelijken we deze Ditlevsen-gren:en met de elementaire grenzen (4.15) dan
zien we dat het interval is gereduceerd van P(F ) SP(F)<7.0 P(F ) tot

3.9 P(F,) <P(F) <6.1 P(F,).

Merk op dat de bijdrage van staaf 7 aan de ondergrens nog maar net positief
is (P(F,) - 0.90 P(F.) = 0.10 P(F,)); voor een eventucel achtste elcment
zou de gx]drage negatlef worden en moet de formule dan na de zevende term
worden afgebroken.

® 0000060006000 00006000 09090 00 0006000900
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Continue systemen

Tenslotte beschouwen we een continue systeem (dijklichaam, betonbalk
enz.) zoals weergegeven in figuur 4.6. Aangenomen wordt dat de sterkte
van het systeem in elk punt een stochastische grootheid is met (constant)
gemiddelde p(R) en (constante) standaardafwijking o(R). De sterkte in
twee verschillende punten x; en x; wordt als gecorreleerd beschouwd,
waarbij de waarde van de correlatie-coéfficient alleen afhangt van de
afstand &x = x2 - x). Als Ax heel klein is zal p dicht bij de waarde 1|
lxggen omdat hele grote verschillen op korte afstand onwaarschijnlijk
zijn. Voor grote waarden van Ax neemt p steeds verder af, hetzij tot
een limiet nul, hetzij tot een limiet ongelx]k nul. Een veel gebruikte
uitdrukking voor de correlatiefunctie is (zie figuur 4.6).

P RG), R(x + 80)) = exp (- (8%?) (4.17)
Hierin is d de zogenaamde correlatie-afstand.

De meest voor de hand liggende methode om een dergelijk probleem aan te
pakken is om het beschouwde continue systeem op te delen in discrete
elementen. Binnen een element wordt de sterkte dan als een niet-fluctuerende
(volludxg gecorreleerde) grootheid beschouwd, en kan op de gebruikelijke
wijze een betrouwbaarheidsindex B, worden bepaald. Voor berekenlng van

de systeemfaalkans heeft nu de elementaire formule (4.14) weinig betekenis.
Indien men het systeem in meer elementen verdeelt, blijft de kans per
element gelijk en neemt de bovengrens evenredig met het aantal elementen
toe. Voor de bepaling van een bovengrens moeten we ons daarom baseren op
formule (4.15). Na opdeling in n identieke elementen volgt daarmee:

P(F) = P(F,) + (n-1) (P(F ) - max P(F1 en Fj))
i<
De correlatie tussen twee elementen is het grootst als deze naast elkaar
liggen; dientengevolge is ook P(F en F ) maximaal voor aangrenzende
elementen:

P(F) = P(F1) + (u=1) {P(F;) - P(F, en F; )}

Daar alle elementen dezelfde betrouwbaarheidsindix B bezitten:

P(F) = (-B) + (a-1) {$(-B) - 2 &(-B) ¢(-B -2}
4(1-p?)
De cotrelatie-coﬁffxcient p is hier gelijk aan de correlatie-coefficient
(2 B, van twee mechanismen, met Z = R - s waarbij de R, gecorreleerd
zxjn voigens (5.17). Gaan we er(gemakshalve) van uit dat de elastlng s
deterministisch  dan is p(2.Z. ) = p(R, R1 I) = exp (-(Ax/d)?).
Bij een groot aantal elementén 18 Ax klein en ligc p dicht bij 1. We maken
gebruik van de benadering:
pal - (bx/a)2 en  p? =1 - 2(bx/d)?

De formule voor P(F) kan daarmee verder worden ontwikkeld tot:

B(F) =@ (-B) [1 + (n=1) {1 = 2 0(-B ))l
Voor kleine u kan ¢ (u) benaderd worden als:

O(u) = #(0) + ud'(0) = § + A

Hiervan gebruik makend volgt:

. Tzt > -y 4 '
e 3 "

i He .T“’“ Ww“ : . ‘
RN - e e b, g el 7 oy - A | .

4=10
PP) = 0(-B) [0+ (a-1) {1 -1+ 2 80N
PP = 0(-) [1 + (DB
Neem nu x = L/n, en bedenk dat n groot is:
P(F) = ¢(-B) {1 + VEJ (4.18)

We concluderen dat deze benadering niet meer afhankelijk is van het
aantal elementen n waarin het continue systeem is onderverdeeld.

Een interessante interpretatie van (4.18) is de volgcnde. als L/d

groot is kan het systeem opgedeeld gedacht worden in clementen met

een lengte dv/n/B; deze elementen mogen dan als statistisch ongecorreleerd
worden beschouwd.

Tenslotte: bij de afleiding van formele (4.18) is verondersteld dat
g(s) = 0. Als o(s) # O gaat (4.18) over in:

P(F) =0(-B) {1 + “n 7——) (4.19)

forin . is 0 = 82/(c? + o2
Hierin - is o OR/(OR + o‘) (ga dit na).

. - N oand 1.0
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Fig. 4.6
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4.3 Her parallelsystecm

Een parallelsysteem wordt in zijn algemeenheid gekenmerkt door het
feit dac clementen elkaar kunnen compenseren: het falen van &én cle-
ment leidt niet automatisch tot falen van het systeem. De wijze waar-
op dat gebeurt kan overigens nogal verschillen. Vergelijk bijvoorbeeld
de parallelsystemen van de figuren 4.7a en 4.7b, In figuur 4.7a wordt
een gebied beschermd tegen inundatie'door twee waterkeringen. Als de
primaire kering faalt treedt niet onmiddellijk inundatie op omdat dan
de tweede kering in werking treedt. Pas als ook de tweede kering faalt,
faalt het systeem als geheel. Een dergelijk systeem is eigenlijk de
zuivere tegenhanger van het serie-systecem: het seriesysteem faalt als
€&n van de elementen faalt, het parallelsysteem werkt als &&n van de
elementen werkt. Mathematisch zijn de beide systemen dan ook gelijk-
waardig als men faalkansen door succeskansen vervangt en omgekeerd.
‘Hierop wordt nader teruggekomen bij het hoofdstuk over de systeem-
analyse m.b.v. fouten en gebeurtenissenbomen.

In dit hoofdstuk zullen we ons bezighouden met het andere type paral-
lelsystemen, namelijk dat van figuur 4.7b. Getekend is een portaal
met twee kolommen waarop een horizontale belasting werkt. Deze be-
lasting wordt door beide kolommen opgenomen en het systeem faalt als
de belasting groter is dan de som van de twee kolomcapaciteiten. De
sterkte van het systeem is dus gelijk aan:

R= Rl +R (4-20)

2
waarbij R, de maximale reactiekracht is die door kolom i geleverd

kan worden.

Voor de geldigheid van formule (4-20) is het overigens van belang

dat het last-verplaatsingsdiagram van een enkele kolom cen ductiel
(taai) karakter heeft. Deze eis is nader toegelicht in figuur 4.8a

en 4.8b. Bij een taai gedrag (met een horizontaal vloeitraject) wordt
(4-20) inderdaad volledig gehaald. Bij een bros gedrag echter kan,
afhankelijk van de stijfheidsverhoudingen de draagkracht van het
systeem lager zijn dan de som van de componentsterkten. Een praktisch
voorbeeld hiervan is de dwarskrachtcapaciteit van een gewapend beton—
balk: zowel het beton als de wapening leveren een bijdrage: het beton
(met een bros karakter) echter bij een lagere vervorming dan het staal.
Baide capaciteiten mogen dan ook niet zonder meer worden opgeteld.

Uiteraard zijn "bros" en "ductiel"™ op zich ook weer uitersten van een
scala van mogelijkheden. Meestal bevindt de werkelijkheid zich er er-
gens tussenin. In hec algemeen zal een constructeur er echter naar,
streven de constructie zo "ductiel" mogelijk te maken: dit verhoogt
in het algemeen de draagkracht en de reserve. Om die raden, maar ook
vanwege de betere mathematische toegankelijkheid zullen we ons verder
beperken tot het ductiele parallelsysteem.

Ductiel parallelsysteem met 2 elementen

De draagkracht van dit systeemtype is reeds gegeven door (4-20). Voor
het gemiddelde u(R) en de standaardafwijking o(r) volgt daarmee:

WR) = u(R)) + u(Ry) (4-21)

o*® = a¥(R)) + Bo(RDaR) + o> (R,) (4-22)
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Fig. 4.7 Verschillende soorten parallelsystemcn.
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Als aangenomen wordt dat beide elementen dezelfde statistische eigen-—
schappen bezitten:

W(R) = 2u(R;) (4-23)
F® = o’(R)) (2420) (4-24)

Interessant is om na te gaan wat de variatiecoefficiént V(R) van het
systeem wordt:

o(R) o(R;) /2+2p

VIR = ® " Ry 2

= V(R;) /1(1+p) (4-25)

Als de elementen onafhankelijk zijn (p = 02 d?a%s de var%etxecoeffxcxen:
van het systeem tot 0.7 maal de variatiecoeffx€1ent van één elem?nt. De
parallelschakeling heaft dus een gunstige werking omdat de rela:xev?.
spreiding afneemt en daarmee het systeem betrouwbaarder wordt dan zijn
componenten. Dit effekt vermindert overigens naarmate de'componepten
meer gecorreleerd zijn en is bij volledige afhankelijkheid (p = 1)
helcmaal verdwenen.

Ductiel parallelsysteem met n-elementen

Voor een systeem met n elementen met gelijk gemiddelde en standaard-
afwijking geldt:

u(R) = L u(R;) = nu(R,) (4-26)

az(R) =Iz °i; a(Ri) 0(Rj) - az(Ri) LL Pi; (4~27)

We werken dit nader uit voor verschillende gevallen:

1. onafhankelijke elementen

Met pij = 0 voor i ¥ j wordt (4-27):
o*(®) = n o’ (4-28)
Voor de variatiecoéfficiént van het systeem volgt:

V(R) = V(R;)//n . (4-29)

Dit is de reeds eerder geconstateerde afname van de'relatieve sprei-
ding bij onafhankelijke elementen.

gelijk-gecorreleerde elementen

» g i#jenp,, =1 voori=3j;
' Met le = p voor #3 pl]

*®) = o’ () {n - (a%-n)p)

1 1
V(R) = V(R;)Y (1D)p + o

Voor grote n gaat V(R) naar V(Ri)/b

'9 @ 00 0 0@ 0 0 0 0 O 0.0 0. 0 090 0 000 N
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3. Afnemende correlatie

Als p,, = exp(-(Ai/m)z) met A = i-j (d.w.z. de correlatie is hoog
voor diche bij elkaar gelegen elementen en laag voor elementen die
verder van elkaar verwijderd zijn) dan volgt voor grote n en m
(appendix 4A):

o?(r) = Gz(Ri) M am (4-32)

V(R) = V(R.)V méy
1 n

Een dergelijk systeem van n gecorreleerde elementen kan men dus ver-
vangen denken door een systeem van n/m ongecorreleerde elementen.

Als het systeem belast wordt door een stochastische belasting S, dan
hangt de faalkans natuurlijk ook af van u(S) eno(S). In figuur 4.9 is
de faalkans weergegeven als funktie van het aantal elementen en hun

onderlinge (constante) correlatie. Bij de berekening is uitgegaan van
u(R) /uds) = 2, V(Ri) = 0.10 en V(S) = 0.20.

P(Falen)

F -mj
— B

12 3 456 17 8 9 10

Fig. 4.9 Faalkans voor parallelsysteem met n onderling gelijkmacig
gecorreleerde elementen met u(R) = 2u(S) en V(R.) = 0.10,
V(S) = 0.20 5

Voorbeeld 4.4

L | o .
glii byl n [\

A= -o’"’/,?? \_/

fo— 2 L ol
" =

Een ingeklemde stalen ligger met overspanning L wordt belast door een
gelijkmatige belasting q. De ligger bezwijkt als zich drie plastische
scharnieren hebben ontwikkeld, te weten &&n in het veld en twea bij
de inklemmingen. De betrouwbaarheidsfunktie Z luidt:




Daarmee volgt tenslotte:

B = 90/25.0 = 3.60
P(F) = 0.16 % 1073

De correlatie doet, zoals verwacht kon worden, het gunstige parallel--
effekt vrijwel helemaal teniet.

Continue systemen
=ontinue systemen

Tenslotte beschouwen we nog een continu (bijvoorbeeld het glijvlak van
fig. 4.1) systeem waarbij de sterkte niet gegeven wordt door een som
maar door een integraal,

a ;
R= [ r(x) dx (4-34)
0

Als het gemiddelde u(r) en de s:andaardafw}jking d(r) constant zijn
gelde (vgl. (4-26) en (4-27)):

u(R) = ap(r) (4-35)

2 2 a a

o B =oT) [ S p(rlx)) xxy) dx, dx, (4-36)
0 o0 :

Als p(r(x,) r(x,)) alleen afhangt van het verschil Ax = x.-x. en
gegeven wordt door (4-17), kan worden aangetoond dat voor gr&ca
a/d geldt (appendix 44):

o2(R) = o3(r) . (¥or ad) (4-37)

VIR) = v(r) ¥/ 20 (4-38)

Men kan het continue systeem derhalve opvatten als een discreet systeem
bestaande uit n = a/d/py onafhankelijke elementen met lengte d/n, gemid-
delde p(r) d/qy en standaardafwijking a(r) dvy.

Voorbeeld 4.5 (overgenomen uit (4. ))

Beschouw de dijk van figuur 4.10a. Getekend is een cylindervormig glij-
vlak waarbij de lengte van de cirkelboog a en de breedte van het glij-

vlak b genoemd is. We definiéren nu de stabiliteitsfaktor £ als de ver-
houding van het weerstandbiedend moment “r en het aandrijvend moment Ms:

<

s.a.b.r + '3
s.a.b.r 2A ¢ A
Wbe

|~
L}

f=

.
-

s

Hierin is r de straal van de glijcirkel, A het oppervlak en r' de effek-
tieve arm van_kopvlakken, W is het gewicht per lengre en ¢ de excentri-
citeit; s en s, zijn de ruimtelijk-gemiddelda ongedraineerde schuif-
sterkten, waarbij 5 bijvoorbeeld gegeven wordt door:

; - JF J:[ s(¢,x) rd¢.dx

a

@t v

Z=ltpy + 1y + i, - % qu?

In dit parallelsystcem komen dus gewichtsfaktoren voor.
Als statistische eigenschappen gaan we uit van:

x u(x) V(x)
tp; 90 kNm 10Z
q 20 kN/m 202
L 6 m -

Van belang is verder de afhankelijkheid van de momenten Mpi. Beschpuw

. eerst volledige afhankelijkheids

z = 2Mp; - gqr?

u(z) = 180 - £(20)6 = 90 Kkim
X2 = 18)% + (18)7 = (25.5 wnm)?

B = 90/25.5 = 3.54
P(F) = 0.20 x 10~3

Vervolgens nemen toe de Mp. volledig onafhankelijk; hierdoor verandert
niet het gemiddelde van Z maar wel de standaardafwijking:

2@ = (6.9 + 92 + 4.52 + (18)2 = (211 1m)?
B = 90/21.1 = 4.3
P(F) = 0.8 x 107>
De werkelijkheid zal tussen beide extremen inliggen, maar vermoedelijk
het dichtst bij volledige correlatie., Het is niet waarschijnlijk dat

zich binnen een stalen balk van 6 m lengte erg grote verschillen zullen
voordoen. Laten we aannemen dat Pig ™ Py ™ 0.9 en A" 0.8 (vanwege de

- grotere afstand). In dat geval volgt:

v § I .4 2
0°(z) = (x 1 Pij €15 o(tpy) a(»mj)} * gz Lo ()
Hierin zijn ¢; de coéfficiénten behorende bij Mp, in de betrouwbaar-
heidsfunktie, “ofwel ¢ - ey = 0,5 en c, = 1.0.
Uitwerken hiervan:

o' =0’ (x 1oy eje5) ¢+ (Fik@) 2 -

= 92 (0.9 + ()% + (0.5)% + 20.9)(0.5) (1) + 2(0.8)(0.5)2 +
2(0.9)(1)(0.5)) + 182 =

" w (25.0 kim)?

00000 0000000000000 000000000000000
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Aangenomen word& dat 8 ee¢n stochastische grootheid is met gemiddelde
u(s) = 130 kN/m“, een variatiecoéfficient V(s) = 0.31 en ecn correla-
tiepatroon volgens:
Ax, 2
p = expl(- G- -
x

Dit patroon is dus een tweedimensionale uitbreiding van (4-17).

We bepalen eerst m.b.v. de gegevens van figuur 4.9 de gemiddelde waarde
van f als funktie van de glijvlakbreedte b. Bijvoorbeeld voor b = 100 m
volgt:

(130)(12) (100) (16) + 2(90)(10)(150) &

u(f) = (1800) (12 (100) R

Het volledige resultaat is uitgezet in figuur 4.10b. Het blijkt dat
u(f) een dalende funktie is van b met als limietwaarde voor b » w:
w(f) = 1.34,

Vervolgens beschouwen we de spreiding. Voor de variatiecoéfficient van
8 geldt, als 4.38 zowel in x-richting als langs de cirkel wordt toege-

2 ast: —
(a) gegevens: r=16m, r'=10m,a=12m,c= 10m, A=90m P 7 d /4 )

W= 1800 kN/m . V) = V(sS‘/ = Y—== v v 22

b D a

u(f) Voor b = 90 m volgt:

r \_ VG = 0an\[r2 ' 3 o

In figuur 4.10 is V(s) de funktie van b weergegeven (bedenk dat voor
kleine waarden van b benadering (4-38) niet meer geldig is). We stel-

len nu gemakshalve V(f) gelijk aan V(s) waarna een betrouwhaarheids-
t —> b index B bepaald kan worden uit

s u(e) =i
(b) gemiddelde stabiliteitsfactor als functie van b B = G

vis) Dit resultaat, eveneens als funktie van b, is uitgezet in figuur 4.10d.
0.21 Het blijkt dat bij b = 60 m de betrouwbaarheidsindex B8 een minimum be-
reikt., Bij een kleinere waarde van b is de veiligheid groter omdat de

bijdrage van de kopvlakken tot een hoge u(f) leidt. Bij groterc waarde

} > b van b leidt de daling van V(s) (parallelwerking) tot cen dusdanige ver-
> 100 m . mindering van de onzekerheid, dat B weer op kan lopen. We constateren
(c) variatie-codffitient gemiddelde schuifsterkte dat het probabilistische model hier leidt tot een meer recalistisch re-

] sultaat (eindige glijvlakbreedte) dan het deterministische model.

. ~——

66 m
(d) betrouwbaarheidsindex 8

Figuur 4.10
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Systeemoverwegingen bij het ontwerpen

De gegeven theoretische explicaties over de eigenschappen van

systemen komen op dit moment nog niet of nauwelijks in aanmerking
voor direkte en kwantitatieve toepassing in de praktijk. Wel kun-
nen een aantal bruikbare kwalitatieve conclusies worden getrokken:

-~ zorg dat een systeem voldoende reserve en redundancy (overtollig-
heid, parallelwerking) bezit; de veiligheid kan daartoe sterk toe=

nemen, vooropgesteld dat de parallel geschakelde elementen niet vol-

ledig statistisch afhankelijk zijn;

- zorg ervoor, dat een parallelsysteem voldoende ductiliteit (taai-
heid) bezit;

- elk serie-geschakeld element en elk faalmechanisme verhoogt de
faalkans, tenzij volledige correlatie aanwezig is. Vermijdt daar-
om een zeer groot aantal mechanismen die alle dezelfde faalkans
bezitten. Beter is het daar, waar dat eenvoudig kan, een extra
veiligheid in te bouwen of over te dimensioneren. Faalkansen in
de orde van de geaccepteerde systeemfaalkans moet men uitsluitend
reserveren voor de hoofdmechanismen.
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Bomen

Inleiding

In de voorgaande hoofdstukken is de aandacht voornamelijk gericht
geweest op de bepaling van de kans dat een bezwijkmechanisme op-
treedt.
De veiligheid van een technisch systeem wordt echter bedreigd door
het potentiéle optreden van talloze bezwijkmechanismen.
Teneinde te beoordelen in hoeverre het optreden van bepaalde grens-
toestanden de veiligheid van het totale systeem in gevaar brengt,
zijn de risico-analytische methoden ontwikkeld, die men wel samen-
valt onder de naam bomen. Het gaat daarbij om gebeurtenissenbomen,
foutenbomen, rekenschema's etc. als instrumenten van de risico-
analyse.
De risico-analyse bestaat uit een aantal fasen, die achtereenvolgens
doorlopen worden. In de eerste fase vindt een beschrijving van de
constructie als systeem plaats. De mate van gedetailleerdheid van de
beschrijving wordt bepaald door de vereiste diepgang van de risico-
analyse. Omdat al in de eerste fase veel informatie omtrent het te
analyseren systeem nodig is, kan zij pas aanvangen als het ontwerp
in een vrij ver gevorderd stadium is. Bij bestaande installaties vormt
dit uiteraard geen enkel probleem.
In de volgende fase tracht men door middel van brainstorm-technieken
zicht te krijgen op alle mogelijke ongewenste begingebeurtenissen
(het bezwijken van een component, een menselijke fout, brand etc.)
die de goede werking van het systeem zouden kunnen beinvloeden. De
normale analyse van alle grenstoestanden maar ook ervaring met andere
soortgelijke problemen kan een steun zijn. Geheel volledig wordt het
overzicht natuurlijk niet, daarvoor zijn bepaalde oorzaken als oorlog,
sabotage, etc. te ongrijpbaar.
Tevens onderzoekt men in de tweede fase alle mogelijke reakties van
het systeem op elke ongewenste begingebeurtenis. Als instrument is
hier de gebeurtenissenboom, die op logische wijze het verband vast-
legt tussen &én begingebeurtenis en alle mogelijke daaropvolgende
reakties van het systeem.
In de derde fase wordt bestudeerd op welke wijzen de meest ongewenste
reaktie van het systeem tot stand kan komen. In feite worden de meest
ongunstige takken van de gebeurtenissenbomen verenigd tot &&n boom: de
foutenboom. De foutenboom is dus een schematische weergave van de lo-
gische opeenvolging van alle gebeurtenissen, die leiden tot &&n zeer
ongewenste reaktie van het systeem (b.v. falen). Deze ongewenste reak-
tie staat meestal boven aan de boom en wordt de "topgebeurtenis" ge-
noemd. Voor iedere topgebeurtenis dient dus een aparte foutenboom te
worden opgesteld. .
In de laatste fase van de risico-analyse tracht men de kans op het op-
treden van de ongewenste topgebeurtenis te berekenen. Daartoe worden
eerst de kansen op het optreden van de diverse begingebeurtenissen
vastgesteld. Dit gebeurt d.m.v. niveau II, III berekeningen of puttend
uit databanken waarin empirische gegevens over de faalfrequentie van
allerlei (meest hydraulische en elektrische) componenten is opgeslagen.
Tot slot wordt volgens de conventies van de waarschijnlijkhejdsleer de
kans op falen van het gehele systeem vastgesteld.

N ,
De waarde van een risico-analyse voor de ontwerpwerkzaamheden aan een
constructie is als volgt aan te geven:

.L ) A..dl.._.“‘".‘. ‘.‘._‘C.A . .... A

-2

Men krijgt inzicht in de wijze waarop het systeem kan falen.
Men krijgt inzicht in de kans op falen van het systeem.

D? foutenbomen en gebeurtenissenbomen fungeren als communicatie-
middel en tool of management.

Men kan.de technische en de menselijke oorzaken van falen in een
benadering verenigen.

Enige basiselementen

De risico-analyse maakt gebruik van de grondslagen van de systeemleer.
De beschouwde systemen kunnen meestal worden beschreven met een input-

output model. De input wordt door het systeem getransfo i
output (fig. 7.2.1). Y & rreerd in een

systeem
input —.—{b—.— output

Fig. 7.2.1 Schets van een input-output systeem

De subsy?te?en hebben intern dezelfde struktuur als het totale systeem.
De opsplitsing van systemen in subsystemen, sub-sub systemen kan worden
voortgezet tot het meest elementaire niveau (fig. 7.2,2).

Fig. 7.2.2 Scher van de verdeling van een systeem in subsystemen
(serieschakeling)

De praktijk geeft een zinvolle grens aan.

Voor d: risico—a:alyse zijn de twee hoofdmogelijkheden van rangschikking
van subsystemen binnen het hoofdsysteem van belang: serie- i
parallel-schakeling. . REATIRIE
Het verschil blijkt duidelijk, wanneer men tracht de kans op falen van
het systeem vast te stellen m.b.v. gebeurtenissen en foutenbomen.
De gebeurtenissenboom van het in fig. 7.2.2 gegeven serie-systeem heeft

het volgende aanzien (fig. 7.2.3): B,
2
g wesld

i -

Qaal{' RAthinl
FaaoT

INPOT ——

Bl

Fig. 7.2.3 De gebeurtenissenboom van het gedrag van een seriesysteem.
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Men ziet dat de gebeurtenissenboom telkens speurt naar de gevolgen
van E&n bepaalde begingebeurtenis. In de Angelsaksische literatuur
wordt dit aangeduid als “forward logic".

Het is gebruikelijk in gebeurtenissenbomen "falen" met de onderste
tak en werken met de bovenste tak na een knooppunt aan te geven.

In dit voorbeeld blijft het scala van reakties van het gehele systeem
beperkt tot twee mogelijkheden: falen of werken.

En zoals te verwachten was bij een serie-systeem is het falen van een
subsysteem voldoende om het totaal in ongerede te brengen.

In de foutenboom geeft men dit aan door een of poort. Het meest on-—
gewenste gevolg, het falen van het systeem, staat daarbij bovenaan.
De begingebeurtenissen vormen de voet van de boom. De foutenboom is
gebaseerd op "backward logic" en speurt naar oorzaken (fig. 7.2.4).

SysTasrT
oo LT

e ® ©

Fig. 7.2.4 Foutenboom van het gedrag van een serie-schakeling

De kans op falen van het totale systeem kan geschreven worden als

P(F,) = P(B; of B, of By ..... B))

3
Indien nu de faalkans van de basiscomponenten bekend is
P(Bi) ~ Bex

en er sprake is van onafhankelijkheid, dan is de faalkans van het
systeem te berekenen

n
P(F) =1 - T (1 - Pe )
i=1 i
n
L P voor kleine P
£ £;
i=| i i

De analyse van een parallel-systeem is nu eenvoudig uit te voeren
(fig. 7.2.5).

Uit de gebeurtenissenboom blijkt dat het systeem pas faalt als zowel
B, als B, als B, niet werken. In de foutenboom geeft men dit aan door
een en poort (fig. 7.2.6). '

De faalkans van het systeem bestaande uit n parallel geschakelde sub-
systemen is

P(F) = P(B, en B, en By ..... B)

o

INRETA RTINS LI

Of uitgedrukt in de faalkansen van de subsystemen

n
P(F) = W P,
i=1 i
S

4 — -

! B I SUTPUT

NPT >

“ sysTeen
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Er zijn echter ook parallelle systemen waarbij het totale systeem
reeds faalt, indien m of meer subsystemen niet werken (b.v. elektri-
citeitscentrale waarin tenminste twee van de drie generatoren moeten
funktioneren). In dat geval geldt de binominale verdeling.

n!

n : .
Pr(F ) - 'Z m PFl (I‘PF)n =

1=m

In de foutenboom geeft men een dergelijke situatie weer met een "voting
gate" (fig. 7.2.7).

systeem
faalt

()

Fig. 7.2.7 Een foutenboom met een "voting gate"

Een variant op de en-poort die men in de literatuur vindt, is de
"inhibit gate", die wordt aangegeven met een zeshoek (fig. 7.2.8).

auto door auto door
rood licht rood licht

bestuurder
ziet rode
licht niet

.

rood bestuurder rood
licht ziet rode licht
licht niet

7

Fig. 7.2.8 Een foutenboom met een "inhibit gate"

De gebeurtenis naast de "inhibit gate" is een voorwaardelijke ge-
beurtenis, die alleen kan plaatsvinden als de begingebeurtenis op-
treedt.

Om het overzicht van de mogelijke poorten te completeren worden nog

de "exclusive or" poort en de "priority and" poort genoemd.

De eerste poort geeft output als &&n van de twee inputs optreedt, maar
niet beide (fig. 7.2.9).

/b

Fig. 7.2.9 De "exclusive or" poort

Het tweede type poort geeft alleen output als alle inputs achter-
eenvolgens van links naar rechts optreden (fig. 7.2.10).

(=

Fig. 7.2.10 De "priority and" poort

Evenals voor de poorten bestaat voor het aangeven van gebecurtenissen
een notatie. De gebruikelijke figuren zijn hieronder weergegeven.

<::f:::> niet verder ontwikkelde gebeurtenis

samengestelde gebeurtenis (gevolg)

e

voorwaardelijke gebeurtenis (gebruikt bij
"C__:) inhibit gate)

normale gebeurtenis (house event)

A

O basisgebeurtenis
]

verwijs symbool
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De basisgebeurtenis, die wordt aangegeven met een cirkel, is een
begingebeurtenis, die zich aan de voet van de foutenboom bevindt.

Een dergelijke gebeurtenis betreft meestal het falen van een systeem—
component. De kans van optreden van een basisgebeurtenis is bekend en
wordt vastgesteld m.b.v. berekeningen of databankgegevens.

Ruiten worden gebruikt om gebeurtenissen aan te geven die niet verder
ontwikkeld zijn in die zin, dat een diepergaande analyse naar de on-
derliggende basisgebeurtenissen niet is uitgevoerd.

Bij de kwantificering van de kans op falen van het totale systeem
wordt de kans op de niet verder ontwikkelde gebeurtenissen soms ver-

waarloosd.

Gebeurtenissen, die in de foutenboom wel verder worden geanalyseerd,
geeft men aan met een rechthoek. ‘

Een ovaal wordt gebruikt om in samenhang met een “inhibit gate" een
conditionele gebeurtenis aan te duiden.

Het "huis" geeft een normale gebeurtenis aan, d.w.z. een gebeurtenis
die altijd optreedt (kans = 1.0). Soms wil men echter een foutenboom
tekenen onder de veronderstelling dat een bepaalde (niet normale) ge-
beurtenis optreedt. Deze gebeurtenis wordt dan aangegeven met een
huis. En de gehele foutenboom veronderstelt dan het optreden van de
huisgebeurtenis (fig. 7.2.11). )

systeem Pf, Pf systeem PE
lekt I "2 lekt 2

Fig. 7.2.11 Een illustratie van het gebruik van het huis in een
voorwaardelijke foutenboom

Het driehoekje wordt gebruikt om een foutenboom af te breken en te
verwijzen naar een elders weergegeven deel (fig. 7.2.12).

@) ©

Fig. 7.2.12 Het gebruik van het verwijssymbool
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7.3 Een toepassing van de theorie op een systeem

In deze paragfaaf zal de theorie van de risico-analyse worden toege~
past op een fictief systeem dat is samengesteld uit vijf componenten
Het schema van het systeem is gegeven in fig. 7.3.1. In de figuur is.
eveneens aangegeven in welke subsystemen (I tot IV) het systeem kan
worden gesplitst, voordat het niveau van de componenten is bereikt.

Met behulp van de gebeurtenissenboom (zie fig. 7.3.1) wordt geanaly-
seerd welke gebeurtenissen achtereenvolgens kunnen plaatsgrijpen
wanneer het systeem wordt belast. ’

Tevens is van het systeem de foutenboom opgesteld (fig. 7.3.2). Als
samenggftelde gebeurtenis ziet men steeds het falen van een subsysteem
vgrachx)nen. Gaande naar de voet van de boom worden deze gebeurtenissen
uiteengerafeld in basisgebeurtenissen.

o OUTPUT
B, B, Bj By, Bg
werkt |
werke |
werkt warki 'wu*t

- [ faalt =~ |

" faalt [C

| fate y

Jaalt a

Fig. 7.3.1 De gebeurtenissenboom voor een samengesteld systeem

® © 0000000006006 000060000 00006000 909 90 90 0
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Fig. 7.3.2 De foutenboom voor het samengestelde systeem van fig. 7.3.1

Ook nu is het mogelijk uit de foutenboom de wiskundige uitdrukking
voor de faalkans af te leiden. Het is het verstandigst bovenaan de
boom te beginnen met de uitdrukking voor de topgebeurtenis.

P(F) = P(B| OF S )

BN OF (B K8 Sppyl)
= P(B, OF (B, EN (B, OF §,)))

P(F) = P(B, OF (B, EN (B, OF (B, EN B,))))

Aansluitend hierop is eveneens de faalkans van het systeem te bepalen
indien men onafhankelijkheid veronderstelt. Daarbij rekent men van de
onderzijde van de boom naar boven toe.

P(8,,) = Pfa. Pfs
P(SIII) =1 - (1 - Pfa) a - P‘IV)

)

P(SII) = sz. P(SIII

P(F) =1 - (1 - Pfl) (1= P(SII))

Indien de kansen op de basisgebeurtenissen klein zijn (Pf < 0,01) is
de volgende benadering geoorloofd.

P(S;,) = P_ . P
v £," fg
P(

) =P, +P

= I

Sxi

P(S,,) =P_ (P, +P_ . P
i T Tl 4 5

P(F) = Pf + Pf (p, +P .P
1 2 3 4 5

Voorbeeld 1
De stalen brug over de haveningang van Curagao werd van de oevers af

uitgebouwd. De brughelften waren daarbij tijdelijk in de rotsen ver-
ankerd (fig. 7.3.3).

=
=1 -

-

Fig. 7.3.3 Een bouwfase van de brug over de haven van Curagao
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De verankering werd uitgevoerd met hoogwaardig stalen staven, die
ter verdeling van de belasting uitmondden in een evenaarconstruc-
tie (fig. 7.3.4).

BROUG

!
ENANNAARSRNRERNSS

Fig. 7.3.4 De evenaarconstructie

Op het eerste gezicht lijkt hier sprake te zijn van een parallel-
systeem. Echter zodra &én staaf breekt ontstaat een mechanisme en

zal de constructie bezwijken (fig. 7.3.5).

Verder was de materiaalkeuze voor de staven gevallen op koudver-
vormd hoogwaardig staal. De staven waren in gewapend betomblokken
verankerd.

Het spreekt vanzelf, dat bij het stallen van de verankeringsstaven

in de wapeningskorven vast lassen ontoelaatbaar is i.v.m. de achter-
uitgang van de eigenschappen van koudvervormd staal. Maar een vergis—
sing is menselijk.

BEZWIJKEN i
VAN DE BRUG

(or

staaf 2 staaf 8
bezwijkt bezwi jkt

staaf 1
bezwijkt

staaf
kwaliteit

staaf
kwaliteit

Fig. 7.3.5 De foutenboom van het verankeringssysteem
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De koudvervormde staalkwaliteit is een gegeven (P = 1), zodat een
lasfout altijd leidt tot een ontoelaatbare verzwakking. Via de of-
poort wordt de kans op bezwijken van de brug nu

8

P(bezwijken van de brug) = | - «

(1 - P(lasfout))
i=1

Of getalsmatig gedetailleerd

P(bezwijken) P(lasfout)
0,08 0,01
0,57 0,10
0,83 0,20

De tabel geeft aan dat veel afhangt van het inzicht van het uitvoe-
rend personeel.

.Voorbeeld 2

Op vele plaatsen in de wereld liggen haventerreinen buitendijks. Ten
behoeve van de toegankelijkheid is de dijk dan meestal doorsneden
(coupure).

Bij een stormwaarschuwing moeten mensen schotbalken in de coupure aan-
brengen om het hoge water te keren (fig. 7.3.6 en 7.3.7).
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7.4 Enkele in de literatuur voorkomende begrippen

Naast de reeds behandelde begrippen zoals poorten en gebeurtenissen
vindt men in de literatuur nog een aantal aanduidingen waarvan we
hier twee willen behandelen, de minimale snede en de struktuurfunktie.

Onder een minimale snede verstaat men de kleinste verzameling basis-
gebeurtenissen, welke bij gezamenlijk optreden van de basisgebeurte~
nissen tot falen van het systeem leidt.

Indien &&n der basisgebeurtenissen van een minimale snede niet op-
treedt werkt het systeem.

Het vinden van minimale sneden is eenvoudig indien men zich realiseert
dat een of-poort het aantal sneden vergroot en een en-poort het aantal
gebeurtenissen in de snede doet toenemen.

De werkwijze wordt het eenvoudigst geillustreerd door bij wijze van
voorbeeld de minimale sneden van het eerder geanalyseerde systeem
(fig. 7.3.1) te bepalen.

Men begint bovenaan de foutenboom.

B

| Lof-poorc
S

II

en daalt af naar de volgende poorten

Bl ) " 4
—P en-poort - poort

B SIII L By l
=

2
3 o

B
B, B, e

B2 BA B5 en-poort

totdat het tableau uitsluitend basisgebeurtenissen bevat.
Iedere rij geeft nu een minimale snede van het bestudeerde systeem.

Het begrip minimale snede wordt onmiddellijk duidelijk; wanneer men
de sneden in het principe schema van het systeem schetst (zie fig.
7.4.1). Alleen indien alle componenten in een minimale snede falen,
faalt het gehele systeem.
Sveole 3
svicde L Suedde 2
"

\NMPUT

—————————-4 Byd] j—0

Qicﬁ Z4A e uaini vaede suede wveo Lk
§‘7r$ic:=ua_ .

/=14

Het i? mogelijk een foutenboom te beschrijven met een struktuur-
funktie Y(y). De waarde van de struktuurfunktie is een binaire
indicator voor de werking van het systeem.

v(y) = (l wanneer het systcem faalt
0 wanneer het systeem werkt

Hierin is Fin Yo o yn) de vector die het al of niet optreden
van de basisgebéurtenissen aangeeft.

- (l. basisgebeurtenis i treedt op
Y. s Foa
i 0. basisgebeurtenis i treedt niet op

De struktuurfunktie voor een en-poort is het produkt van de indica-
torvariabelen y; van de basisgebeurtenissen

n

v(y) = 7w vy,
j=p 1

De struktuurfunktie is alleen gelijk aan | indien alle y; = 1

Ook voor de of-poort is de struktuurfunktie eenvoudig.
n
¥y) =1 - @ (1 -y,
i=| *

Zodra &én der indicatorvariabelen y. de waarde 1 krij
systeem (Y(y) = 1). 4 rijgt, faalt het

Ter illustratie kan men nu de struktuurfunktie van het systeem in
fig. opstellen.
Men begint bovenaan de boom

Hy) = 1= O =3 )0 =3

-1 1 - -
(O =yDO =y

VO == =y U=y - -y -y ))

¥(y) =1 -0 -yDa - y (1 = (b =y )01 - ¥4¥5)))
Het nut van de struktuurfunktie wordt duidelijk wanneer men zich

rea}*se?rt dat de verwachtingswaarde van een indicatorvariabele Y.
gelijk is aan de kans op de basisgebeurtenis i, immers N

E(y;) 'ffyi("i) y; dy;

£,
i

= 0.(1 - Pf ) +1.P
i
waarin Pf_ = kans op basisgebeurtenis i
i

?ange?ien hetzelfde geldt voor de verwachtingswaarde van de struktuur—
unktie volgt de faalkans van het systeem uit de struktuurfunktie in-
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dien men voor de indicatorvariabelen de faalkansen van de compo-
nenten Pf invult

p Daartoe is wel vereist dat de basisgebeurtenissen onafhankelijk zijn.
. De struktuurfunktie maakt het mogelijk snel de faalkans van het systeem
é te bepalen voor diverse waarden van de faalkans der componenten.

; 7.5 Enkele opmerkingen en nieuwe ontwikkelingen

ki In de voorafgaande paragrafen is getoond, dat de huidige risico-analyse

een techniek met een binaire grondslag is. Iedere component kent maar

twee toestanden: werken of falen, evenals het totale systeem.

De gebeurtenissenboom analyseert uitgaande van &&n begingebeurtenis

alle mogelijke gevolgen.

Voor elke begingebeurtenis moet een aparte foutenboom worden opgesteld.

3 Het is echter wel mogelijk uit een gebeurtenissenboom een scala van ge- )
volgen af te leiden.

Zo geeft de gebeurtenissenboom voor een koelmiddelverliesongeluk in een
kerncentrale de gevolgen weer in vier gradaties (zie fig. 7.5.1).

ZEER GROTE
UITSTOOT
ZEER GROTE
UTSTo0T

MIDDELMATIGE
UITSTOOT

ZEER KLEINE
UITSTOOT
KLEINE
UITSTOOT
KLEINE
UITSTOOT
UITSTOOT

WERKT

"FAALT
WERKT
FAALT

CONTAINMENT

In een foutenboom kan echter maar een gebeurtenis aan de top staan. Men
kiest daarvoor meestal het meest ongewenste gevolg. Indien het gevolg
echter een continue variabele is, zoals in het geval van uitstoot, dan
houdt dit de keuze van een grens (uitstoot > ....) in. Voor elke andere
topgebeurtenis is een andere foutenboom vereist.

WERKT

FAALT

WERKT
AAL

RISS *

In het voorbeeld van het zeeweringssysteem is een overstroming als top-
gebeurtenis gekozen en op een conceptueel niveau van analyse is dat
heel acceptabel. Maar een overstroming heeft als continue variabele de
waterstand boven het maaiveld. Het is derhalve noodzakelijk een over-
stroming te definiéren als (waterstand > m.v. + x(m)) zodra men streeft
naar een kwantificering van de foutenboom.

Verder heeft reeds het falen van de waker schade tot gevolg b.v. in de
vorm van verlies van vee en verzilting van weidegrond. Een dergelijk
“tussenresultaat" kan in een foutenboom niet tot uitdrukking worden
gebracht.

Om aan dit laatste bezwaar tegemoet te komen is de cause-consequence
chart geintroduceerd. Dat is een versmelting van de gebeurtenissenboom
en de foutenboom, die het mogelijk maakt meer dan &&n gevolg te tonen.
In feite wordt de foutenboom uitgebreid met de vertakkingsmogelijkheid
van de gebeurtenissenboom door een ja/nee-uitgang toe te voegen aan de
rechthoek van de samengestelde gebeurtenis. :

In fig. 7.5.3 is een cause-consequence chart getekend voor het zeewe-
ringssysteem bestaande uit de waker, de slaper en de dromer.

WERKT -
FAAL

KERN NOODKOEL

SYSTEEM

e L i

ENERGIE VOORZIENINGS
WERKT
FAALT

ELECTRISCHE -
SYSTEEM

X REACTOR INSLUITINGS SPROEISYSTEEM

Met de introduktie van de cause-concequence chart is de schamele weer-
gave van het continuum van gevolgen door de foutenboom verbeterd. Maar
het feit dat ook inputgegevens vaak variabele gegevens zijn, kan in de
cause-consequence chart niet worden verwerkt.

PUPBREUK
KERNENERGIECENTRALE

Een voorbeeld van een probleem waarbij cohtinue variabelen de uitkomst
bepalen is de grenstoestand van een bezwijkmechanisme (fig. 7.5.4).
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overstroming
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alleen
e Necterle~q ‘ic)% il polder I en II
Verscholeo, calito— ees onder water
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Fig. 7.5.3 Een cause-consequence chart voor het zeeweringssysteem
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Fig. 7.5.4 Een cause-consequence chart van een grenstoestand

Ter oplossing van dit probleem moet in de cause-consequence chart
een blok worden ingevoerd, waarin de bezwijkkans wordt berekend.
Maar ook in veel andere gevallen is het binaire karakter van de
standaard risico-analyse technieken niet voldoende om problemen

tot in details kwantitatief te analyseren.

Met name daar waar het gevolg een continue funktie is van de imput-

hee I ja

dromer faalt

P R e O LR BT

e

bt variabelen. Zo zal de schade bij overstroming afhangen van de water- . AL
4 stand boven het maaiveld. De exacte kwantitatieve analyse van zodanig dijk- Tk %L——
: samenhangende systemen is alleen mogelijk met rekenschema's waarin hoogte 11
ﬁ alle verbanden zijn opgenomen (zie fig. 7.5.5).
N De ervaring leert echter, dat een eenvoudige risico-analyse, die ‘
5 slechts gebruikmaakt van de (binaire) gebeurtenissenboom en fouten- )
ﬁ boom, snel een inzicht verschaft, ook in het gedrag van complexe N / =
i R : i q = uB Za(h h. )
g systemen. Voor een kwantitatieve analyse is een aanvulling van de I Il
% foutenboom met blok, waarin de bezwijkkans van een mechanisme wordt
§ berekend, noodzakelijk.
X i neel ja

: slaper

faalt

di jk-
hoogte

q = uB lzg(h-hl)

A

nee \ ja

2 R waker
faalt

| . oD oo

j Fig. 7.5.5 Een-eenvoudig rekenschema voor de analyse van het zee-
weringssysteem
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Veiligheidsfilosofie Het alternatief is alleen de aantallen doden en gewonden die het

gevolg zijn van het falen van het technische system te beschouwen

S F S A L e g

8.1. Inleiding en de materiéle schade als minder belangrijk ter zijde te schuiven.

A{

In de voorgaande hoofdstukken is aan de orde gesteld op welke wijze
men de kans op bezwijken van konstrukties en konstruktieonderdelen
kan benaderen. Bovendien is aangegeven hoe met behulp van foutenbo-
men en gebeurtenissen de kans op falen van een totaal systeem kan

worden vastgesteld uitgaande van de kans op bezwijken van onderde-

len en zelfs de kans op menselijke fouten.

Voor de ontwerpende ingenieur die zich realiseert dat volstrekte vei-
ligheid onbereikbaar is, rest echter nog &én vraag: hoe veilig moet
een bepaald systeem zijn?

Hoewel men hiermede in feite het terrein der politieke keuzen be-
treedt is het toch de taak van wetenschapsmensen en technici be-

leidsondersteunende redeneringen aan te dragen.

In de inleiding van dit college is reeds op een eerste noodzakelijke
bijdrage gewezen.

De bijdrage betrof de definitie van risico als de mathematische ver-
wachtingswaarde van de door het falen van het systeem veroorzaakte

verliezen. Of symbolisch
risico = kans x gevolg

Een tweede punt waarop reeds in de inleiding de aandacht werd geves-
tigd is dat de verliezen die het gevolg zijn van het falen van een
technisch systeem meer-dymensionaal is. De verliezen kupnun bestaan
uit doden, gewonden, schade aan de konstruktie en aan de inventaris
schade aan het milieu, economische verliezen etc.

Voor een kwantitatieve benadering van het probleem van de toelaatba-
re faalkans van een systeem is het noodzakelijk alle dimensies uit
te drukken in &&n dimensie. En het gebruik van geld als rekeneenheid
ligt daarbij voor de hand.

Dit type benaderingen, dat vanuit techniscﬂ-uetenschappelijk oégpunt
zeer interessant is, roept weerstand op, zodra ook aantallen doden

en gewonden met een monetaire maatstaf worden gemeten.

In dit hoofdstuk zullen zowel de kwantitatieve econometrische be-
paling van de toelaatbare faalkans van een systeem als een enigs-

zins maatschappelijker benadering, worden beschreven.

De econometrische bepaling van de optimale faalkans van een technisch

systeem

Het is duidelijk dat een technische systeem altijd een bepaalde kans

op falen heeft.

Weliswaar kan deze kans op falen worden verkleind door meer middellen
in de beveiliging te investeren, doch de vraag is of dit uit economisch
oogpunt bezien rationeel is.

Geredeneerd vanuit de schaarsheid der beschikbare middelen is het op-
timum bereikt, wanneer de verkleining van het risico nog juist op-

weegt tegen de extra investering in de veiligheid van het systeem.

Volgens de gekozen definitie is het risico gelijk aan de mathema-
tische verwachtingswaarde van de verliezen die het gevolg zijn van
het falen van het systeem.

Omdat in vorige hoofdstukken reeds voldoende is gezegd over de faal-
kans wordt nu de aandacht op de verliezen gericht. Inherent aan de
economische benadering is, dat schade die het gevolg is van het fa-

len in geld is uit te drukken.

De totale schade bestaat uit een aantal posten van principeel verschil-
lende aard.

Allereerst onderscheidt men de directe gevolgen van het falen.

Deze omvatten het herstel of de vervanging van de konstruktie zelf

en van zaken die vielen binnen het kader van de functie van het kon-

struktieve systeem.

Tot de indirecte schade rekent men het verlies aan toegevoegde waarde,
dat ontstaat doordat bepaalde aktiviteiten geen doorgang kunnen vin-
den als gevolg van het niet funktioneren (disfunktie) van het systeem.
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Ook de verhindering van aktiviteiten in de nabijheid van het systeem
veroorzaakt indirecte schade.

Verder plant de onderbreking van bepaalde aktiviteiten zich voort in
het economisch systeem zodat ook elders verliezen ontstaan.

Men denke, daarbij aan de stagnerende leveranties door getroffen be-

drijven.

Naast de genoemde materi&le verliezen, die eenvoudig in geld te waar-
deren zijn, zal soms ook het verlies van levens te betreuren zijn.
Ook hier onderscheidt men de directe gevolgen i.c. de doden en gewon-
den die rechtstreeks veroorzaakt worden door de disfunctie van het
systeem en de indirecte.

De indirecte gevolgen omvatten het leed, en de sociale disruptie,

die door de ramp worden veroorzaakt.

Om de gedachten te bepalen zijn de gevolgen die ontstaan bij het be-
zwijken van een brug en van een polderdijk in de tabellen 8.1. t/m

8.3. weergegeven.

B TR LA W R i Sl i st it Bk s,
* &, '
8-4 g
Tabel 8.1. Een globaal overzicht van de verliezen die ontstaan Jdoor
het falen van een systeem.
ponderabel imponderabel
direct vervangings- of herstelkosten
van het systeem
vervangings- of herstelkosten verlies van mensenlevens
van zaken die betrokken zijn
bij het functieverlies van het |gewonden /
systeem
verlies van onvervangbare
vervangings- of herstelkosten zaken
van zaken die zich in de fysie-
ke nabijheid van het systeem schade aan het milieu
bevonden
indirect |produktie-derving die het ge-

volg is van het functieverlies

van het systeem

produktie-derving veroorzaakt
door de fysieke nabijheid van
het systeem

produktie-derving elders in
het economisch systeem doch
geinduceerd door de twee bo-
vengenoemde produktie stagna-
ties

leed en sociale disruptie

spanning, angst en

verhoogde kans op ziekte

900 0000600000000 00060600600006000090 090900
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Tabel 8.2. De verliezen, die ontstaan door het bezwijken van een brug

over een vaarwater.

Tabel 8.3. De verliezen, die ontstaan door het bezwijken van een dijk.

ponderabel

imponderabel

ponderabel

imponderabel

direct

herstelkosten van de brug

vervanging of herstel van de
voertuigen incl. lading, die

verloren zijn gegaan

vervanging of herstel van de
vaartuigen incl. lading, die

getroffen werden

verlies van mensenlevens

gewonden

verlies van onvervangbare

zaken

schade aan het milieu

direct

kosten van dijkherstel en

herbémaling

herstel of vervanging van op-
stallen, wegen en roerende

goederen in de polder

verlies van mensenlevens

verlies van onvervangbare

zaken

schade aan milieu

indirect

produktie-derving t.g.v.
blokkade van de weg

produktie-derving t.g.v.

blokkade van de vaarweg

produktie-derving in bedrij-
ven, die van vervoer ver-

stoken zijn

leed en sociale disruptie

spanningen en verhoogde

kans op ziekte

indirect

produktie-derving t.g.v. de
onderbreking van de bedrijvig-
heid in de polder

produktie-derving t.g.v. de
blokkade van auto en vaarwegen

door de polder

produktie-derving elders in
de economie door wegvallen van
afzet of levering
(multi-plier effect)

leed en sociale disruptie

spanningen en verhoogde

kans op ziekte
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Veronderstelt men nu voor het moment, dat alle verliezen die; het gevolg
zijn van het falen van het systeem in geld zijn uit te drukken, dan is
de totale schade W de som van alle verliezen.

Volgens de gekozen definitie mag men het risico schrijven als

1d.
pe v [B]
1
waarin Pe = faalkans van het systeem |z—==

Dit risico kan ook worden beschouwd als de hoogte. van de verzekerings-
premie, die elk jaar betaald zou moeten worden indien men zich tegen

de gevolgen van het falen van het systeem wilde verzekeren.

Gezien de voortdurende waardedaling van het geld (inflatie) zal de ver~

zekeringspremie toenemen volgens
n
Pe oW . (1+ i)
waarin i = inflatie-percentage

De gekapitaliseerde som van de gedurende de levensduur N van het sys-
teem te betalen verzekeringspremies of de constante waarde C van het

risico is

P, . W.(1+i)"

N
f

¢= 13
n=1 a+n)

waarin r = rentevoet

Voor kleine waarden van de inflatie- en de rentevoet mag men de con-

tante waarde ook schrijven als

ca N Pf . W
01 (1 +p - 1)
N Pf . W

n=1 (1 + p")"

waarin r' = reéle rentevoet (in procenten)

Deze schrijfwijze veronderstelt stilzwijgen dat de marktrente r de
inflatie overtreft hetgeen in het recente verleden niet zo was. Over

langere perioden gezien is de reéle rentevoet echter positief.

Een aspect dat op dezelfde wijze te behandelen is, is de econo-
mische groei die de waarde van de zaken, die bij het falen van het
systeem betrokken zijn, zal doen toenemen.

Zo zal ten gevolge van de economische groei het verkeer over een
brug toenemen. Ook de in een polder aanwezige gebouwen en voorzie-
ningen zullen in aantal en waarde groeien bij een normale economische
ontwikkeling.

Daardoor groeit het risico in reéle termen.
n
Pg.W. (1+g)
waarin g = groeivoet

De contante waarde van het groeiende risico wordt nu

N P W

£

[ ol —————————
n=1 (1 +0r - g)°

Door von Neuman is aangetoond dat alleen in een economie waarin de
mensen bereid zijn met het bestaansminimum genoegen te nemen, de reéle
rentevoet gelijk is aan de groeivoet van de economie.

Zodra er sprake is van enige spanning tussen consumptie en investeringen

zal de rentevoet de groeivoet overtreffen.

Het risico kan uiteraard verkleind warden door het systeem veiliger

te maken.

De beide beschikbare wegen, het aanbrengen van parallelle systemen en
het terugbrengen van de faalkans van de samenstellende komponenten gaan
gepaard met een verhoging van het totale investeringsbedrag I dat der-

halve onder andere een functie is van de faalkans van het systeem.
I=1 (Pf)

De economische rationaliteit vereist nu dat de som van het investerings-
bedrag en de contante waarde van het risico minimaal is. Het minimum
van de totale kostenfunctie kan door differentiatie worden gevonden (zie
ook fig. 8.1.).
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Fig. 8.1. Het economisch optimale risiconiveau; een afweging tussen

investering en gekapitaliseerd risico.

De hier geschetste berekeningswijze is door prof. van Dantzig toegepast

ter bepaling van de optimale hoogte van de dijken van het Deltaplan.

Bij wijze van voorbeeld volgt nu een vereenvoudigde versie van deze be-
rekening die volledig is weergegeven in deel 3 van het Deltarapport.

Voorbeeld:

De bepaling van een optimale dijkverhoging

Ter vereenvoudiging van het probleem wordt de hoogte van de dijk geacht
een deterministische grootheid te zijn.

Verder wordt als enige bezwijkmechanisme het overlopen van de dijk in
beschouwing genomen. Derhalve vindt inundatie van de polder plaats,
zodra de stormvloedstand de dijkhoogte overtreft.

De kans op deze gebeurtenis kan eenvoudig worden afgeleid uit de hoog-

water-overschrijdingslijn
P (z>h)-= Pz (h) = e
waarin z = stormvloedstand

h = dijkhoogte

a, B = constanten.
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Als de dijk overstroomt en de polder onder loopt, bedraagt de totale
schade aan gebouwen, voorraden, vee, produktiemiddelen W.
Met géderfd inkomen, mensenlevens etc. hield men in eerste benadering

geen rekening.

De mathematische verwachtingswaarde van dit verlies is in ieder jaar:
_h-a
W.e

De contante waarde van dit verwachtte verlies over de gehele toekomst
(N = w)3:

_h-a _h-a
C = W.e 8 _W.e i
n=1 (1 + r'- g)° rt-g

Ter beperking van het risico kan men de dijken verhogen (zie fig. 8.2.).
De kosten van deze beveiligingsmaatregel zijn evenredig met de verho-

ging
I=1I +1'(h-h)

waarin Io = mobilisatiekosten
Il

hy

"

kosten per meter verhoging
huidige dijkhoogte.

Fig. 8.2. De hoeveelheid grondverzet bij een verhoging van de dijk.

De totale kosten K zijn nu de som van de kosten van de verhoging van

de dijk en-de contante waarde van het verwachte verlies

K=I+C
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Of na substitutie voluit geschreven: De waarde van de constanten waren voor het Deltaplan in 1954
h-a

et .2 10° . £
T'- g

= 0,015
6
De optimale dijkhoogte (zie ook fig. 8.3.) wordt nu bepaald door dif- = 40.1 10" f/m'

ferentiatie naar de beslissingsvariabele h =1,9 m
_h-ao =0,33m
dK _ ., W.e B =0 '
r Tl r'- g)

K=1I + I' (h - ho) +

B ey

T D

Uit deze waarden volgde een dijkhoogte van
De optimale hoogte van de dijk kan hieruit worden opgelost
h =5,83m

W ’ opt
hoge. = @ + 8 10 {rrpri}

De kans dat een stormvloedstand deze hoogte overschrijd is volgens

o AT M v 2N

s 2 - -6 :
Het is merkwaardig te zien dat noch de mobilisatiekosten I noch de : de hoogwater-overschrijdingslijn 8 . 10 = per jaar.

P W

reeds aanwezige dijkhoogte ho in de uitdrukking voor de optimale dijk- ) Naast dit advies van Dantzig kreeg de Deltacommissie nog twee andere
hoogte voorkomen. aanbevelingen.
Toch moet worden vastgesteld of verhoging van de dijk economisch interes- De eerste was afkomstig van de ervaren dijkenbouwers die zich baseer-
sant is. den op een eeuwen oude vuistregel, dat de dijk de hoogst bekende wa-
Daartoe moet men de totale kosten van beide alternatieven vergelijken. - terstand met é&n meter moest overtreffen. Uitgaande van de stormvloed-
De totale kosten van het dijkverhoging alternatief zijn bekend stand in 1953 adviseerde zij een dijkhoogte van NAP + 4.85 m.

_ hopt. - @

W.e B
K-I°+I'(h°pt'-h°)+ AT

De waterstaats-ingenieur Wemelsfelder, de grondlegger van de hoogwater-
overschrijdingslijn vond dat de dijkhoogte gebaseerd moest zijn op een
waterstand met een overschrijdingskans van 1% per eeuw.

De verhoging van de dijken zal nu alleen plaatsvinden indien
by -t
W.e P

(r'-9)

Uit de drie adviezen die in onderstaande tabel 8.4. zijn weergegeven

K<K = koos de Deltacommissie de gulden middenweg.
o

T 1 Tabel B8,4.

vuistregel NAP + 4,85 m |1,6 107 ps3s
herhalingstijd |NAP + 5.00 m 107 p.j.
optimaal NAP + 5.85 m 8,1 10°° p.j.

2
|
|
|
|

h, Wopt. h

Fig. 8.3. De bepaling van de optimale dijkhoogte.
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Het uitdrukken van het imponderabele deel van de verliezen die optre-
den bij het falen van een systeem zijn moeilijk in geld te waarderen.
In het voorbeeld uit het Deltarapport wordt het probleem omzeild door
geen kosten op te nemen voor het aantal slachtoffers dat te betreuren
zal zijn bij een overstroming.

Indien men toch een geldsbedrag wil opnemen voor het verlies van een

mensenleven staan verschillende wegen open:

1. De contante waarde van de toekomstige verdiensten van de persoon

in kwestie;

2. De contante waarde van het nationaal inkomen per inwoner;

3. De waarde van een mensenleven zoals afgeleid uit politieke beslis-

singen (b.v. hartren wagen of reddingsactie bij mijnramp).

Het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau

De kleinste bouwsteen van het maatschappelijk geaccepteerde risico-
niveau is de persoonlijke beoordeling van risico's door het individu.
Het leven dwingt de mens voortdurend een compromis te zoeken tussen
nagestreefde voordelen en de daaraan verbonden risico's. Zolang deze
afwegingen niet verder reiken dan de persoonlijke sfeer, worden ze

in het algemeen snel gemaakt. De mate van risico die een individu ac-
cepteert, hangt onder meer af van zijn leeftijd en zijn persoonlijke

instelling, doch ook de volgende faktoren spelen een rol:

1. De mate, waarin het risico vrijwillig wordt geaccepteerd; persoon-
lijke vermijdbaarheid van het risico;
De herkenbaarheid van het risico;
Het persoonlijk voordeel, verbonden aan het trotseren van het ri-
sico;
Het maatschappelijk voordeel, verbonden aan het trotseren van het
risico;

. De maatschappelijke mogelijkheden om het risico te beperken;

. De historische achtergrond van het risico (herhalingstijd).

8-13 8-1i

Een poging om tot een theoretische ordening van de beoordelingsvaria-
belen te komen is gegeven in fig. 8.3. Het model is gebaseerd op een
objectieve mathematisch economische afweging. Hiernaast speelt echter
de perceptie van de objectieve feiten door het individu (2) ven rol.
De perceptie van en de geIinformeerdheid omtrent de objectieve feiten
hangen af van persoonlijkheidskenmerken en fungeren als filter voor de
aangeboden informatie.

Op het gebied van de persoonlijke beoordeling van risico's wordt mo-
menteel veel psychologisch onderzoek verricht. Van psychologische
zijde is reeds opgemerkt dat het in de vorige paragraaf gedefinieer-
de risico-begrip en mathematisch-economische noties als nut/voor-
deel te globaal, te abstract en te formeel zijn om opinie- en be-
sluitvormende discussies toe te laten.

Het voorstel is d.m.v. psychometrisch veldonderzoek de primaire ri-
sico evaluatievariabelen op te sporen (3). Een aantal hypothesen,

die in een dergelijk onderzoek getoetst worden zijn:

de geschatte ernst van een risico wordt grotendeels bepaald door
de geschatte omvang van mogelijke ongevallen (en niet door de kans
erop);

de getaxeerde kans op een ongeval wordt overwegend bepaald door de
mate van persoonlijke contrdle of door georganiseerde beveiliging
e niet door relatieve ongevalsfrequenties);

de getaxeerde kans is mede afhankelijk van de voorstelbaarheid van
het ongevalsscenario;

de (cognitieve en emotionele) voorstelbaarheid van potentiéle cata-
strofes is gering;

de aanvaardbaarheid van een riskante aktiviteit wordt overwegend be-

paald door zijn voordeligheid (en niet door zijn risico).

Het resultaat van het onderzoek onder 700 respondenten was o.a. dat men

in hoofdzaak twee risicodimensies onderscheidde:

1. de omvang van een mogelijk ongeval;

2. mate van georganiseerde beveiliging.

Ten aanzien van de fundamentele componenten van het voordeel stemden de
resultaten overeen met de in fig. 8.3. genoemde. Over het relatieve ge-

.wicht van persoonlijk en maatschappelijk voordeel verschilden de meningen
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Fig. 8.3. Theoretische ordening van de beoordelingsvariabelen van

de aanvaardbaarheid van risico's in de individuele sfeer.
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sterk. De samenhang tussen risico, voordeel en aanvaardbaarheid volgt
minder duidelijk uit het onderzoek. De optredende correlatie tussen
"groot maatschappelijk voordeel" en "ernstige gevolgen van een onge-
wenste gebeurtenis" in de gekozen voorbeelden (kerncnergic, L.N.C.)
en het feit dat het publiek de kleine kans op grote gevolgen niet in
aanmerking schijnt te nemen bij de beoordeling van de aanvaardbaar-

heid, bemoeilijken de analyse.

Uit het bovenstaande blijkt dat de kennis omtrent de kleinste bouw-
steen van het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau, de persoon-
lijke beoordeling van risico's, nog uitbreiding behoeft.

Om dit gebrek aan kennis en het probleem van de aggregatie van indi-
viduele risico-acceptatie te omzeilen, zoekt men naar een rechtstreek-
se benadering van het maatschappelijk geaccepteerde risiconiveau.

Eén van de filosofie&n, die een dergelijke benadering nastreven, is
gebaseerd op de veronderstelling, dat de risico-tolerantie van een
maatschappij zich weerspiegelt in de ongevallenstatistiek.

Een korte beschouwing van de statistiek van ongevallen met dodelijke
afloop (zie tabel 8.4.) geeft een bepaalde indruk van het risico, dat
in Nederland maatschappelijk geaccepteerd wordt. Het reeds vermelde
probleem van de meerdimensionaliteit van het risico is in dit geval
omzeild door slechts &&n soort gevolg te beschouwen: de dodelijke af-
loop.

Het blijkt, dat de ongevallen met dodelijke afloop in twee hoofd-
oorzaken uiteen vallen: ongelukken thuis en auto-ongelukken, die elk
ongeveer 2.500 doden per jaar eisen (tabel 1). De kans op een onge-
val in &én van deze categorieén is gemiddeld per Nederlander 2.10 "
per jaar.

De kans op een ongeval in fabrieken, aan boord van schepen, op haven-
terreinen en tijdens treinreizen is veel kleiner. Zelfs indien dit
aantal ongevallen tezamen betrokken wordt op de werkende beroepsbevol-
king, blijft het risico beperkt tot 5,5 . 10-5 per jaar.

De totale gemiddelde kans op een ongeluk met dodelijke afloop bedraagt
voor een Nederlander 4,0 . 10-“ per jaar. Een dergelijk risiconiveau
vindt men ook in de overige West-Europese landen.

In andere delen van de wereld kan het geaccepteerde risiconiveau ge-

heel anders liggen.

/
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In de internationale literatuur wordt het totale gemiddelde risico Tabel 8.5. Aantal doden t.g.v. ongevallen in Nederland in 1976.

beschouwd als de som van drie componenten:

1. Het basisrisico, dat is het onvermijdelijke minimum risico, dat
een 1lid van de gemeenschap moet accepteren. Op de grootte van dit
risico heeft het geen invloed en derden kunnen er niet voor aan-
sprakelijk gesteld worden. Het is de laatste decennia de plicht
van regeringsinstanties geworden dit risico op een maatschappelijk

aanvaardbaar niveau te houden.

. Het vrijwillige risico, dat alle risico's omvat die binnen de in-
vloedssfeer van het individu vallen en waarvan hij beseft, dat ze

uit zijn aktiviteiten voortvloeien.

. Het aansprakelijkheidsrisico, dat van toepassing is op die geval-
len, waar de schuld van een verantwoordelijke instantie aanwijs-

baar is.

Omdat het moeilijk is het totale risico onaanvechtbaar over de drie
componenten te verdelen, kiest men vaak een tussenoplossing door aan
elke component ongeveer één-derde van het totale risico toe te kennen,

zodat het basis-risiconiveau in Nederland ongeveer gesteld kan worden

op:

aantal doden door ongelukken _ 5582 -
bevolkingsaantal 3" 14 . 10°

= 1,33 . 107" per jaar

Maast een opsplitsing in componenten, zou ook een onderzoek naar de
regionale verdeling van het risico over Nederland van belang kunnen
zijn. Een normniveau voor de kans, dat constructies bezwijken, kan
niet zonder meer worden afgeleid uit het hierboven gencemde basis-ri-
siconiveau.

Correcties moeten worden aangebracht voor de aard en de omvang van

de gevolgen en voor de mate, waarin van vrijwillig gebruik van de con-
structie sprake is. Tenslotte speelt de mogelijkheid om het risico te
beperken een rol, evenals de historische achtergrond.

Een praktisch normniveau voor de bezwijkkans van civiele constructies
zou gevonden kunnen worden door als uitgangspunt te kiezen, dat een
dergelijke constructie geen noemenswaardige vergroting van het indi-

viduele basisrisico mag vormen.

Situatie

Aantéllen doden

Kans

In huis jonger dan 70 j.

ouder dan 70 j.

Op straat
Spoorwegovergang
Openbare gebouwen
Gesticht/Inrichting

Openbaar water

808
1.368
134
36

Fabriek

Aan boord

Op zee

Zee- en luchthavens
Treinongevallen

In het veld

5.5.107°

Auto-ongevallen

Sport en vrije tijd

1.65.107"

Onbekend

1.64.107°

Totaal

4y.0.10""
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Aangezien bij het bezwijken van civiele constructies meestal een aantal
mensen in levensgevaar verkeert, dient de toelaatbare toevoeging aan het
basisrisico met de omvang van de bedreigde groep te worden gecorrigeerd.
De ten hoogste toegestane bezwijkkans van een civiele constructie wordt

dan:

1.33.107"

groepsomvang per Jeap

waarin: groepsomvang = het aantal mensen dat in levensgevaar verkeert

indien de constructie bezwijkt.

De ervaring leert echter dat een ongeval met 100 doden eens in de 1000

' jaar veel minder.aanvaardbaar is, dan &én dodelijk ongeval eens in de

10 jaar, alhoewel het risico in beide gevallen 10-1 per jaar bedraagt.
Deze non-lineariteit en overwegingen van andere aard (mate van het te

behalen voordeel, vermijdbaarheid van het risico, etc.; zie fig. 8.2.)
maken, dat de toelaatbare bezwijkkans beleidsmatig nog aanpassing be-

hoeft.

Door invloering van een beleidsfaktor B s de aanvaardbare bezwijkkans

van een civiele constructie vast te stellen op:

-4
B . _1,33.10 per jaar

groepsomvang

Bovenstaande gedachtengang is uiteraard niet meer dan een illustratie;
over normen voor aanvaardbare risico's dient een uitgebreide discussie

te worden gevoerd.

Ontwikkelingstendenzen

Ondanks de problemen, die elk van de geschetste benaderingswijzen ont-
moeten en de grote hoeveelheid werk, die nog verzet moet worden om tot
resultaat te komen, ontwikkelt zich toch een bepaalde consensus.

Indien hoofdzakelijk economische belangen geschaad worden door een cata-
strofe, kiest men de econometrische benadering.

Brengt daarentegen het falen van de constructie een groot aantal mensen-
levens in gevaar, dan wordt een relatie met ongevalsstatistieken gezocht.
In gevallen! waar zowel mensenlevens als economische waarden worden be-

dreigd, geeft men de voorkeur aan de strengste van beide benaderingen.
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Deze gedachte weerspiegelt zich ook in het voorlopige voorstel van het

Joint Committee on Structural Safety, dat in onderstaande tabel B8.u.

wordt weergegeven.

Tabel 8.6.
Veiligheids- schade Max. aantal " gt
klasse investering |doden F

0 gering - 1072-1073 -

1 matig 1 107%-1075 1-0,1

2 aanzienlijk 10 1073-1076 1-0,1

3 groot 30 wan? 3-0,3

u groot > 100 107-20® | 0,1-0,01

*Het voorstel bevat geen faktor B. Deze is ter illustratie toegevoegd.

Hoewel in constructieve- en veiligheidskringen een voorzichtige ten-
dens naar consensus te bespeuren valt, is de zaak politiek en juri-
disch nog lang niet duidelijk.

Er zijn in Duitsland gerechtelijke uitspraken gedaan m.b.t. kernener-
giecentrales, dat (een kans op) falen onacceptabel is. Er bestond geen
mogelijkheid de grens tussen kans op falen en falen te trekken.

In Amerika besloot een rechter echter na van een getuigedeskundige
vernomen te hebben, dat de kans om bij een auto-ongeluk om te komen
(10—u per jaar) veel groter was, een bepaalde kans op falen te acccp-

teren.
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g et s - ' . 1. INTRODUCTION.
9. Oosterschelde ‘SYMPOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTURES . . ———
. In the design of the Oosterschelde storm surge barrier semi-probabilistic
9.1 HYDRAULIC\BOUNDARY CONDITIONS o b - —methods have been used (Mulder and Vrijling, 1980). The probabilistic load i
by calculation requires knowledge of the three dimensional probability demsity ;
function of storm surge level, wave energy, and basin level. Basically there i
J.K.Vrijling, J.Bruinsma, Rijkswaterstaat, Deltadienst, The Hague. nro_two ways ?f exsrapolatlng the measured data of these parameters and
their correlations into the regions of low probability of occurence, where
measured data are not available.
SYNOPSIS. 2 1. A purely statistical extrapolation 3
—_— 2. A statistical extrapolation supplemented by
. . . . mathematical models based on physical laws and
In the design of the Oosterschelde storm surge barrier semi-probabilistic

methods have been used. The probabilistic load calculation requires knowledge
of the three dimensional probability density function of ‘stérm surge level,
basin level and wave energy.

However especially in the interesting regions ‘of low probabjlity of occurence

the consequent lack of measured data prevents a reliable estimate of this
function.

In this paper a combination of purely statistical models and mathematical
models, based on physical laws and checked with measured data, has been
used. The probability density function of the storm surge level is based on
a purely statistical model. A simple mathematical model, based on physical
facts, is used to derive the conditional probability density function of the
basin level on the storm surge level. .

The conditional probability demsity function of the wave energy on the storm
surge level is found along the same lines. A mathematical model is developed
based on the hypothesis, that the typical double peaked form of the wave
spectrum is caused bij the fact, that the wave energy originates from two
sources. Waves, entering the estuary from deep water via the shoals and waves,
generated locally, from together the seastate at the barrier site.

The required three dimensional probability density function of storm surge
level, basin level and wave energy is derived as the product of the probabi-
lity density functions referred to above.

CONTENTS.

1. Introduction

The still water levels at both sides of the barrier
2.1. Introduction

2.2. The storm surge level, two models

2.3. The low water level

2.4. Emperical evidence

2.5. The basin level.

[

3. The storm surge le;als and wave energy

3.1. Introduction -

3.2. Analysis and'foundation of the model *
3.3. The mathematical wave model of the Oosterschelde
3.4. Emperical evidence

3.5. Wave direction

3.6. The mathematical mode]l of the North Sea

3.7. Emperical evidence -
3.8. The completed model .

4. The three dimensional probability demsity function of storm surge level,

basin level and wave energy. .

-

checked with measured data.

A combination of these methods has been used in finding the probability
density function of the storm surge level and the conditional probability
density functions of wave energy and basin level, from which the three

" dimensional probability function is derived. A schematic diagram for the
development of this three dimensional function has been given ,in fig. 1.
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Figure 1. A schematic diagram of the physical relations used for :he
derivation of the three dimensional probability function of storm
surge level, wave energy and basin level.

The probability density function of the storm surge level is based on 68
years of historical data; extremes are predicted by statistical extrapolation.
The knowledge of the physical laws governing this phenomenon has been used to
see whether predicted extremed could be reached(ch.2).

The conditional probability demsity function of the basin level depends at
least partly on the closing strategy of the barrier during storm surges. A
simple model was developed based on the fact that a storm surge is formed by
a random combination of wind set up and astronomical tide (ch.2.). From this
model the conditional probability density function of the basin level (condi-
tional on storm surge level) could be derived for different closing strate-

gles. The basin level was found to be virtually statistically independent
of the wave energy.
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It appeared from the data that a loose correlation exists between the storm -
surge level and the energy of the wave spectrum. Lack of data, however,
prevented a reliable extrapolation of this two dimensional probability
function by purely statistical methods. Therefore a mathematical model has
been developed(ch.3.). It is based on the hypothesis that the typical double
peaked form of the wave spectrum is-caused by the fact, that the wave energy
originates from two sources. Waves, entering the estuary from deep water via
the shoals, are influenced by the processes of breaking, bottom dissipation
and refraction by dépth and current. The remaining wave energy reaching the
barrier depends strongly on the storm surge level. In addition, waves are
generated by local windfields, showing a loose relation to the general storm
intensity. The model, which incorporates all these effects, is tested in a
hindcast of several storms. Being in good agreement, the model is used in
extrapolating the conditional two dimensional probability-density of storm
surge level and wave energy.

L

The required three dimensional probability demsity function of storm surge
level, wave energy and basin level is derived as the product of the probabili-
ty density functions referred to above (ch.4). Is has been used as input in
the calculations of the probability distribution of the hydrodynamic load on
the storm surge barrier.

2. THE STILL WATER LEVELS AT BOTH SIDES OF THE BARRIER.

2.1. Inctroduction.

As the storm surge level, the basin level and the wave energy will be
considered as stochastic entities, it is possible to comstruct the three
dimensional probability density function of these quantities. Throughout this
paper the stochastic vagiables will be underscored. In this chapter the still
water levels at both sides of the barrier during a storm surge will be studied.

The probability density function of the maximum storm surge level has to be
based on the' frequency of exceedance curve of such levels published in the
Delta-report (1960), regulating the design of the Dutch sea defences.However
in addition a model is used, that relates the maximum storm surge level to
its fundamental origins,viz. the windfield above the North Sea and the |
astronomical tide. It .is shown that extreme storm surge levels can only be i
reached by North Westerly storms. '

Further a model is developed that incorporates the available stochastical
information on wind set up, storm duration and astronomical tide. The model

is tested by comparing the calculated probability of exceedance curve of

maximum storm surge levels to the empirical curve as published in the Delta
report. Subsequently it is used to find the set of low waters preceding a

storm surge that necessitates the closure of the barrier. This set is also
gathered from historical storm surge dnu and shows good resemblance to the &
calculaced set.

Finally the two dimensional probability density function of maximum storm
surge level and basin level is evaluated.

2.2. The storm surge level; two models.

The probability density function of the storm surge level is based onm the
frequency of exceedance curve presented by the Delta-committee(1960) as a
criterion for the design of the Delta works. This curve is based on historicad
data collected in the per1od 1888~1956 and corrected for influences due to
the Delta works. It is given by:
2.94 - 2z
> 23 L2
Pr (Em z)= exp (0.3026 ) (1)
where: z = the highest still water level during a storm in meters
above reference plane (N.A.P.)

0000000000000 o0 Q

However, to see whether predicted extremes could be reached, the underlying
physical phenomena have been analysed and modelled by Schalkwijk (1947) and
Weenink (1958). They show, that a 'storm surge is the resultant of two
stochastically independent phenomena, viz.:

1. wind set up
2, astronomical tide

The wind set up is caused by the windfields of a cyclone above the North Sea.

If the form of the cyclone and the 9-hour unznterruptedly exceeded wxndlpeed

are known, the model of Weenink calculates the maximum wind set up (s ) in the
region of the Oosterschelde.

Applying the model for two schematised storms, the following expression can
be derived. -

North Westerly storm

s, 3.47. 1072 L wi/g ‘ (2)
South Westerly storm -

_2 2 =
s, 1.5.10° . w/g (3)
where

L = paximum wind set up near the Oosterschelde in m.
Wy = 9~hour uninterruptedly exceeded windspeed (m/s).

g = acceleration of gravity (m/sz)

These expressions show that any given wind set up caused by a South Westerly
storm can be equalled by the set up due to a North Westerly storm having a
1.5 x lower windspeed.

A common way to get an impression of the maximum storm surge level(z ) is
simply to add the maximum wind set up and the astronomical high water level.
Analysing the historical storm surge of 1953 and the design "Delta" storm
(z_=5.50m), assuming different astronomical high waters (h ), one finds the

-foTlowlng figures for the wind set up and tha required wanspeed as a

function of wind direction(a).

Storm z. tide hHH . a W9
m m m m/s.

. 1953 4.20 neap 1.20 3.00 NW 28

Delta 5.50 neap 1.10 4,40 NW 34

Delta 5.50 average 1.50 4.00 NW 33

Delta 5.50 spring 1.90 ~ 3.60 NW 31

Delta 5.50 spring 1.90 3.60 SW 49

The table shows, that the dramatical storm surge of 1953 can be easily
surpassed, if the same wind velocities coincide with spring tide.

' The conclusion can also be drawn from the table, that an exceedance of

the deterministic design storm level N.A.P. + 5.50 m may indeed be caused

by an extreme North Westerly storm.

An exceedance of this level during a South Westerly storm seems however very
improbable, given the windstatistics for the North Sea region.

By simply adding the astronomical high water and the maximum wind set up, the
model developed above excludes phase shifts and interactions between the two
phenomena. The effect of possible phase shifts will be studied next by
treating the wind set up and the astronomical tide as independent functions of

QQQ.QQQQQJQWQ.Q. kkkkk Q.Q..
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The properties of the wind set up as a function of time have been studied
by subtracting the astronomical tide from the still water level variations
recorded during 38 selected storms in the period 1921-1970. It turned out
that the variation of the wind set up with time could be roughly approxima=-
ted by:

s (t)=s co-z( LSt
-— -m B

=the maximum wind set up during the storm

for 0¢ t< D (4)
sthe duration of the wind set up

s (t)

t

A .0 % —t

Figure 2. The wind set up as a function of time.

In this study it was found that the probabilxty of exceedance of the maximum
wind set up during a storm, after correction for the Delta uorkn, can be
given by: . b
-¢1.53 - 8 :
> - —_— -

Pr(s > s) = exp (G555 [ s] m (5)
As already shown by Van Dantzig (1960) the probability of exceedance curve
of wind set up is parallel to the probability of exceedance curve of storm
surge level (compare eqs. 1 and 5).

The duration of the wind set up of the 38 storms is found to be log-normally
- distribuced.

. 2
1 1lnD - 1n 51.3
PO STy vI o (M ) ) [B) = e (0

Although Rijkoort (1960) proves a positive correlation between the maximum
windspeed and the duration of a storm, the wind set up data show virtually
no correlation between the maximum and the duration of the wind set up

(r2=0.02). Therefore it is assumed, that these two parameters are stochastical=-

ly independent.

The astronmomical tide is caused by the gravity forces of the celestial bodies.
Thus, the astronomical tide has no causal relation with the wind set up.

In this study the astronomical tide is modelled as a periodical fluctuation

of the waterlevel h with a period T =12.4 hrs, and with a Gaussian distributed
random amplitude (h, ‘). This randomness embodies the daily inequalities.The
mean and standard deviation of h,  are given by:

=HW
E{h,}=1480m of hy, } =0.195 m.
In addition the low water level amplitude h is found to be linearly dépen-

dent on EHN

hyy=0.87h,-022 [h] =m (n

A storm surge is now represented as a linear superposition of a random wind
set up and a random astronomical tide, whose maxima occur at a random time

.5. ' ..LL. ._. ‘.‘ .I:' ‘.' . o . " .. -@ - ‘. "”. .&. o-0-

-5 -
shift § with respect to the maximum of the wind set up (see fig.3).

Figure 3. A storm surge level as a linear supexpo:ition of wind set up and
tidal fluctuation.

z(t) = h(t) +g(:) ' (8)

z(t) = storm surge 1eve1.1n reference to N.A.P.
h(c) = astronomical tide in reference to N.A.P.
s(t) is given in eq.d. i

h h h_ . +h
h(t) -M,m 2m (“@,,J_‘_'_E.‘! (9)
- 2 To 2

As a consequence of the assumed independence of astronomical tide and wind

set up in all aspects, the time shift between them has a uniform probability
density function. For symmetry reasons, time shifts of T hrs or more are
irrelevant, so the probability density function of ¢ becOmes (see £ig.3):

p(d) =0 for |¢]> 5z,

p(¢) = ;,L for |¢| < AT, (10)
o

Moreover it follows that.®, h hwl and 5 are stochastically independent of
each other.

The wind set up has a duration, which is much larger than the period of the
astronomical tide. Therefore the maximum storm surge level z_ must occur at
or very near astronomical high water. For given values of h;;,n and £ the
maximum storm surge level is given by:

zn —lhﬂw D,s ) = hh +s) cos (-=) (11)
Using the relation

1

Z -
p(zm IhH"-Dvsm) - P(@th",D,sm)l ﬁ - p(@)l '3'6'1 (12)

and the expression (10) for p(9), the conditional probability density func-
tion of z, can be calculated with the result

z -h
D m HW
p(zmlhhw'n'sm) TT s [ s
om
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"z in th h_ +s_ coss (1'-3‘1) <z <h_+s (14)
orzm n e ranges: HW o 2D - - i D'
The marginal probability density function of z o then follows from

p(zy) = [1S p(zmlhm.D,sm) p(hg,D,s ) dah dD ds (15)

or in view of the independence of hHH’ D and Sh

plz)) = Irr p(zmlhw,n.sm)-p(hm,) p(D) p(s ) dh . dD ds . (16)-

Numerical values of p(zm) have been obtained by substitution of the respective
probability density functions into the right hand side of eq.(16). The

- corresponding cumulative probability distribution has been.plotted in fig. 4, 5
together with the curve published by the Delta committee (1960). i

Prigm>2) ——— CALCULATIONS T
} 100 === HISTORICAL DATA

© 1t 32 3 4 85 Eainm

Figure 4. The comparison of the calculated and the observed exceedance curve
’ of the maximum storm surge level.

The close resemblance of the curves supports the accuracy of the developed
model. The model will next be used to calculate the low water level.

2.3. The low water level.

The closing strategy of the barrier greatly influences the basin level.

In the design period a closing strategy was assumed that would cause the
lowest basin level, as this basin level will yield the largest static load
on the barrier. According to this strategy the barrier will be closed at the
low water, preceding the first relative storm surge level maximum, which is
expected to surpass a certain threshold level (see fig.5).

To find the set of low waters at which the barrier will be closed to protect
the hinterland against a storm surge, the model, developed in the preceding
paragraph, proves valuable. . : ’ d

4

t

Iy T THRESHOLD LEVEL

|
-1
l -t
|
croswRe | | | »
WINDOW i
.Tolz To,z —

Figure 5. The set of closure moments for a given threshold level.
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Studying the model it is clear, that the earliest possible moment at which
the threshold level ('z.r) can be surpassed by a storm surge, occurs at time
t=c,, such that:

T ~
2 (we
. EHH + s cos [ D—-‘l‘] (17
For reasons of symmetry the threshold level (z_) can be exceeded in the

interval - ty <t < t,r only. This interval has the duration of D,r-2 Cp

The earliest possible closure of the barrier occurs when the high water -
at ¢, just exceeds the threshold level L The barrier is then shut at the

preceding low water: T .-
o
felose = Fr 2 - i
The latest closure occurs when the high water at t_ just not reaches Zp:
Now the barrier will be closed at the next low watér: N
- T
tc:l.mle t'l.‘ N "‘29'

So for the given closing strategy the closure takes place in the interval:

_T y T .
t'l‘ -29- < ccl.cne< tT t_zo_ -+ Q8)

As this paragraph aims at finding the two dimensional probability function
of the basin level and the maximum storm surge level, a relation has to be
established between these two parameters. : '

o
(I
<Torg " Torp v

Figure 6. The relation between the maximum storm surge level and the low water

level at closing.

For given values of {, h ., s and D the maximum storm surge level is
calculated by e q.ll. The closing moment for this particular storm surge

(see fig.6) can be found by straightforward mathematics, which will not be
explicated here.
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The low water level at which the closing aoperation starts is & 2.5. The transformation of the low water levels into basin levels.

g .. (¢t h D 2, T E 1 . In the preceding section the two dimensional probability density fumction {

L' =close* ZLy» = » gm)\-- by + 8, cos (_ﬁ_Do_ae_} (19) ° - . of maximum storm surge level and low water at sea has been determined.However, i
Using the relati == for the load calculations the basin level at the inward side of the barrier ¢
deastiy fun~:;o:°:: (7): (11) and (19), the two dimensional probabilicy ° is important. The two dimensional probability demsity function of maximum

< maximum st . i i i
be evaluacad numerically by storm surge level and low water level can now storm surge level and basin level can be obtained by transforming the results

of eq.20. The transformation has to take into account five effects that

‘i} Pz, z )dz . dz, = L7 p( Q) " .influence the basin level.

i W B Lv B 'P(hﬂw)"‘(’)"(n) - J (20) . ' 1. Reduction of the tidal amplitude in the Oosterschelde due to the

. a . dh_. ds . dD . E resistance of the barrier in opened position.

g Where J is the Jacobi w ' 2. The basin oscillations induced by the sudden closing of the barrier.
¥ The result is oi coblan of the transformation. 3. Wind set down on the Oosterschelde caused by the North Westerly storm.
‘}‘ *8 shvan in fig. 7. R - - 4. Leakage through the barrier and the sill. T

5. Wave overtopping of the barrier during the storm surge.

# : . . The first three effects influencing the basin level have been incorporated im

i‘i ’ . T _ the model as constants. )

i_'f t ’ The slow filling of the basin by leakage through the barrier and the sill is

33 ’ : - ! ’ evaluated for every storm taking into account the time path of the storm surge

B ' g‘ ; 1 ) level starting at the moment of closing until the peak level is reached and

3 ! ! s ' the rising basin level.

¥ e [ . .

v 1 THRESHOLD LEVEL ) ) . The wave overtopping is calculated as a function of the storm surge level and.

e %0 o L dor ) the wave height using a simple model.

- hw

4 : The result is a realiscic approach of the joint probability of occurrence of
Figure 7. 5 . . . o . maximum storm surge level and coinciding basin levels. However, for the load

j 'S 3::: :m; deensxonal probability density function of maximum calculation the last two effects, leakage and wave overtopping, have been

o ge level and low water level at closi Storm discarded for safety reasons, because they raise the basin level and reduce

% : ng. - ¥

\’ 2.4. Empirical evidence. ’ ¥ , the static load. :
j Z}fmt;:::::;:mi:n,:f the derived two dimensional probability density functi : S TiE 00k LEVELE N0 SATE ENERCY. '
rj maximum storm sur::mI:::§e.:evel l’a:nd the low water level with respect :ou::e ' ’ 3.1. Incroduction.

4 : : ove the t : . : $3.8 :

; waters at which the barrier wj hreshold level z gives the set of low In this chapter the second part of the three dimensional probability density

‘ Th sy ill be closed T 2 ; p

‘. e probabiliry density function is given.b ) ' function of hydraulic boundary conditions will be developed, viz. the two

3 « y dimensional probability density function of maximum storm surge level and

- P (ZLH) =/ p(z . z..) dz . ) wave energy. Due to the complexity of the bar and through pattern in the

1 z; cm LW m (21) . mouth of the Oosterschelde and the very restricted available research time

] T ‘ it was only possible to use simple models. .
2‘ The probability density function of z  at closi First a hypothesis will be formulated on the general relations between wind

¢ applying the decision rule as g ©sing can also be found by velocities, the storm surge level and the wave energy on the North Sea and

X d mwentioned above on h .

g period 1957-1976 (17 storms; z istorical data of the . the Oosterschelde. The hypothesis also gives a clue to the typical farm of. the _ _.
; Th ; 3 NAP. +2.75m; gz =y g ¥
. e I'ESul:. of both methods is Ziven in figure (8)' r FaeRs * 3,73 ml. VAVE SPUcEEN OF Che Ooatazsclislde.
i3 of the Prodability density functions supports th - The close resemblance Next the part of the hypothesis that relates the wave spectrum near the ‘
B model ) € accuracy. of the developed barrier to the local windspeed, the storm surge level and thewave spectrum on the :
\‘1 P(2w) North Sea is put in a mathematical form.

w,

==~ == OBSERVATIONS . The mathematical model is tested in the hindcast of several storm surges. )
———— CALCULATIONS . 3

Finally the model is expanded with a section, that describes the processes on
the North Sea.

The part that deals with the storm surge level as a result of wind set up and
astronomical tide is taken from the preceding chapter. A part is added,which
relates the wave energy on the North Sea and the local wind speed at the

o Qosterschelde to the windfield of the storm.

Now concentrating on the maximum storm surge level, the expanded model is

. —12y ’ tef.ted.on historical data. . ) .

. Figure 8. The Probability densic ; ¢ il Being in good agreement, the last step is made and the two dimensional

for %, * 2,75 n above g.‘s?:?flon of iy from observation and model probability density function of maximum storm surge level and wave energy is

b
e
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evaluated. b .

3.2. Foundations of the model.

The projected barrier is situated in the mouth of the Oosterschelde estuary,
separacted from open sea by a complex of shoals (see fig.9).

4
Figure 9. Sketch of the mouth of the Oosterschelde and the situation of the
wave stations BGIIL OS IV and 0S IX,

® 24
(m)

Hy '

!

12
[+X:]
04 .
— z (m)
" Figure 10. The relation between the storm surge level and the significant

wave height (Hs) at station 0S IV.
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The idea arises, that wave height near the barrier site during storm surges .
will be governed by the phenomenon of wave breaking over the shoals.In

this case the observed wave height ‘should be a function of the waterdepth ¥
above the shoals. However, if the significant wave heights observed during '

storm surges are plotted against the water level the correlation is not very
good (see fig. 10). . ‘

Also the local windspeed cannot explain the significant wave height near the
barrier site (see fig.ll).

% o LT
P o™ | .|

' . //-: .

a.eo . o ’;—”’_.1r' . : T.4 °o .

0.40 i ‘.:’:g.

a2t
:
-0

[+] 2 & 6 e 10 12 14 16
' —= WINDSPEED (m/sec)

.
..

Figure 11. The relation between local windspeed and significant wave height
. H. at the location 0S IV.

Analyses of wave energy spectra at stations 0S IV and 0S IX showed, that these
were generally double-peaked during storm surges. )

Taken together, the analyses referred to above suggested the assumption, that
the wave energy near the barrier originates from two sources:

1. Wave energy from the wave field in open sea (low frequency) penetrates,
after breaking on the shoals, in the mouth of the Oosterschelde.
1. Local windfields generate wave energy (high frequency) above the shoals.

A schematic diagram showing this idea has already been given in fig. 1.

A central role is played by the windfields above the North Sea. The wind set
up and the wave growth on deep water are both effacts of the windfields of

the cyclone. Further there is a loose correlation between the general intensi-
ty of the cyclone and the force of the local windfield above the Oosterschelde
The model indicates, that the wave height on the Oosterschelde and the storm
surge level should be correlated, as the processes of wind set up and wave
growth have roughly the same time lag and the waves have to pass the filter
"shoals" that is opened by the water level. The only factor that disturbes the

. pure correlation seems to be the local windfield.

To develop and verify these ideas a mathematical model has been formulated .
that calculates from the input data (wavespectrum at sea, the water level in
the estuary and the local windspeed) the wavespectrum near the barrier site.

The results of these calculation have been checked against measurements of re-
cent storms.

3.3. The mathematical wave mxdel of the Oosterschelde.

The above mentioned ideas have been translated into mathematical formulae.
For the wind set up the model developed by Weenink (1958) as shown in ch.2
has been used and for the wave growth the model of Sanders (1976)was employed.

0000000000000 000000000000000006000
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However, for the parts of the model that directly govern the wave height in

the estuary, only theories are available, which describe the various sub-
processes, such as shown in fig.12. 3 - —

[ ereaxinG |

ENERGY DISSIPATION

| BorToMFRICTION B

[ REFRacTION BY DEPTH |

ENERGY DISTRIBUTION

[ REFRACTION BY CURRENT|

[ oIFFRACTION - |

Fig.12. Building blocks of the filter “shoals".

All these processes together form the filter properties of the "shoals",

but an overall description is not known. Also the process of wave generation
by local windfields in the presence of broken waves is unclear. After a study
of the map of the shoals it was decided to divide the filter in 4 sectors

with different properties (see fig.9). Every sector is simplified to a
schematized bottom profiel, that shows only significant changes in depth

(see fig.13).

BG X !
NORTH SEA SIDE BARRIER SIDE

/

Fig.13. The schematized bottom profile of sector IV (see fig.9).

It is first assumed that the wave energy from the North Sea propagates via
the shoals to the barrier without a change of direction. The sector that
contains the propagation direction is chosen for the calculacion of the
energy-loss of the waves.
The irregular wave field at sea will be represented by a regular sine wave
wicth an amplitude and period equal to:

a=k H (22)

sea-
T=T (23)

z
sea

The propagation of this wave through water of changing depth is described
by the well known energy balance equation. By including energy dissipation by
bottom friction the equation can be written as:

a P
7S + € 0. (24)

where P is the energy flux per unit length:

® 0 0 0 0.0 000 0 O 90 00 9 90 00 0 0

-13 -
2
P=Buc=¥% pga'ne (25)

in which

2 kd

' g
ne=¥Q+riwa)

0 = ( gk tanh kd)%

For the energy loss in the turbulent boundary 1 ’
Bretschneider and Reid (1954) proposed o FURE R X Tt

o 4.1072

ga 3
€= 37 p( )

sin kd

. (28)

Besides by bottom friction, energy loss is also i ¢ a

i caused by breaking, when the - .
maximum steepness is exceeded. For periodic ! '
criterion of Miche is valid g naves of constane form the

- 8 A
‘max k tanh kd (29)

where
B = 0.14 7 (cheory)

However if an irregular wave field is schematized to a regular wave as

described above, we observed that th Efici i
iy (v.ﬁar15,1979). ] e coefficient B can be better approximated

If at any point the calculated wave ampli i
: plitude exceeds this break i i
it is assumed to be reduced to the maximum value given by (2;)- crexiterion,

" atm)

+ +

0 a3 10 15 20 a2s
= Hy(m)

Figure 14. The significant wave heigh: near the barrier as a function of
the storm surge level and time for the April 1973 storm.

Observations show however that the time history of H_ vs.

shows a hysfere?is effect. A typical example dzring a sco;;fzzc::{i::rgzs
b?en given in fxg: 14. A possible explanation would be the influence of the
tfdal current. Using the linear theory Battjes (1977) showed that the refrac-
txon.of the waves by the tidal current gives an effect which is of the sa;:c
magnitude. In t?Ls paper the complex formalism of refraccion by current is
model}ed by a simple linear relation between the breaker height and th
velocity of the current v in the main gully. ¢ :

(& =&, [ =ns 1)

So far the influence of refraction b i
he in y depth and diffraction on the ene
propagation is neglected. Refractiqn-difftaction calculations were car:§Zd

ag 3 ax (1 +0.15 V)
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E : : . JONSWAP (1973) growth-curves will be applied to add the local wave generation |
. out separately for different water levels and diffe'e“‘ ?‘vi dxr:::tgxsézte B to the calculated spectrum. From the calculated spectrum the energygdensity E
4 results of these calculations were incorporated in the simple mo . for a frequency £~ is determined. Now a fictitious fetch, that is the fetch -
= form of coefficients, partly depending on the water level. : that should be necessary to generate an energy density S(f")at the prevailing i
. , — . T windspeed, is calcu&ptad from the JONSWAP growth-curve. The total non- i
SECTOR REFRACTION COEFFICIENT . . simenlional fetch (F) is found by-adding the fetch available after breaking !
T o tO the fictitious fetch (see fig.16). '
” 0.75 + 0.10 = _ :
.50 + 0. z . . : i ¥
o . 3.90 I st S(F;12t®) . i
I1I . i
o , 0.75 4 _ N ! - ,
. N.B. The coefficients maximum value is 1.0. . F,
i so . N -_—
Now it is possible to calculate for a sector l.:he amount of wave enetgy.whi:h ' . /E"T —_— e e e — :
penetrates from the North Sea via the shoals in the Oosterschelde. Asbnotf /R
before, it appeared from measurements that the wave spectra near the arrterk \
in general show two peaks. Within statistical accuracy the low frequency §°‘:h T '
i of the Oosterschelde wave spectra is always at the peak frequemcy of the Nor

i ined with a fit through p
Sea wave spectrum.(f ~ 0.1 Hz). This facs co?bxne )
spectral daca led toPche following parametrization of the spectral form for
the energy penetrating from the North Sea (see fig.15).

—

Frictimous Frotau —F

Figure 16. Calculation of wave spectra by adding local wave generation to

’ waves coming from the North Sea and propagating over the shoals.

s The figure on the right_hand side gives the JONSWAP growth-curve

(RERY ) ____oas;mmmoh, for a given frequency £ as function of the non-dimensional fetch.
—=e= MODEL (eq. 32 . ¥ s .

- Substituting this total fetch in the JONSWAP growth-curve for a given
frequency £~ the total énergy density (being the result of penetration and
local generation) is evaluated. By repeating this procedure for all frequen-

cies, the high frequency peak of the wave spectrum that is generated by the
local windfields, is found.

101

as a ; 3.4. Emperical evidence.

" The simple model described in the preceding paragraph is tested in a hind-
N . ‘ cast of several recent storms. During these storms hourly observations have
been made of windspeed, water level and wave spectrum in the Oosterschelde. :
oo 01 02 03 a4 03 Q6 . Simultaneously the wave spectra at sea (5 miles from the coast) have been
. ==1 (H2) measured. Using these data as input, the model predicts the wave spectra in
the Oosterschelde reasonably well (see figs.17,18). The significant wave
height is predicted with an accuracy of 10%Z.

i - Figure 15. The spectral form for the energy penetrating from the North Sea.

-6.5 4 :
S(E) =y . fp it for f‘< fp

(32)
-2.5

B

S(E) =y . ¢ for £2 £,

— Hy CALCULATED (m)

By equating the calculated wave energy and the spectral area for given fp'
the coefficient Y is solved. i

The second peak in the wave spectra is strongly correlated with the lotal.
wind speed and not duc to the non-linear breaking effect. In the ca!cu a;t9ns
so far attention was given only to the energy loss of the waves durlng'tdfxt
propagation over the shoals. Apparently the energy addition by local win )
fields musc be taken into account. . 5 5 - =

For simplicity it is assumed that the wave growth process starts with the . — M, MEASURED (m) )

~ spectrum calculated above, and that it takes place from the windward edge Figure 17. Comparison of observed and hindcasted sigaiftcast vavs beigiea
. of the shoals to the barrier site, over a fetch written as Fo. Further the at the barrier site (OS.IV, 28 1X).
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Figure 18. Comparison of observed and calculated wave spectra at the barrier
site. : ,

3.5. Wave direction.

The wave load on the barrier depends on the direction of the waves. At the
design stage no technique was available to obtain the directional wave spec-~
tra. A number of methods have been used to get information about the main
wave direction.

Calling to mind that the wave energy near the barrier originates from two
sources, one can distinguish two main wave directions: ;

a) local windfields generate wave energy (high frequency) above the shoals.
The main direction of these waves is the same as the local wind direction.

b) Wave energy (low frequency) coming from open sea and propagating over the
shoals. Here aspects as refraction by depth and current govern the wave
directions. '

Various visual observations performed during storm situations confirm this
hypothesis. However, as the low frequency wave energy is mainly responsible
for the wave load on the barrier, all wave energy is reckoned to have the
direction of the low frequency part.

Four different methods have been used to get an idea of the main direction
and the short crestedness of the low frequency wave energy. With an helicop-
ter flying at varying altitudes visual observations have been made. Further
the main direction of the long period wave energy was found by heading a

survey vessal to the sea. In addition stereo- and mono-photography have been

performed by plane. The photographs were analysed by eye. All these mecthods
were compared in different storms. The results are in good agreement with
each other. With these methods the main wave direction is estimated with aa

At et
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accuracy of about 10 degrees. &

By visual observation it also appeared that the length of the wave crests
near the barrier was about the same as at the open sea. Therefore the same
directional discribuiion of the wave energy was assumed near the barrier.™ ~
At sea usually a Qos“ B distribution is assumed, where 6 is the angle with
the main wave direction. : ‘

™

As oy asmall amount of storm data were available an exérapolacion of the
main wave direction to extreme circumstances was impossible. Therefore a
mathematical model (Radder, 1979) was used describing refraction and diffrac—
tion. It is based on the parabolic wave equation, derived from the Helholz
equation using a parabolic approximation. This method describes the propaga-
tion of regular long crested waves. Although linear wave theory is being
used two non-linear effects have been built in: e

a) a non-linear dispersion relation (see eq.27)
b) the Miche breaking condition (see eq.29). .

All other effects are neglected. The results of the model have been compared
with the aerial photographs and visual observations in the Oosterschelde.
Being'in good agreement calculations have been performed for extreme
circumstances. :

Figure 19. Wave crests for incoming waves from North West with a wave period
of 7 seconds calculated with the refraction-diffraction model of
Radder.

An example of a calculation has been given in fig.19. It shows the wave
crests for incoming waves from North West. The main wave direction is asumed
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to be perpendicular to the wave crests.

3.6. The processes on the North Sea.

The wave model described in the previous sections requires the wave conditions
on the seeward edge of the Oosterschelde delta, the storm surge level and the
local windspeed as input.

As already shown in the introduction to this chapter a ceantral role in the
hypothetical relationship. between these phenomena is played by the windfields
of the cyclone. Because reliable statistics of total windfields on the North
Sea are difficult to get, a reversed procedure is followed.

Using the models from the first chapter, that relate the maximum storm surge
level to the windspeed and the astronomical tide, the two dimensional
probability density function of maximum storm surge level and the windspeed
uninterruptedly exceeded during 9-hours can be approximated. Taking only
North Westerly storm directions into account the following formulationm is
found.

S A e

then using eq.2, €q.8 can byzwri::en as:
W

z=h+3.710° - (33)

In view of the independence of h and s the following expression for the
probability density function of storm surge level and windspeed may be
obtained: s

*,_8h _3h

p(w,z) = p(h,s) | 3w 3z [= p(h,s) g—s
: 9s _3s i
ow 3z
o Pw,2) _ p(h) p(s) , 3s
Pl | £ p(z) p(z) "33' vak)

If this result is combined with a theory of wave growth on water of limited
depth, the two dimensional probability demsity function of windspeed and storm
surge level is transformed into the two dimensional probability density
function of maximum storm surge level and significant wave height at the sea-~
ward border of the Oosterschelde. .

An exact knowledge of the wave height at the seaward border of the Ooster-
schelde is of minor interest, as the introduction of the approximate breaker
criterion for the shoals of the Qosterschelde shows, that nearly all wave
fields generated on the North Sea during North Westerly storms will break on
the shoals (see fig.23). Therefore the wave height at sea will not influence
the energy penetrating in the Oosterschelde. The maximum storm surge level
is the only parameter governing the penetration.

A very important parameter in the wave load calculation is the spectral peak
period of the penetrating wave energy. This peak period,being equal to the
peak period of the wave spectrum at the seaward border of the Oosterschelde,
is restricted by the limited depth of the Southern part of the North Sea.
For North Westerly storms, data as well as the wave growth model of Sanders
give a saturation peak period of 11.5 s at the seaward border of the Ooster-
schelde. In the load calculactions this peak period has been held constant as
a safe estimate (Mulder and Vrijling 1980). c

The second source of wave energy near the barrier is related to the local
windspeed. To complete the model, the relation between the local windspeed
and the windfields at sea characterised by w, must be established. Studies of
the windspeed during a storm as a function of time (Rijkoort,1960) show a
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Figure 20. The windspeed during a storm. i
tosuit, which can be expressed as: T
w .
k = 26.8 (—;‘: -1) ' . (35)
where k = number of hours during which the one hour average windspeed

exceeds w_ without interruption (fig.20)

v maximum one hour average windspeed.

A?cording to Weenink (1958) a time lag T between the maximum one hour average
windspeed and the maximum wind set up in the Southern North Sea amounts to

6 hours on the average. Knowing that the time shift ¢ between the astronomical

tide and the wind set up has a uniform probability density function (eq.10)
a conclusion can be drawn concerning the windspeed accompanying the maximum
storm surge level (see fig.21). The moment of the maximum storm surge level
is within + T /2 of the moment of the maximum wind set up or approximately
anywhere from fhe time of maximum windspeed t=12 hrs to 12 hrs later, since
T /2 =T =6 hrs. : '

As the windspeed is an approximately linear, decreasing function of time
over this interval, while '® has a uniform probability demsity, a uniform.

ohrs
WINDSPEED
W(m/s) 30 L
t Wgt=wmarmis 2
. 15 | 3
[
] 4 —
wiNDSETUP = e " sihes)
s(m) L-—|
! 3 | |
2
1
1 |@Q,§g,
ASTRONOMICAL . r ta =t (3
IDE
-
B AAAAA,
Y \12,'\1/\\2{: — t(hrs)
FY
STORMSURGE l g}
z(m) 4
| 2 '
2 e
N/ Y5
| N = t(hes)

Figure 21.The relation between the maximum storm surge level and the accom-
panying windspeed.
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discribution of uxndapeeda may be assumed. The maximum and minimum possible
vzndspeeds, for given value of w,, have to be derived by means of (eq.35),

using k= 9 hrs and ket 3-8 " 24 hrs respectively, which gives
Yoax 1.27 Yy (36)
Voin ™ 0.68 vy

so that )
p (w| "9) =0 for w < ¥oig and v > - (37)
P (vl "9) = _ETEEAG;—_— for "ﬁin-i i .“max

 Having already evaluated the two dimensional conditional probability density

E?nction of w ?nd z (see eq.34), the conditional probability density func-
tion of the maximum storm surge level and the local windspeed coxnczdxng with

maximum storm surge level, given a maximum storm surge level, is calculated
by

plw | z) -_i plw l u9) ‘p(vg i z) awg (38)

The local windspeed w accompanying the maximum storm surge level 2. governs
the local wave growth at the Oostersc¢helde. ‘e

3.7. Empirical evidence.

In the preceding paragraph two conditional probability demsity functions
have been established (eqs34 and 38). Moreover, combining eq.(34) with the
theory of wave growth on water of limited depth a relation between the

?axxmum)a:orm surge level and the significant wave height has been obtained
fig.22

BREAKERCRITERION
© SHOALS

©® OBSERVATIONS ABOVE zpp32m

5 [ 7
z(m)

Figure 22. The relation between the maximum scorm surge level and the
significant wave heighc on the seaward edge of the shoals.
The conditional probability density function of H has been given
for z = 2m, 3m and 4m.
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The historical data avre certainly not in contradiction with the theoretical
result, but conclusions on the extrapolation cannot be drawn on the basis of,
this empirical material.
The thecoretical relation between the maximum storm uurgc lavel and the local
windspeed (eq.38) is compared with historical data in £ig.23.
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Figure 23. The relation between the maximum storm surge
windspeed.

level and the local

Here too agreement is seen between :heofy and empirical material.
The set of data is however far too small to be a reliable base for extrapola-
tion. '

3.8. The completed model.

In the preceeding paragraphs of this chapter two mathematical models have
been developed and tested.

The first model calculates the wave spectrum near the barrier given the
seastate at the North Sea, the storm surge level and the local windspeed.The
second model evaluates the joint probability density function of the maximum
storm surge level, the seastate at the North Sea and the local windspeed.

As the aim of this paper is the prediction of the future boundary conditions
for the barrier, an estimate of the future geometry of the shoals in the
mouth'of the Oosterschelde (fig.9) has to be incorporated in the first model.
If it is further realised that the barrier will be maximally loaded during
the maximum storm surge level, because the difference between sea level and
basin level and the amount of low frequency wave energy penetrating from the
North Sea are then both maximal, the models can be joined by introducing the ,
restriction to maximum storm surge levels. .

Thus the three dimensional probabxGCy density function generated by the
second model under the assumption of North Westerly wind dLrec:xon is used
as input for the first model.

The result is the conditional probability density function of maximum scorm
surge level and local windspeed (fig.23), where for every combination the
wave spectrum near the barrier is known (fig.24).
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Figure 24. The relationm betueen the storm surge level and the significant
wave height. In the figure the conditional probability denstty
‘function of H for a number of gtorm surge levelshas beem ,given.

4. THE THREE DIMENSIONAL PROBABILITY DENSITY FUNCTION OF MAXIMUM
STORM SURGE LEVEL, WAVE ENERGY AND BASIN LEVEL.

The aim of this paper was to find the three dimensional probability density
function of maximum storm surge level, wave energy and basin level.

The result of the work dome in ch.2 is the two dimensional probability
function of maximum storm surge level and basin level, written as p(z_,b).

The conditional probability density function of the maximum storm surge

level and the local wlndspeed where in each point the wave spectrum 18

known, was evaluated in the third chapter. Itis written as p(w z, ). Now

these two functions may be joined to the desired ome if the statistical
independency of basin level and local windspeed of wave spectrum can be proved.

Starting from the theoretical models it is seen that the bastn level shows

a very weak correlation with the maximum storm surge level. The local wind-
speed and the wave spectrum are correlated to the surge level, buc there

is no obvious reason why any correlation between wave spectra and basin levels
should exist. Also, historical data from significant wave heights and low
waters show virtually no correlation (r=0.17). Accepting the statistical
independency of the basin level and the local windspeed to be a reasonable
assumption, the final step can be made, as follows

p(zm.b,w)= p(zm,b) . p(ulzm)- ) (39)

where for each combination of (w,z ) the wave spectrum at the barrier site
can be calculated by the method described in ch.3. This result has been used
as input in the probabilistic load determination for the barrier (see Mulder
and Vrijling, 1980).
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LIST OF SYMBOLS.

h(c)
s(t)
z(t)
b(e)

A
z

20
T

= astronomical tide "
= wind set up
= water level
= basin level

high water (h_ = astronomical high water)
low water (z = low water)

maximum storm surge level

threshold water level

windspeed
wind direction _
9 hours uninterruptedly exceeded windspeed

significant wave height
wave period

peak period

wave frequency

spectral density occurs)
variance spectral denaity function

= wave number

= water depth
= current velocity

peak frequency (= the frequency at which the maximum variange
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SYMPOSIUM ON HYDRAULIC ASPECTS OF COASTAL STRUCTURES

— “

9.2 . PROBABILISTIC LOAD DETERMINATION.

~

by Th. Mulder, chief engineer, design department
Ballast-Nedam Groep.

J.K. Vrijling, project engineer, Deltadienst,
Rijkswaterstaat.

SUMMARY.

This paper deals with e probabilistic approach of the hydraulic loading
conditions of the Oosterschelde storm surge barrier. The joint probability
density function of the hydraulic boundary conditions (storm surge level, weve
energy and water level at the Oosterschelde-basin) is used as input.

By introducing linear spectral transfer functions betweem the load and the
hydreulic parameters, this density function cen be transformed into the two-
dimensional probability density function of wave- and static loads, from which
the probability distribution of the total hydraulic load can be derived by
integration.

The transfer functions needed were determined with the aid of a mathemati-
cal model, which has been checked by a series of hydraulic model tests.

By applying a probabilistic load determination as indicated above, the
total horizontal load at the storm surge barrier was reduced by approximately
L40%, as compared to the rather pessimistic outcome of & deterministic load
determination, in which all unfavourable and unlikely events are assumed to
coincide. The probabilistic load determination has also been used in a proba-
bilistic approach of the behaviour of the storm surge barrier, in which the
structural properties were treated as random variables, in addition to the
loads. In this way a risk analysis has been executed to find the failure pro-
babilities of - several parts of the barrier, which have to be in balance.

1. INTRODUCTION.

After the storm flood disaster of February 1st. 1953, The Netherlands
Delta Committee stipulated that primary sea-retaining structures have to
provide full protection against storme surge levels with an excess frequency
of 2.5 x 10~* times per year. In the case of conventionael defences, such as
dikes, an extreme waterlevel may be used as a design criterion, because over-
topping is considered to be the most important threat to dikes. In the preli-
minary design stage of the Oosterschelde storm surge barrier a design storm
surge level was chosen in eccordance with the report of the Delta Committee.
This surge level was combined with a meximum extrapoleted single wave and a
low estimate of the inside water level to determine the hydraulic load
(deterministic approach).

In fact this approach is unsuitable for a storm surge barrier. The struc-
ture consists of concrete piers, steel gates, a sill, a bed protection and a

" foundation. These components have to be designed on the basis of load combi-

pnations, which will give the most dangerous threat to the structural stabili-
ty. These load combinations originate from waves and a difference in water
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level across the barrier. They are therefore only pé&tially depending on the
seawater level. Thus, in the cese of the storm surge barrier, the hydraulic
-load has to be chosen as the "potential threat". Since the design method used
is a quasi-probabilistic one, this means that a design hydraulic load was
chosen with a probability.of exceedance of 2.5 x 10— per year.

In order to be able to determine this design load for the various struc- -
tural parts cf the barrier a method for a probabilistic load determination
has been developed.

2. HYDRAULIC BOUNDARY CONDITIONS.

The basic parameters in the determinetion of the hydraulic load at the
storm surge barrier are:

- zaxinum storm surge level at sea z.
-~ windspeed w
- basin level at the Oosterschelde b
In the peper "Eydraulic Boundary Conditions" the joint probability demsity
furction of these pa:amegers pi_ b,w(zm'"'b) is discussed.
Tkis joint provability density function (p.d.f.) has been used as input for

the calculatiorn of the probability distribution of the hydraulic load on the
stora surge varrier.

3. TRANSFER FUHCTIONS.

To transfer the nydreulic paremeters into the hydraulic loads the static
loads and the wave loads have to be written as functions of the parameters:

Static load s=G ( z0» b, geometry) - (1)
Weve load spectrunm S~ H ( 2 Vs gecxetry) (2)

In the case of the static loed this function can be easily determined
from the hydrostetic pressure distribution on both sides of the barrier and
a potential flow pettern in the sill around the base of the pier.

Trte transfer from waves to wave loads has been done with the aid of a
spectral methcd. To allow the epplication of such a method the trensition
fron weves to wave lceds hes to be & linear system. In the case of the storm
surge terrier this criterion was fulfilled, as has been proved by model tests.
This will be shown in the peragreph 3.2 - 3.k,

For the Sora surge barrier the transfer functions heve been determined
with the aid of a mathematicel model, as will be discussed in the next
peragraph. ) . .

3.1 Methematical model.

In the matkeneticel model an incoming wave field with elevation ;. is
cozsidered as & stochastic process in (x,y,t). The two-dimensional energy
density spectrum o ., is S_. (£,9).

Tais spectrum is defined as TGllows:
S .
S, (f)= s_. (£,8)d8 --(3) Dle;r) = % (£,0) .o (k)
i Qi
S.. (£)
ni

in whica D(8;f) is a directionel spectrum, giving the relative energy density
for the direcvions in case of a fixed f. For the storm surge barrier the
following functior has been assumed (seeA[ll)

® © 0000000060000 0000600000000 00 0 90 0

p(8;£) = 2 cos® (6-8) for |a-§|<'-'f" and o< f<oe (5)

in which 6= angle between the mean direction of wave propagation and the
axis perpendicular to the barrier.

The energy density spectrum S“ (f) of the wave load W(t) at the .structure
can be determined as (see[1]

.2 2
s, (1) -;Jo (£) r° (r,8) Sai (r,8)ae (6)
in which O (f) = the wave load (o-top) per unit of incoming wave amplitude,
as a function of the frequency f. The waves are assumed to
be long crested and perpendicular to the structure.

r (£,8) = the ratio of the total wave load on a structure of length
21 for oblique wave attack (epproach angle 8)to the total
wvave load for a perpendicular approach of the waves.

r (£,0) = sin (k1 sin ) (1)

k1l sin &
k = wave number

Assuning a relatively narrow wave load 'spectrum S, (f), end a Rayleigh
distribution of the individual wave lcad peaks, the traditionel para-
meters Ws (significant wave load) end T, (mean wave loaed period) cen te
obtained by the following relations.

ws-a\/m—o- ...(8) 'r"=\/;’:2§ ... (9) mn;_ft“s‘;(r)dr ... (10)

Function O(f) is determined numerically by calculating per wave frequency
(vave period) the wave load per unit of wave amplitude e (= 21),
; 2 .
The basis of this calculation is the following wave pressure 'distribution
according to a linear wave theory, for partially reflected waves against a
vertical wall: : :

-~ between the upper side of the sill and the sea water level (o<z<d)

cosh kz T Ciat T
Hx,z,t) = ega vy \II + o<+ 2¢cos kx  sinfet+g) was(11)

with the boundary pressures

pd(x.t) for z=d
P, (x,t) for ze=o0
- Above the sea water level (z>d)

P(x,z,t) = p,{x,t) - ea(z-d) ..12)
-~ In the sill (z<o) —
p(x,z,t) = p _(x,t) expl~kz) . san{ 13)

~in which k = wave nuzber
o< = reflection coefficient
&> = angular frequency
t = time

$ = phase shift = arctg {( -

%)t}

) w
1+
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By integration of the pressure distribution over the heightof the gtruc-
ture the wave load at a vertical plane J with a width Bj can be determined.

5 (8) sfp(x 2.t) o By dz vea(14)

By doxng this for the various vertical planes of the barrier, like the
gate, the front of the pier wall and the front of the pier footing the total
load due to a _regular vave at the barr1er can be found.

w(t) = w (t) vee(15)

The meximum of this wave load function W(t) divided by the incoming wave
amplitude gives us the transfer value for the wave period considered.

.,1

3.2. Descrivtion of model facilities.

The hydraulic model tests have been executed in two 100 m long wind-wave
flumes of the Delft Hydraulic Laboratory.

Investigations with perpendicular wave attack were executed in the 2 m
vide wind wave flume, and investigations with oblique wave attack in the 8 m
wide wind wave flume (see figure 1 end 2). The irregular waves applied in the
investigations were generated by programmable wave boards, driven by hydraulic
actuators and commanded by analogue signals.

Wave conditions characterized by the spectral shepe and wave height dis-
tribution, may be generated by a proper adjustment of the input filter
function and amplification. The wave form is further adjusted to the natural
shape by wind.

The wave pattern has been measured by resistance type wave height meters.
The tests with perpendicular wave attack were carried out using a model scale
1 : 60, with dummy sections at both sides of the measuring sections, to close
the flume entirely.

The total forces are measured by strain gauges attached on & dynamometer
frame. The model section is hanging free from dummy sections and the bottom.

3.3. Series of tests.

In the first place, tests with regular waves have been executed in the

.2 m wide wind wave flume. A great number of H,T-combinations have been tested

varying the following parameters:

- sea water level
- basin level Oosterschelde
- waterdepth

~

In this way it was possible to check the linearity of the transfer from
vaves into waveloads and to determine the reflection coefficient as a function
of the ebove mentioned paremeters (incl. the wave period). The reflection
coefficients have been determined from wave height measurements in a "standing"
wave in front of the structure. From & linear wave theory the reflection
coefficient will be -H

ok = D8X - min v
. . Hpgx + Hpin (e
in which Hmax and Hmin are respectively the wave height in a anti node and in
a node of the "standing" wave. Secondly, tests with irregular waves have been
performed to check the transfer functions determined by the mathematical
model. The same parameters have been varied as in the regular tests.

The influence of an oblique wave attack has been tested in the 8 m wide
wind wave flume approach angles of 30° and 459,

The incoming wave spectrum Sn (f), needed for the determination of a
transfer function, has been derlvéd from the measured wave spectrum s ()

using the following relation (r) an
5 TS i |
x(r) ] +c&z )}2 5

in which o<(f) is the reflectioncoefficient as a function of the wave frequen-
cy f determined from the tests with regular vaves. (See [L7 ).

3.4. Results.

The results of the hydraulic model tests were given as:

wave forces per unit of wave amplitude for several wave frequencies and
amplitudes (check on linearity).

reflection coefficients as function of the wave frequency

transfer functions

cumilative frequency distributions of wave load peaks

Some typical results are shown respectively in figures 3, 4, 5 and 6.

In general it could be conclﬁded. that

the transfer value "waveload per unit of wave helght is almost independent
of the wave height: in other words, the wave load is almost linearly
dependent on the wave height.

= The measured and calculated transfer functions are in good agreement,
except that:

- the transfer functions derived from measurements in the
shallower locations show oscillations, in contrast to the
calculated transfer functions. No satisfactory explanation
has been found for this phenomenon. (See fig. 5).

In approximately 10% of the cases the measured transfer
functions exceed the calculated ones. So the mathematical
model is not giving the mean of the test results, but a
rather conservative result.

In the case of high sea water levels, the results of the
model tests for frequencies greater than 0.11 Hz give
significantly greater transfer values than one would expect
from the calculation (no explanation has been found for this
difference),

1f
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- The distribution of the wave load peaks follows the Rayleigh distribution
quite well. (See fig. 6)

- The reflection coefficient is a function of the sea water level, the level
of the seabottom and the wave frequency. In general the reflection coeffi-
cient\ decreases for

increasing wave frequency

1ncreasing sea water level

increasing waterdepth

(in cese of frequencies lower than 0.15 Hz)

Summarizing it can be concluded, that the modeltests support the mathe-
matical model. Consequently this model has been used in the probabilistic
load determinetion.

ﬁ. PROBABILISTIC LOAD DETERMINATION.
4.1. General.

Starting from the joint p.d.f. of the boundary conditions the joint p.d.f.
of the static load Sand the significant wave load W - being the characteris-
tic value of a wave load spectrum - can be found.

Secondly, the joint p.d.f. of the static load and the wave load peaks can
be determined using the distribution of the individual wave loed peaks, given
a wave load spectrum.

Finally, the probability of exceedance of the total load can be determined.

These three steps will be described in detail in paragraph 4.2. In view
of a cleer and brief notation this is done analyticelly. However, due to the
absence of an analytical description of the wave spectra in case of the
Oosterschelde storm surge barrier the determination of the load distribution
has been done numerically. An impression of such a numerical transfer is
given in paragraph 4.3.

4.2, The descrivtion of the method (see [67).

Since the basin level was found to be virtually statistically independent
of the wind speed, the joint probability density function of the boundary
conditions cen be written as:

“Prp baw (z,,b,w) = Py (blzg) Pu (w]|zg) » P, (zp) ...(18)
Using the equations (1) and (2) the conditional p.d.f.'s of the static

load S and the significant wave load W_ can be determined from the conditional
p.d.f.'s Py (v|zy) and Py (vzp g

Pllzg) =Py (W |2y - 4 : e (19)

Ph(blzm) = 1)§ (Slzm) - .g_ sl 20)

Using (19) and (20), equation (18) can be transfered in

2P =P g (W lzp) o2 g (Slzg) » B, (z)° %.‘53 %‘% (21)

pz
“m

' 1
s (wa-s) - p_szp.w (zu.b,u)' Twa 38 dzu .. (22)

HS'—
5

Secondly, it is now possible to transfer P (Ws. §) in a joint

p.d.f. of the static load and the wave load peaks W, as follows:

Py,s (WS = jpw PR ) v T—d" _ ess (29)

in which Pri represents a probability distribution, which depends on the
limit state considered. In the following,three kinds of limit state are
discussed.

1. In cases, where all wave load peaks are in principle important, the
Rayleigh distribution will be used
ees (2)

Pr = Pr (W>w|v.) = exp { -2 (— )2}

In case of the storm surge barrier this distribution has been used for
the increasing deformations of the subsoil (see Kooman e.a. [12] ).

If, however a model is considered in which a one time exceedance of the
~ load leads to a collapse, than the probability distribution of the wave

loads, which are exceeded at least once, has to be used.

Starting from N independent wave load peeks within the duration of a sea

state, according to the Binomial distribution the probability, that none

of the wave load pesks will exceed a level W, equals

{1-p>wju)}”
The probability Pr that W is exceeded at least once, equals

Pry=1-{1-prsw|v ¥ .. (25)

In case of the storm surge barrier this probability distribution has been
used in the structural design of the pier,the beams and the gate.

Finally, ve can also look at an other model, where collapse only occurs,
vhen a load level is exceeded several times (in case of failure of an
element of the barrier due to fatigue). Based on the Binomial distribution
we find for the probability Pr_ that a load peak exceeds a given level W
at least m times, out of N. 3 . ;‘“
h=m-1 -

" _N! Pr (WoW|W) 1 - P(WHLW|W ] ... (26)

Frgh '[E B (¥-n)! S 1%,

To arrive at a probability distribution of a total load T for a specific
limit state, based on the joint p.d.f. of the wave load peaks and the
static load, it has to be known in which ratio the wave load and the
‘gtatic load contribute to this limit state.

In general this can be defined as follows:
Tap.s +Y) ¥ ...(21)

Now the probability of exceedance of a specified total load Pr{I>T}
can be determined per limit state by integrating the bidimensicnal
probability density function pw s (W,S) over the area for which

(lS *'&“)T

Pr (157) = [ py g (W.5) awas
PS+H)WT
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.é 4.3. Numericel trensfer (see [6]).
4
g . Sirce a description of the complete numerical transfer will be too exten-
4 sive, only one trensfer will be described, which is typical for the entire
i method. For this purpose the transfer from the joint p.d.f. of the basin level
3 and the sea water level to the p.d.f. of the static load is chosen.
a From the p.d.f. of the sea water level the probability of occurrence
q per cless zlzm can be determined as follows:
; . e
g
- . -
“ai * 7
F: Az AZ e
5 P:(zm'. 2 Ity 7Y _'2"'} = P, (zm) dzm A=
¥ . - "
L g, =22
% m2 }
=
i .In the same way for the basin level cen be cglculated
:3 Ab b bj +2A—
Pr{b, - ——<b<b, + &b z]
1 {J i alm = fAb p_b_(blzm)db
. b, - —
‘;? . j 2
i The joint probability of occurrence Pr{z .,b.} of the basin level class
R and the see water cless z will be mg
X adb
E) - Az A - Abbed, + —|2z
B {ngg b} = P ny - ARz cny ¢ Ao (o) - shaan; v}
=§ For e given gecmetry the stetic load S,. for a sea water level z . end a
By basin level b, cen be detoermined. e oom
% Per definiticH the probability of occurrence of this statie load equals the
Jjoint probability of occurrezce
?r{s=sij‘g =Pr{:m..bj} o
¥ By dividing the camplete static load range in classes S with class middle
F 5, it is possible to group 2ll the static loads Sij (i =1,2...I and j = 1,2
'3 o J).
¢ 3y edding the probebilities of occurrence of the static loads S.. which
4 belong to e static load class Sl' the probability of occurrence of Sl can
i be found
i I J
- = . &S s ASl= Pr3ysS= S..te Y. .
) B3, = SE QAR 2} ,-_‘2?1 52.:1 Rk HE

s R e

XL

199-0-'0-0-0-0-0-0 600 00 60 O

..-n.- ’

9 O O 0 0 0 0 0:-0-0.-0.0.0:0. 3
-9 ~ :
| N
in which !i j = 1 for thosFScombinations i j, satisfying
Sl -:a_ < sij< Sl+§_s_

¥;j = 0 for the other combinations ij !

In this way a histogrem of the static load is found.

3. THE RELIABILITY OF THE METHOD.

5.1 The descrivotion of the analvses.

The probabilistic load determination as described in the previous para-
greph, is based on the statistical descriptions of the hydraulic boundery
conditions. After the transfer from boundary conditions into loads end exe-
cuting the statisticel compiletions the probebility distribution of the hydrau-
lic load was found. In this method the statistical descriptions of the hydrau-
lic boundary conditions, the assumptions with regard to the determination of
wave-spectra end some assumptions in the method itself, have not been varied.
Therefore the result of the method will be a probability distributjon with
deterministic parameters.

In reality the parameters of the probability distribution will have a stoch-
astic cherecter.

A study has been executed concerning this stochastic character. This Las
been done by means of a so called "mean value first order seccnd moment method"

[51
This ‘method is based on tke following assumptions:

- The probability distributions Pr. can be described as a function of the
perameters X, determining this distribution. These parameters are consider-
ed to be stoChestic variables.

Br = f'(x]. X0 ........xi.......xn)

" = The parameters x. have & Gaussian distribution with mean f+. end a stan-
g i xi
dard deviation<.

= A lineer epproximation of f(x1. X, ++e..X ) is obtained by expandirg
" the relationship in & Taylor serifs in a 5oint x* and retaining the first
two terms. " .
- b4
Pr -t(x;, xg.......xn' )+§‘ (xl--xi )t—ré-‘_)-
- The function f(x,, X, ...x ) is linearised at the meen m = (m , m, >.. m ),
so x* = m. e n = LA- SR

These assumptions justify the following conclusions with regard to Pr.:

1. Pr. has a Gaussian-distribution )
2. The distribution properties e, = £(m)

= (af(m) 2
Gfr - EE% Axi : 'Erxi}

As an examwple in this paper, the reliability of the probability distribu-
tion of the total hydraulic load normal to be barrier in case of k4 piers,
namely R3, R19, H9 and E15 will be discussed.

The following perameters x; have been corsidered.

1. The frequency of exceedance curve of storm surge levels
2. The probability distributions of basin levels
3. Transferfunctions with regard to:



o . -, oo, HE g B i . L T S % o B Ag x4
B Gy w1 e Yy 8 : PRI, 3 b S
EREARE PTG AR TY PR V1Y & POES P ISP S 5 0 SIS S ALY TS A Lo - H i T

‘ T R I - Wb - 11 - ;
: . - 10 - . % ' ! !
A H
I . . T 4
i . a. static load ebove the sill d r
) b. static load in the sill -
L ¢. Weve load ebove the sill
44 d. wave lced in the sill . s
A -y
: ; L. The duration of & storm surge level T
: 5. Weve spectrunm )
" 6. The p.d.f. of wave Spectra per storm surge level class
) .
¥ For the parameters on which § and 6 have been based reference is made
.d to Vrijling and Bruinsma [9]
¥ An overview of the values 2%(m) &  for the verious piers is given
i in tadle I. Axi % d -
'q ’ ' R 19 R 3 H 15 H9 - S " Also it can be seen that the probability distribution curve with an excess
3 . . . frequency of 2,3% (Mop+265,. ) exceeds the curve calculeted with deterministic
" Pareneters kN b4 kN % kN b4 kN 4 . parameters only in a'minor way. This exceedance has been embodied in a partial
% ; safety coefficient }EB(according to the ISO standard 2394). This coeficient
; ¢ ) is intended to allow possible adverse modification of the load effects,
’a o k250 26,7| 3k20 24,0} 3070| 30,3| 3620 35,2 : due to incorrect design assumptions and constructional discrepancies.
1] . N 4
: 2 2212 T.6| 480 | L,5] k23| 6,5] 1779 8,5 . 6. THE APPLICATIONS IN THE DESTGN PROCESS. .
1498 2|68 | 71,2 . e 3 i ’
s 3a, b 2146 6,8( 1610 5.3 9 T o 5 : The probability distributions of the total hydraulic load have been
i 3¢,d 2870 12,1] 2616 1,01 1915 11,8/ 1879 | 9,5 applied in two ways, dependirg on the design method used. To be able to dis-
E L 229 - 203 - 149 - 150 - . cuss the applications a brief review of the existing design methods is given
W first.
i 5,6 5636 k7,0| 5045 | 52,2| 3709 Lk,2| 3842 | -39,6 -
£ . - 6.1. The desian method.
¢ A 6106 | 100 : , )
i 82ko 100 6987 | 100 5580 100 ) . The element “loed greater than strength” is one of the most fundemental
By ) ) criteria in & design process. To ensure the fulfillment 'of this criterion a
g # safety margin is introduced between the expected load and the strength pursued.
B ' Teble I ) -In principle there are three philosophies regarding the vey of introducing
o s : & safety mergin in the design.
f . 1. the deterministic desigzn method
1] 3.2. Fesults. 2. the quasi-probabilistic method
i The results of the analyses, being the mean 4. the standerd ?eviation Ser. : 3. the (semi-) probavilistic method
end the cortributicn of each parameter to the staddard deviation (in percen- : .. A
teges), ere given in table I. ! ’ L . )
W . " 5 o : ibution with i In Fhe case of_a deterministic method, "safe" values are chosen for the basic
aenw-;§§§;€?§ ;::a::§§i§su::dtgzstgzungE;:?'ztebzigz:b:izzz :;::rthe detarmis variables causing the load. Usually the mean values of the strength perameters
nis:gc distributions gives approximately 7% higher load values than the "meen"” : az; :sed tgfgeFer:JSe tge strength. ?he safet¥ mArgiln 1s guaranteed by a
distrizution curve of tkhe stochastic approach. This has been ceused by the fact sefety-coelficient based on engineering experience.

tret the by "engineering judgement" chosen constants were rather pessiristic
mainly for the perameters.

ad. 2.

The basis of the quasi probabilistic design method is that tre parameters used

"~ wave load ebove sill ( see per. 3.3.) ) : in the structural design are not specified constants, but stochastic variables,
Y A 3 . whose exact megnitude is not known with certainty in the design stage and in
4 = scherecized relation H - T ( see [91) . 3 . “ =

case of the hydraulic parazeters, not even after construction. Becsuse the use

o - Zoreshore ( see [97) of these stochastic elements is not practical for the normsl design activities
4 .k due to the lack of statistical information and of computerprcgrans for mass-
o o production, the concept "charecteristic value" has been introduced in the

e . Structural design. The safety margin will be guaranteed by partiel safety

R 9 coefficients.
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ed. 3.

The most advanced design method is the (semi-) probabilistic method. In this
method all basic variables are specified by probability density functions.
With the help of theoretical models the p.d.f.'s of the strength and of the
load can be derived. These two p.d.f.'s form the basis in determining the

-failure probability of the mechanism. By checking this failure probability

_6.2.1.

against the allowable failure probebility of the total system, one can deter-
mine whether or not the safety is sufficient.

6.2, The avplication of the load distribution.

In case of the storm surge barrier two design methods have been used, the
quasi-probabilistic and the semi-probabilistic one. In both of the methods
the probability distribution of the hydraulic loads has been used.

Quasi-probabilistic design method. -

In this method, which is the most practical one, & load with a certein

..,excess frequency is chosen from the load distribution.

In the case of the storm surge barrier the design criterion is thet the
barrier has to withstand - with a certain safety margin - a potential threat
with an excess frequency of 2.5 x 10~*/year. Considering the task of the
berrier it will be obvious that this potential threat is based on the natural
boundary conditions, mainly waves and water level differences, which manifest
themselves in the hydraulic load. For that reason the design loading has been
defined as the total hydraulic load with an excess frequency of 2.5 x 10~
times/year.

This hydraulic load derived from the probability distribution has been
used an an extreme load, being a characteristic load multiplied by a safety
coefficient of overloading. This extreme load is used in combination with a
characteristic strength and the partiel safety coefficients needed. So, in
terns of design methods, a quasi-probabilistic design method has been applied.

6.2.2. Semi-probabilistic design method.

Simultaneously with the "everyday" design activities a risk analysis of

the storm surge barrier has been executed. A first step in this risk analyses
was to meke an overview of all possible causes and circumstances which may
lead to a mal-functioning of the storm surge barrier and from that to the

inundation of several parts of SW-Netherlands.

Su?sequenuly, the causal connection between the elements have been
determined, which has been done with the aid of so called fault trees (and
avent trees). An ever returning element in the fault tree is the state

Q.QQ'Q.‘.*OOOON»QC&.J‘O*

- 13 -

"Load greater than strength" This plays a very important role in every- part
of the berrier. A state in which the external load at the structure equals
the loading capacity of the structure is called a limit state. Comsequently,
a structure has a number of limit states equal to the number of failure
mechanisms.

A last step in the risk analyses is to determine as exactly as possible
the probabilities of all the elements in a fault tree, in order to determine
the probability of mal-functioning of the barrier. This overall mal-functio-
ning probability has to fulfill an acceptable level.

To be able to determine the probability of failure of a limit state of
a structural part of the barrier a semi-probabilistic design method has been
applied. In this method it is possible to use the full statistical descrip-
tion of the hydraulic load in combination with strength parameters as stoch-
astic variables..

For those cases when
the transferfunctions from the hydraulic paresmeters
to the hydraulic load are available in an analytical
form

the theoretical models are available to determine
the loading capacity of the structure from the
strength parameters,

the semi-probabilistic design method can be done fully enalytically. A so
called "advanced first order second moment method" can be used in that case.
(see 5 ). In the design of the storm surge barrier this has been epplied to

and

- the main cross section of the floor siab
- the overall stability of the piers
- the main girders of the gate

1. CONCLUSIONS.

- A probabilistic load determination as discussed in this paper allovs a
more realistic hydraulic design load, to be used in the prevailing design
methods, than the conventional deterministic methods. It avoids a too
pessimistic load determination. In the case of the most heavily loaded
pier this has resulted in the figures as mentioned in the table below.

Probabilistic.apbroach
z -2.94

Deterministic approach

Storm surge level NAP + 5.50m Pr(z >z )-exp(-2 3"
height = 10 m

period = 12 s _qi'(sqll m)

NAP - 1.70 m b (v]z)
T = 173.000 kN P(T > 100.000 kN)=2.5 . 10

)y -

Wave spectrum

Basin level

-4
Toteal hor.

force

- A reliability analysis of the probabilistic method shows that a probabili-
ty distribution curve with an excess frequency of 2,3% (Mpr + 2Sp. )
exceeds the curve derived from constant p.d.f.'s of the parameters only in
& minor way.

- The application of a semi-probabilistic design method provides a quantita-
tive insight into the influence of the stochastic uncertainty of the basic
parameters. It thus forms an important tool in assigning priorities in
study or quality control to specific parameters of theoreti:al models. It
contributes moreover to an overall risk analyses of the system by provi=-
ding the probability of failure of each element of the system.

4.._,_._v___~..1«
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' LIST OF SYMBOLS.
&; amplitudé of a regular wave
Bj width of a structure element
Bchar. characteristic strength
b basin level Oosterschelde
d vater depth (till still water line)
D( ) directional spectrum
4 wvave frequency
G( ) function (static load)
Hmax wave height in ananti node of & standing wave " .
Hmin vwave height in a node of standing wave
Hs significant wave height
h binomial coefficient
k wave nunber
1 dimension of the structure
m numper of lcad exceedances
L area of wave load spectrum
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second moment of wave load spectrum
n-th moment of wave load spectrum
number of wave loads

transfer function

probability of exceedance
probability density

wave pressure

correction factor (oblique wave attack)
static load

spectral density of incoming waves
spectral density of wave loeds
time

peak period of waves

mean wave load period

total load

wind velocity during 1 hour

wave load '

significant wave load

coordinate

basic variable hydraulic load

xi in design point

coordinate

accounting factor

coordinate

maximum storm surge level
reflection coefficient
contribution factor (static load)
contribution factor (wave load)
phase shift

approach angle of waves

mean approach angle of waves

mean of Pr (T>T)

mean of x;

stendard deviation of P (T»T)
standard deviation of x;

angular frequency

specific density of water
elevation
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FORCES PERPENDICULAR TO BAYESIAANSE VERWERKING VAN STATISTISCHE INFORMATIE

A SECTION OF 45 METRES
WIDE PER METRE WAVE HEIGHT

Inleiding
' 4500 } AN 3.5 '
\\t s . waarschijnlijkheidsrekening kan beschouwd worden als een onderdeel van
» *o. .
’ «7.5 ) de wiskunde. Een kans is dan een getal tussen O en 1 (een maat) dat wordt

toegekend aan een verzameling. Op basisvan een aantal spelregels kunnen

ol " . relaties en stellingen worden afgeleid. Van een interpretatie van het

¢ o 005 0.10 015 0.20 " ' " is daarbi 1ijk ke. A
'4 - FREQUENGY {Hz) begrip kans' is daarbij eigenlijk geen sprake. nders wordt dat zodra
", men waarschijnlijkheidsrekening toe gaat passen op praktische proble- !
e . . h
:"4 Flme 5. Comparison of t_:sleula.ted. and measured men. Twee belangrijk filosofische stromingen kunnen daarbij worden on-
s transfer functions for different vater ) de “f i . de’ *Bayesi “ -
(,,x . : levels at the sea side. . ¥ derscheiden: de requentistische" en de yesiaanse". Deze notitie
; heeft tot doel duidelijk te maken hoe men in praktische gevallen een
" kN 35 ”" 80 Bayesiaanse analyse uitvoert en welke de verschillen zijn met de fre-
J 2109 5 RAYLEIGH DISTRIBUTION od | RAYLEIGH DISTRIBUTION i quentistische werkwijze. (literatuur 111, 121, I3h. ‘
v . 80! (TROUGH TO CREST VALUES) :
AR i
: 281~
] ——e-TIME 70 2. Het frequentistische versus Bayesiaans kansbegrip
# 3 2 60} : )
." 1
k 20| sol. Het frequentistische kansbegrip stelt dat de kans op een gebeurtenis
}: J - A gelijk is aan p indien de verhouding n(A)/N voor grote N tot p nadert;
} - Ty : v
._‘ ) [ - hierbij is N het totaal aantal malen dat een experiment wordt uitgevoerd ' i
L& 12 0 ‘ en n(A) het aantal malen dat A als uitkomst te voorschijn komt. Symbolisch
i 7,
/,
o 8 Y, 20 genoteexd:
1 (/‘ a = CREST VALUE —o—

! Lt ox b =TROUGHVALUE —x— 0 n(A)

P/ ¢ =TROUGH TOQ . —o— P(A) = p als lim -~ - saw(1)
% ol CREST VALUE a N - N+oo
3 100 90507050 (;0 20 s 105 01 100 80 60 40 20 H 1 05 04 §
L ) 8 ::R 10 80 70 50 30 10 Het Bayesiaans kansbegrip stelt dat de kans op een gebeurtenis A gelijk
Rt e CENTAGE EXCEEDANCE . g PE!
R ¢ . PEMENTASE EACREQANGE is aan p indien men indifferent staat tegenover een weddenschap waarbij
& - 6 . de winst bij het optreden van A evenredig is met 1/p en het verlies

& igure 6. Cumulative frequ i i i -
quency distributions of total force perpen bij niet optreden van A evenredig is met 1/1 - P. Formeel genoteerd

dicular to structure's centre-line.
(o = willekeurige constante):
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§in ) houdt in dat er nog een andere analyse aan vooraf hoort te gaan, namelijk
e N ) _ G ’
: P.(‘A) =p als 'P(A) (%} - p(A) { - P}H 0 «ee(2) de preposterior analysis. In die analyse wordt beslist {(!) of het dber- /

We §erken op.dat het Bayesiaans kansbegrip het frequentistische insluit.

Immens als aan“(l) wordt voldaan staat men indifferent tegenover een .
ﬁ T weddénschap met winst (x/p) en vetlies a/(1 - p). Het wezenlijke ver- H
b '
\9 schil tussen beide définities is éat het in de Bayesiaanse omschrijving .

'

. nxgx’wordt vermeld waarom men 1ndiffezent is. De reden daarvoor mag‘liqqen'

in uitqebreide statistische, informatie maar even goed in een gevoelsmatige:
taxa;ie. Het Bayesiaanse kansbeqrzp is in wezen dus subjectief en aan
ji penzélzde gubeuttenxs xunnen ddbr twee personen verschillende kansen

woxden toegekend Volgens de Bayesiaanse‘interp:etatie zegt een kans

: 1ets*nyex"§g onzekerheid die iemapd heeft aangaande eén’ gebeurtenis,
het weerspiegelt een “state of mind"; volgens de Frequentie 1nterpretatie
zegt de kans iets over de gebeurtenis zelf, het weerspiegelt een “"state

of matter".

Het merendeel van de beocefenaren van de mathematische statistiek is aan-
hanger van het frequentistisch kansbegrip. Subjectieve kansen horen volgens
hen niet tot het domein van de wetenschap die per definitie objectief

moet zijn. De Bayesiaan verdedigt zijn standpunt door erop te wijzen

dat er in het leven nu eenmaal beslissingen moeten worden genomen, waar-
bij de subjectieve beoordeling in een eerder of later stadium
onvermijdelijk is. Gegeven die onvermijdelijkheid wordt het Bayesiaans
kansbegrip gezien als een hulpmiddel om consequent en ra:ioneql te kunnen

handelen en het subjectieve element tot een minimaal en traceerbaar aandeel

te reduceren. Bayesiaanse waarschijnlijkheid mag dan ook nooit .los worden

A : :
b gezien van Bayesiaanse besliskunde.

Alhoewel de subjectieve kanstoekenning de basis is van de Bayesiaanse

kansrekening zijn natuurlijk ook statistische gegeVens’érg belangrijk.

De wijze waarop statistische gegeven met subjectieve kanstoekenning wordt

gecombineerd is schematisch weergegeven in figuur 1. Deze verwerking

van de statistische informatie wordt in het Engels de Bayesian Terminal
Analysis of Bayesian Posterior Analysis Yenoemd. De toevoeging "Terminal®

B ¥ o
W

haupt zinvol is gegevens te verzamelen. Soms is het namelijk voordeliger
om een bepaalde situatie van onzekerheid maar te laten bestaan. Een derge-
lijke gedachte is kenmerkend voor de Bayesiaanse filosofie. In deze noti-

; tie houden-we ons overigens alleen bezig met de verwerking van de gegevens

en we duiden die kortweg aan met Bayesiaanse Analyse.

: a4 ariord | Fig. 1 Principe van
t i een Bayesiaanse analyse:
IA_} I " een subjectieve a priori
I . | verdeling wordt gecombineerd
1
i met objectieve gegevens tot
\r een zogenaamde a posteriori-
r X ‘
| a gagevens i ] verdeling, met behulp van het
' - 5 :::'z::}ms; | theorema van Bayes.
E i H_HD NALYSE |
: |
. |
\
|

a posteriori I

3. Het theorema van Bayes

|
|
|
I
|

Centraal in de Bayesiaanse Analyse staat het theorema van Bayes. Opgemerkt
wordt dat het theorema als zodanig een normaal wiskundig theorema is

waarbij de interpretatie-problematiek geheel niet aan de orde is. Op
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deze problematiek komen we pas weer terug onder punt 5.

In deze kansrekening is de conditionele waarschijnlijkheid op de gebeur-
tenis A, gegeven dat gebeurtenis B is opgetreden, gedefinieerd als:

P(A|B} = Pfpen B} arss:(3)

P{B}
Voor de kans op B gegeven A geldt analoog:

P{a en B}

P{B|A} = PT «ee(4)

Als met behulp van (4) de kans .P{A ean B} uit (3) wordt ge&limineerd
volgt er:

P{B|A} - P{A

P {(a|B} = ? (5]

<. (5)

Daarmee is het theorema van Bayes afgeleid. Dit theorema kan men zien
als een regel die laat zien hoe de kanstoekenning aan A (eerst P(A)) onder

invloced van gegeven B gewijzigd wordt in P(AIB). Men noemt P(A) de apriori-

kans (prior probability) en P(A|B) de aposteriori-kans (posterior probability).

Voorbeeld: Twee vasen met rode en witte ballen

Gegeven zijn twee identieke vasen met (oneindig veel) rode en witte ballen. -
In de ene vaas, vaas A, zitten 67% rode en 33% witte ballen. De samenstel-
ling van de tweede vaas, B, is juist andersom, 33% rood en 67% wit. Stel

nu dat ad random een van de vasen (!) wordt gekozen en uit deze vaas,
eveneens random, drie ballen worden genomen: tweemaal een rode en als

derde een witte. Gevraagd: wat is de kans dat deze sterkproef afkomstig

is van vaas A en wat is de kans dat deze afkomstig is uié vaas B?

L
t4g o ¥ ;e

&
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We woeren in:

R: er wordt een rode bal getrokken

W: er wordt een witte bal getrokken

A: de vaas is vaas A met P(R) = 2/3 en F(W) = 1/3
B: de vaas is vaas B met P(R) = 1/3 en P(W) = 2/3

We beginnen met de vaststelling van de apriori-kansen. Voor we aan

het experiment beginnen zijn beide vazen even kansriik:

p{a} = »{B} = 0,5

De kans op de sterkproef (RRW), gegeven dat we te maken hebben met vaas

A, wordt gegeven door:

A} w2 2 2_4

P{RRW | A} 2355
Analooé gegeven vaas B:

1 1 2 2

P{RR B} m =, =, 5a=—

(RRu|B} =3.3.3-%

Met behulp van het theorema van Bayes volgt nu:

P{RRW| A} P{a}

_ {4/27) (0.5)
P{RRW}

P{RRW}

P{a | RRW} =

p{rrw| B} p(B} (2/27) (0.5)

v{8 | RRW} = PURRW} =~ B (RRW)

De som van de kansen op A en B moet natuurlijk ook na de steekproef nog
steeds 1 zijn. Deze eis maakt het mogelijk P(RRW) te bepalen:

p{rr#} = P(RRu|a} p{a} + P{RRW|B} P{B} sisie LB

p{RRW} = (4/27)(0.5) + (2/27) (0.5) = 3/27

En daarmee volgt als eindresultaat:

(37 GiIT

sk L]
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" B!
P(a|rRu} = 2/3 P(B|RRW} = 1/3 totale uitkomstenruimte van een experiment vormen (P(A of A, ... of A }
RES - - ZPfA } = 1), Op ieder van deze gebeurtenissen kan het theoiema van

De kans da; de vaas van type A is stijgt dus als gevolg.van de waar-.° Bayes wozden toegepast voor verwerking van statintische tnformain
nomingen RRW van 1/2 naar 2/3) de kans op vaas B daalt van 1/2 naar 1/3. D (Data):

Indien de waarnemingsreeks vefder wordt doorgezet zal in beginsel de ( .

kans cp~e§n van de twee vazen naar 1 gaan en de ander naar 0. P(ALID] - * DI:L; P{Ai} o

Een interessante vraag is verder wat de kans is bijvoorbeeld een rode . A Ook na verwerking van informatie D geldt dat de sok van de kansen op

bal uit de (onbekende) vaas te trekken, zowel vé6r als na de steekproef Ai gelijk moet zijn aan 1: I P(Ailb) “ e By qrond'van dle eis Xan P(D)

Baschouw eerst de situatie v66r de steekproef. De kans op een rode bal worden bepaald:

is 2/3 in geval van vaas A, die op zich 50% kans heeft, en 1/3 in geval
_van vaas B, die ook 50% kans heeft, derhalve: p{p} = Zp{p| A1} P(Ai} .. (10)

p(R} = p{Rla) P(A} + p{R‘B} P({B} ‘ ) Formule (10)‘staat bekend als "het “total probability theorem ; een theo-
. ’ rema dat bij de verdere analyse nog erg belangrijk zal blijken Voor

P(R} = (2/3)(0,50) + (1/3)(0,50) = 1/2 ) de bepaling van P{D} =zelf is het eigenlijk niet eens zo interessant.

Uit bovenstaande blijkt dat p{D} eigenlijk alleen een normeringsconstante

Na de steekproef is de kans op een rode bal in geval van vaas A nog . : is, die altijd wel (achteraf) bepaald kan worden. Het theorema wordt
steeds (2/3), maar de kans op vaas A is nu geen 50% maar 67%; analoog daarom meestal genoteerd als:

?
!
#
%
k:
i

is de kans op rood gegeven vaas B nog steeds 1/3, maar de kans op B is

gedaald naar 33%. De kans op rood gegeven de steekproef RRW wordt dus:

TR g

P(a [0} = N P(D|a,} P{a} (an

P{R|RRW} = P{R|A} P{A|RRH} + P{R|B} P{B|RRW} ... (8)

‘De kans P{D A;} wordt in het E »
B = ke AP {o|a,} wo et Engels aangeduid als de "Data likelihood".
De aposterori- kans voor Ai is dus evenredig met het product van de apriori-

kans en de data likelihood bij gegeven A

De kans op het trekken van een rode bal is dus onder invloed van de i°

steekproef RRw gestegen van 1/2 naar 5/9.
In veel gevallen betreffen statistische problemen stochastische variabe-

4. Formules voor de Bayesiaanse Analyse ’ len, waarvan de verdeling bekend wordt verondersteld, maar de parameters

geschat moeten worden aan de hand van statistische gegevens. T.b.v. de
Het voorbeeld van het twee-vasen-probleem is in feite een volledige uitwerking van de formules voor dat probleem beschouwen we het volgende
Bayesiaanse, analyse in een notendop. T.b.v. verdere toepassingen is het - ‘ « voorbeeld.

echter zinvol de formules nog verder te ontwikkelen,

We nemen in beschouwing een aantal gebeurtenissen A, (i = 1 ., n) die

i
elkaar uitsluiten (d.w.z. P(Ai en Aj) = 0 voor i ¥ 3) en gezamelijk de
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Voorbeeld: oneindig veel vazen met normale verdelingen

Gegeven is een groot aantal vazen met daarin genummerde ballen. De nummers

binnen een vaas volgen een normale verdeing met gemiddelde Mx en standaard-
afwijking ax. Elke vaas heeft dezelfde standaardafwijking, maar het gemid-

delde verschilt van vaas tot vaas. Deze gemiddelden vormen op hun beurt

ook weer een normale verdeling met gemiddelde(pp en standaardafwijking

OP' Zowel het aantal vazen als het aantal ballen per vaas is zo groot

dat van continu verdelingen kan worden gesproken.

Analoog aan het 2-vazen probleem wordt eerst ad random €én van de vazen
gekozen en vervolens uit deze vaas een steekproef. Gavraagd wordt met welke
vaas ofwel met welk gemiddelde B, we te doen hebben.

Voorlopig onderzoeken we de invloed van een enkele waarneming, zeg

x = £. We passen nu hgt theorema van Bayes toe met ’ l

A, =m <ux<m+dm¢nD-E(x<E+d€:

Plm < H. <m+dn|x =€} =NP{E<x < E+ dgiux = m} Plo < p<m+ dﬁ}

' ve s (32)

Achter de verticaalstrepen zijn E< x < E + df en m < “x < m + dm ver~
vangen door x = & en px = m. Verder wordt opgemerkt dat de intervalgrootten

d€ en dm geen invloed hebben op het resultaat.
We noteren (12) nu in de vorm van kansdichtheidsfuncties:

£ dm = N £ | d £ dm
“xlx (m;€) dm = ! _*.l#x (E; m) dg “x(m)

De intervallen dm vgllen tegen elkaar weg, het interval dE brengen we

bij N onder zonder ”ov'e'z.'ig‘ené:'de’ notatie te wijzigen:

Yo provise

£ =N f £
(m; &) "I“x (E;m) P'x‘m)

De functie Ep (m) is de aptioti-kagsdichtheidsfunctie voor het
gemiddelde en*dit is dus een normale kansdichtheidsfunctie met
gemiddelde p“ en standaardafwijking o :

p
11 """"E)

jomops S Wy {- 2 } eea(14)
1) 20“

.De data-likelihoodfunctie tx
met gemiddelde B =m en atanéaaxdafwijkinq o,

(Eip) is een normale verdeling

£l () = 721; o o - —5-5-5- } .ee(15)
Py 20'

Nadrukkelijk komt in deze kansdichtheidsfunctie de m voor en niet
de px;,h‘et is 1m:|pel:s de dichtheid van x, als gegeven is “x =m
(zie 12}. ) )

M.ks:.v. (14) en (15) kan (13) nu worden uitgewerkt tot (wederom

constante delen onder de N schuivend):

2

(E_&z-(m‘ﬂn))
202 20'2
. K

De kanadichtheidsfunctle voor p. bij gegeven waarneming x = £ blijkt

£, (m;€) = N exp {- ... (16)

x I'x'

een exponent te gijn van een kwadratischa vorm in m. We concluderen
}’ieruit dat B, Ix - E noq steeds normaal verdeeld is. Via kwadraataf-
splitslng van de term tussen haken kan (16) herleid worden tot
de standaardvorm. Dit is gedaan in bijlage 1. Geconcludeerd kan
dan worden dat B, na de waarneming x = § een gemiddelde en een

standaardafwijking heeft volgens:

08 oi + Ecz
K = eee(17)
W] x o2 + o -
x [
2 O':o 72
it W S—
a - s ... (18)
plx 3 +02
x 13
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Probleemstelling:

Gegeven is een-stochastische variabele x, normaal verdeeld met gemiddelde

i
u -en standaardafwijking d ¢ ‘De standaardafwijking 0 is precies bekend,

het gemiddelde is onbekend. Gegeven is verder een steekproet van n waar-
nemingen met steekproefgemiddelde E. Welke statistische conilusies kunnen
.worden getrokken?

In vergelijking met het . vortg@ vobrbeeld i$ nu het gegevern van de “normaal
verdeelde vaasgemiddelden" verdwener. Dit zal essentieel Blijken.

Vle-leggen het probleem voor aan.een ingenieur, een klassiek 'statisticus

en een Bayesiaan. Laten we aannemen dat de ingenieur begint. Hij zal zeggen
dat & zijn beste schatting is voor het onbekende gemiddelde, maar dat reke-
ning moet worden gehouden met mogelijke afwijkingen. In verband daarmee is
het zinvol een zogenaand butrduwbaarhaidlintetvnl aan te geven, bijvoorbeeld

een tweezijdig 90% betrouwbaarheidsinterval waarvan '‘de ondér~ ‘en bovenq:ens

: gegeven worden door: . ! ) I o

B, = -E - 1.64 0’_‘// n «ea(27)
W o= E+1.64 ox// n

{5

De' ingenieur besluit zijn analyse met de opmerking dat er dus 90% kans is

dat het gemiddelde tussen M, en - ligt. e e ‘

Deze ‘laatste uitspraak schiet bij de klassieke statibt;cus’}ﬂ het verkeerde

' keelgat. Kijk, legt hij-uit; ii’'de statistiek ga je uit van een hypothese.
‘~Ihdien de waarnemingén onder d& aanname dat de hypothese juist is'redalijk

waarschijnlijk zijn; @an’' is-er geéen redeén om de hypothesé te verwerpen.

"2ijn’ de wacrnemingen'wel ‘erg‘onwaarschijnlijk, dan wordt ‘de hypothese' dus
‘'wel derworpen: ' Van“alle hypotheséh -« < ji <

+® ‘komen op die maniér de

hypothesen u < u en ux
< u < “b niet. Door bij de bepaling van u en ub uit te gaan van.

E E 8 64 u /Y n bereiken we dat de hypothesen U, < u < W selchts in gemid-

deld”&én op de tién gevallen ten onrechte aanvaarden. ‘Daaruit mag echter

- ki
“‘hiet worden geconcludeerd dit de kans dat ux in het gegeven interval ligt

> My, voor verwerpinq in aanmerking en de hypothesen

S S,

20% is. Het gemiddelde u is' namelijk een deterministische grootheid,
waarbij het onzin ‘is te spreken van een kans op ligging in een bepaald
interval of daarbuiten. Zoiets mag alleen bij stochastische grootheden.
De 90% betrouwbaarheid zegt alleen 1ats over het relatieve deel van
alle statistische uICSprakan dat (gedaan op deze basis) Juist is, het
‘zegt "Verder 'niets over u .

Verbaasd dat.éen onschuldig lijkende conclusie zoveel weerstand heeft
opgeroepen kijkt de ingenieur naar de tweede statisticus in het gezel-
schap, de Bayesiaan. Deze merkt eerst op dat hlj er geen bezwaar tegen
heeft dat My als stochastisch wordt beschouwd. Het stochastische karak-
ter wordt volgens Bayesiaanse opvatting namelijk niet bepaald door de
grootheid zelf (state of matter), maar door wat daarover bekend is.

(s tate of mind). Dé uitspraak van de lngenieur is daarmee overigens

.'nog miiet zonder meér waar. Kennelijk, zo redeneert de Bayesiaan, is

ultgagaan van een vage apriori normale verdeling voor u . getuige de
‘overeenkomst van de 'formules (27) en (21). pe Bayesiaan zal dus nog
aan da ingenieur vragen of deze vé6r de waarnemingen echt zo weinig wist,
of dat hij toch. e€en of ander vexwachtingspatroon had. In dat laatste
geval zouden bijvoorbeeld de formules (19) en (20) gebruikt kunnen worden

‘met een dienovereenkomstige wijziging van het betrouwbaarheiysin;erval.

“Daarmee worden alle uitspraken wel subjectief, terwijl het doel van de
wetenschap ‘toch moet zijn om objectieve uitspraken te doen", zal nu onge-
twijfeld'de réactie 'van de klassieke statisticus zijn. De Bayesiaan merkt
op dat objectiviteit geen doel in zichzelf moet worden. Het gaan er pri-
mair om zoveel ' mogelijk 1nformatie mee te nemen en te komen tot bruikbare
resultaten. In dat verband heeft de ingenieur nog een aardige vraag: wat
'doen we nu ‘mét x zelf? De klassieke statisticus noant dat X, gegeven de
-sﬁeekptbef, als normaal verdeeld moat Hotden beschouwd _ met standaardaf-

‘wijking 9, "en qemiddelde u of ub al naar gelanq wat in het beschouwde pro-
“bleem een “veillge” banname is.

o R ” § mte JEEge F Y T

De Bayesiaan zal er nu op wijzen dat de 90% betrouwbaarheidskans toch ook

arbitrair en subjectief was. Als consequenties van een foutieve keus. zeer
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ernstigworden'bestaat: de wkiging om naar D5% of 99%' te gaan. Criteria’
voorldeze kamsen'zidn'bijzonddr tibeilijK)id: formuleren. Bovendien treédt
eenvervelende vexménying'op vah kans ef ‘gevolg: D& Bayeésiaanse '0plossing
looptiwatudat betreft svepeler.D.hiv. de formiles (23)“en/df {25) ‘worden’
deronzékerheden in-liy &A'x"als gélijkwaardig gécaa_binesia,vhﬁ_n'aﬁdszimga“
verhouding - kan daarbij duid&lijkiaan het'licht kodeii! 'De'eenmaal'ih het’
begin uitgavog;qe»apriotl"analyse tfa:vﬁ ux spaart op dat moment dus een

o

vervelende ‘arbitraire keuze uit.die bovendieh verméngs 'is et medi "aspec-'"

ten (gevolgen).

’ .
L |

Verdelingstype onbekend

De klassieke mathematische statistiek kent ook toetsen voor verdelingen.

Er wordt een-hypothese (Ko) gedaan dat een bepaalde grootheid een bebaalde

verdeling bezit.' Uitgaande van ‘ie- tiypothese worden: Vervolgéns kritistha™ " -

waarden c;.en C, voor een statistic t berekend via: 1 7 474 o WA

e

Pfg:l~:.<t4<‘c2|ils}-‘-l-’u LA L S ~...(2‘8)x

- A 3 ¥ it =

Als-de waargenomen waarde van de statistic (t(D)) buiteh het interval ligt
wordt de hypothese Ho verworpen. De betrouwbaarheid van de toets is 1 - a.

De redenering is dus anmaloog aen die:bij de parameterschatting. '

Wederom komtrmen-in.de verleidihy om;: bij voldoen van de wharneliingen- aah”~
de norm, de kans op juistheid van H) te stellen op 1 - a. In dit geval is dat
echter nog stelliger incorrect en te vergelijken met de uitspraak dat één
specifieke. waarde: van het.gemiddelde gen ‘kans heeft om juist ¢@!2ijn.

. s B BB 3 i 5B PN .
Beziencwvanuit-;de. klassieke -statistiek is er maar één'julste weergave: ex' is
een kans « dat de~hypothese”ﬂz ten onrechte wordt verworpen. Acceptatie
van Ho houdt eigenlijk alleen in dat er onvoldoende reden is om B° te ver-
werpen, ‘Natauxlijk kan men in een bepaald geval meerdere verdelingen toetsen.
Indien al deze verdelingen een bepaalde toets overleven kan men a groter
kiezen en kijken wanneer een van de hypothesen afvalt. Langs die weg zou men

eventueel tot een keuze kunnen komen (maximum likelihood schatting).
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We zijn dan overigens al erg dicht aangeland bij de Bayesiaanse
oplcﬁking.xnlj ‘eén Bayesiaanse aanpak selecteert men voorat e¢n aantal. .
vardé!inqen, ‘Rent daaraan aprtoti-kansen toe en bepaalt vervolgens.op
grdnd ‘'vdn Het Waarneminqsmateriaal en het theorema van hqyes AR .o ooy i

apﬁhtatlori-kanséh: L L ETEE ]
v £ s W hes

P {(n ID}-NP{HH) pE Y "

s L R TR U % Rt T ”' ‘.} T

. a';wvezd'enn'g’i 18 Juist '
‘D ='waarnemingen -

Voor de variabele x kan vervolgens als dich:heidsfunctie _worden geno- ..
SreenIeneT .
teerd: " o ' !

I
N

" ' O T 90

cen(30) .

I S IR TR T 1

waarbij c }‘(EB ag’ dlchfhéidsfunctie van type 1 18.

¢vOAgr Fol A R

Uiteraard is de seléctie” van verdellngstypen en de toekenning van
P(Hi’ID‘) Gen' ﬁubjeétievé znk"'“
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Een alternatleve oploésing is te verondersteilen d&t de ve:deling ,van
de onderzochte variabéle een nlet-llneaira transformatie is van een
normaal’ verdeéldé’ variabeie: ot ’

]
et e o) ‘“

. Iy '2]‘ )
‘* =a’‘+du+anu
o 1 2 *

u is fidrmdal ‘met 'J(u) = 0 en o(u) = 1. In wezen is het probleem nu
teruggebracht tot het probleem van de patameterschacting. Bij ontwik-

keling van (31) ‘tot de n® téerm heeft men in feite (n+l)parametexs te

bepalen. Eventueel zijn ook andere “meer—parametex systemen” bekend (bijv.

het Pearson SySteem |4} waarmee ‘men het verdelingskeuzeprobleem reduceert

tot een parailéterkeuZeprobleem. In practische gevallen lijkt zo'n werk-

wijze meestal aan te bevelen. Men kan daarbij zowel Bayesiaans.-als klas-
siek statistisch te werk gaan.
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fi'_' Pe ingenieur die gebruik wil maken van probabiligtische nﬁ_thod_en {8 het “‘ Benjamin, J.R., Cornell, C.A.

{\_1 Teest gebaat hij een Bayesiaans kangbagrip. Voor dg begordsling van 3ijn Probability, Statistics and Decisipn for Civil £ngineers
2_"5 systeen heeft de ingenisur behoeft aan het meenemen vap alle voymen van Mc Graw Hill Book Company, New York 1969
¥ ) '
i onzekarheid en het inbrengem van alle aanwegzige informatie, In een
£33 W 3 1
; Bayesiaanse anglyse is dat mogeddjk, zij het op een subjectieve maniey. 12| Box, E.P., Tiao, G.C.
i De mathematische statistiek tracht daarentegen alleen abjectigve nig= Bayesian Inference in Statistical Analysis
W spraken te coen, maar kan daardoor minder informatie en mindar vormen Mdison-esley Publishing Campany, London 1973
W van onzekerheid meememen. '
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