Blokdoorlatendheden; opschaling in de geohydrologie

1. Inleiding

Numerieke grondwatermodellen worden
nu veelvuldig gebruikr voor de voor-
spelling van het effect van beleidsmaat-
regelen op de stroming en de kwaliteit van
het grondwater. De meest gebruikie
numericke oplossingsmethodieken voor
grondwaterstroming zijn de eindige
differentiemethode, de eindige elemen-
renmethode en meest recentelijk de analy-
tische elementenmethode [Strack, 1989].
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Bij de eindige differentiemethode wordt
het modelgebied ingedeeld in blokken,
terwijl bij de twee laatstgenoemde
methoden het modelgebied wordt op-
gedeeld door elementen (vlakken of
ruimres) omspannen door veelhoeken of
polvgonen.

Eén van de belangrijkste parameters van
cen grondwatermodel is de doorlatend-
heid. Bij numerieke grondwatermodellen
moet aan elk van de blokken of elementen
een waarde voor de doorlatendheid
worden toegekend. De doorsnede van de
blokken of elementen zal over het alge-
meen variéren van circa 100 meter tot
enkele kilometers. Doorlatendheids-
metingen worden echter veelal gedaan op
een kleinere schaal, variérend van enkele
decimeters (boorkernen) tot enkele
honderden meters (pompproeven). et is
bekend dat de variabilitet (.e. de statis-
ticken) van doorlatendheden sterk
athangen van de schaal waarop deze
worden beschouwd [Dagan, 1986].
Afhankelpk van grid- of elementgrootte
van het numerieke model moeten andere
doorlatendheden aan de gridblokken of
elementen worden toegekend. De model-
leerder ziet zich dus geconfronteerd met
het zogenaamde "opschalingsprobleem’:
gegeven dat meringen beschikbaar zijn op
een klcinere schaal (meetschaal), welke
waarden moeten worden toegekend aan
de blokken of elementen van het model
(blokschaal)? Deze opschaling is verre
van willekeurig: de stijghoogten en fluxen
berckend op de blokschaal (met het
numericke model) dienen bij voorkeur
gelijk te zijn aan de blokgemiddelde meet-
schaalstijghoogien en meetschaalfluxen.
Doorlatendheden, toegekend aan de
elementen of blokken van het numericke
model, die hieraan voldoen worden "blok-
doorlatendheden’ genoemd [Rubin en
Gomez-Hernandez, 1990].

Samenvatting

De blokken of elementen waarmee numerieke grondwatermodellen kunnen
rekenen zijn meestal vele malen groter dan de schaal waarop doorlatendheden
worden gemeten. Dit maakt het noodzakelijk dat de doorlatendheden worden
opgeschaald naar de grootte van de modelelementen of -blokken. In dit artikel
wordrt aandachr besteed aan de problemen die hierbij kunnen optreden. Er wordt
aangetoond dar de blokdoorlatendheid over her algemeen niet eenduidig kan
worden uitgedrukt in de doorlatendheden op meetschaal. De eigenschappen van
blokdoorlatendheden worden onderzocht met een aantal eenvoudige voorbeelden
in een deterministische en stochastische beschouwing. Aangegeven wordt onder
welke omstandigheden een expliciete analytische oplossing mogelijk is. Enige
praktische oplossingen worden voorgesteld voor de gevallen waarin eenduidige

relaties niet bestaan,

Om blokdoorlatendheden te berekenen
vanuit doorlatendheden op meetschaal
worden vaak bepaalde vuistregels
gebruikt. Voorbeelden hiervan zijn het
harmonisch gemiddelde voor ¢éndimen-
sionale stroming, het geometrisch gemid-
delde in twee dimensies en het reken-
kundig gemiddelde in drie. Deze benade-
ringen zijn echter slechrs beperkr geldig.
In het algemeen is er zelfs geen een-
duidige relatie te vinden tussen blokdoor-
latendheden en de doorlatenheden op
meetschaal.

Dit artikel heeft tot doel het verschijnsel
blokdoorlatendheid te introduceren bij
een grotere groep mensen die werkzaam
zijn op het gebied van de geohydrologie.
Het heeft geenszins tot doel een volledig
overzicht te geven van de snel groeiende
hoeveelheid literatuur over dit onderwerp.
Hiervoor wordt de lezer verwezen naar
Gomez-Hernandez en Gorelick [1989],
GGomez-Hernandez [1991], Russo [1992],
Zijl en Stam [1992] en Stam en Zijl [1992].
In plaats daarvan worden de eigen-
schappen van blokdoorlatendheden
geillustreerd aan de hand van een aantal
eenvoudige voorbeelden in een deter-
ministische en een stochastische beschou-
wing. Speciale gevallen worden behandeld
waarvoor expliciete analytische oplos-
singen mogelijk zijn. Benaderende oplos-
singen worden aangedragen in geval
waarin expliciete oplossingen niet bestaan.

2. Definitie van blokdoorlatendheid

In dit artikel wordt de blokdoorlatendheid
K. (x") gedefinicerd als de doorlatendheid
die de gemiddelde flux door een blok van
grootte V (met x’ als middelpunt) relateert
aan de gemiddelde srijghoogtegradiént
over dit blok:

(/V) v qix)dx =

- K (x)-(1/V) \y Vh(x) dx (1)

Met g(x) en Vh(x) respectievelijk de tlux
en de gradiént op de schaal waarop de
doorlatendheden zijn gemeten en } het
volume van het blok (oppervlakte in twee

dimensies). Zowel g als Vh zijn dik
gedrukt omdat ze vectoren voorstellen
met componenten in de x-, - (en even-
tueel) z-richting. De blokdoorlatendheid
K, is cen zogenaamde tensor: een matrix
van doorlatendheden (2x2 in twee- en 3x3
in drie dimensies). De niet-diagonale
componenten geven de doorlatendheid
voor stroming in één richting aan door
een stijghooglegradiént in de andere
richting; bijvoorbeeld: K, geeft de door-
latendheid voor stroming in de x-richting
door her blok ten gevolge van een druk-
gradiént in de zrichting. Men kan zich
indenken dat dit optreedt in een blok dat
ligt in een medium dat bestaat uit een
alwisseling van diagonaal verlopende
goed en slecht doorlatende lagen. In zijn
algemeenheid behoeft een bloktensor niet
symmetrisch te zijn [Zij] en Stam, 1992].
Lichter, meestal wordt aangenomen dat de
bloktensor wel symmetrisch is, zodar we
de coordinaatassen zodanig kunnen
draaien dat we alleen met de diagonaal-
elementen van de tensor te maken
hebben.

Dit is ook het geval wanneer men
veronderstelt dat de stroming evenwijdig
{binnen het blok en russen de blokken)
verloopt aan de zijden van het blok (bv.
[Journel et al, 1986]}. Prakiisch betekent
dit dat, wanneer de blokdoorlatendheden
anisotroop zijn, deze in de x-, ¥- (en even-
tueel) srichting apart kunnen worden
bepaald.

Dit kan bijvoorbeeld op een experimen-
tele wijze in het laboratorium of met een
numeriek grondwatermodel.

Een voorbeeld hiervan wordt gegeven in
atbeelding 1. Als we in de x- richting een
gradiént /-4, opleggen en in de y-richting
no-flow’ randvoorwaarden definiéren en
we bij dit probleem een totaal debiet door
het blok van grootte 0 (LT} meten of
berekenen dan kunnen we de blokdoor-
latendheid in de x-richting berekenen als:
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Afb. I - Bepaling van de blokdoorlatendheid in een
enkele richting.

De blokdoorlatendheid in de y-richting
kan op dezelfde wijze worden bepaald
door de gradiént in de y-richting op te
leggen.

Het is belangrijk om te beselfen dat de in
dit artikel gebruikte blokdoorlatendheid 1s
gedefinicerd met de (volume)flux q en
niet met de effectieve snelheid (of porién-
snelheid) g/n De met deze blokdoor-
latendheden berekende tluxen kunnen
dan ook alleen omgezet worden in elfec-
tieve snelheden voor het blok als de
porositeit binnen het blok constant wordt
verondersteld.

3. Eigenschappen van
blokdoorlatendheid; deterministisch
3.1. Eén-dimensionale stroming

Afbeelding 2 geeft een situatie in één
dimensic. Op twee punten zijn de stijg-
hoogten /7, en /i, bekend. De stijghoogte o
is onbekend, maar kan berekend worden
als de doorlatendheden %, &, en de
lengles Axy, Ax, van de 'tussenblokken’
bekend zijn. De (blok)doorlatendheid K,
die garandeert dat bij de gradiént
(In-hy) / (Ax+ Axy) de totale flux g,
behoort, kan direct worden gevonden
omdar geldt ¢, = ¢ = g

Ry ky (Ax| + Axy)

5 ky Axy + by Ax, 3)
Met de definities van hydraulische weer-
stand [T] ¢, = Ax/ k), ¢ = Axs/k; en oy =
(Ax+Ax,)/ K leidt dit tot de bekende
formule ¢y = ¢, + ¢;. Wanneer Ax; = Ax;
kan vergelijking (3) geschreven worden
als:

Afb. 2 - Een eenvoudig voorbeeld van de blokdoor-
latendheid in één-dimensionale stroming.
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(4)
Anders gezegd, de blokdoorlatendheid K
is gelijk aan het harmonisch gemiddelde
van de doorlatendheden op kleinere
schaal (& en k).

In zijn algemeenheid kan voor elke
dimensie bewezen worden dat: a)
wanneer de fluxvector q een constante is
voor het gehele stromingsveld, de
elementen Ky van een blokiensor Ky
gelijkk zijn aan de harmonische gemid-
delden van de corresponderende elemen-
ten %;(x) van de mectschaaldoorlatend-
heden binnen het blok, en b) wanneer de
gradiént vector Vh een constante is voor
het gehele stromingsveld, de elementen
Ky van de blok tensor Ky gelijk zijn aan
de rekenkundige gemiddelden van de
corresponderende elementen & (x) van de
meetschaaldoorlatendheden binnen het
blok. Aangezien voor ééndimensionale
stroming geldt dat g ( = ¢ altjd een
constante is, geldt dar de blokdoorlatend-
heid per definirie gelijk is aan her har-
monisch gemiddelde van de doorlatend-
heden op meetschaal.

3.2. Twee- en drie-dimensionale stroming
Afbeelding 3a geeft een voorbeeld van
stroming in twee dimensies. We hebben te
maken hebben met drie verschillende
randvoorwaarden /1y, i, en fi;. De door-
latendheid 4, in horizontale richting is
constant verondersteld en er is sprake van
twee verschillende waarden van de
verticale doorlatendheid: &, en 4,. Het
doel is om de k) en %, vervangende blok-

a. | Ax
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doorlatendheid K, (afb. 3b) te vinden
zodat geldt: (¢, + ¢)/2=- K [(0, +
0,)/2-I5]/ Ay, De oplossing voor deze
blokdoorlatendheid in termen van o, ¢n o,
luidt:

R+ Ry = Ry - ke,

’\‘ — R - . e

)
2hy - o) — 25

Wanneer we o, en o, uitdrukken in
termen van ky, &, 4, h; en hy, waarbij
voor het gemak is gesteld dat Ax= Ay,
volgt:

(B(hiFh)h+28 k) Iy — ((2R+
ko) bkt Ryky) b = ((Ry42ky) Ayt
Ryka) g

(Oky+k ko)l - N
{Bkh‘f'kz\]i.'l =5 ":3,\3!‘"‘ ff]j‘hl

1"\. —

De randvoorwaarden /,, f1, en /; kunnen
hier niet worden weggestreept. De blok-
doorlatendheid is dus athankelijk van de
randvoorwaarden /;, /i, en h;. Lir bestaat
dus geen eenduidige oplossmig voor deze
blokdoorlatendheid. Deze is niet alleen
cen eigenschap van her medium, maar
ook van het beschouwde grondwater-
probleem. Deze eigenschap leidt tot een
merkwaardig cirkelprobleem: omdat
computers nog nict krachtig genoeg zijn
om grondwaterstromingsproblemen op de
schaal van de metingen op te lossen is
men genoodzaakt om met grotere model-
blokken te werken. Echter, om de juiste
blokdoorlatendheden voor deze model-
blokken te berekenen moer men de oplos-
sing van het stromingsprobleem op de
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meetschaal kennen. Als men deze echter
kent is er natuurlijk geen enkele reden om
op de grotere modelblokschaal te gaan
rekenen. Dir cirkelprobleem treedr even-
eens op in driedimensionale stromings-
problemen [King, 1988]. Er zijn natuurljk
bijzondere situaties waarbij er wel een
expliciete oplossing bestaat, of waar een
benadering op zijn plaats is, bijvoorbeeld
wanneer de stijghoogtegradiénten lood-
recht op de richting van de te bepalen
blokdoorlatendheid klein zijn (uniforme
stroming). In dit geval is o, = o,. Ul
vergelijking (5) valt dan te zien dat een
bekend resultaat volgt: K is het reken-
kundig gemiddelde (k, + 4,)/2. Als we
ons voorstellen dat de stroming ¢, + ¢, de
stroming in een aquifer is, dan geldt dat
de veronderstelling o, = o, precies de
Dupuit aanname 1s: het is dan geoorloofd
de doorlatendheden over de dikre van
aquifer te middelen.

Een noemenswaardige bijdrage tor de
deterministische analyse van blokdoor-
latendheden is het werk van Zijl en Stam
11992]. Ze analvseerden de blokdoor-
latendheden in niet-perfect gestratifi-
ceerde media. Hun belangrijkste conclusie
is dat een blokdoorlatendheidstensor in
dergelijke media in her algemeen niet
symmetrisch behoeft te zijn, zelfs al is de
doorlatendheidstensor op meetschaal-
niveau wel symmetrisch. Dit betekent dat
er geen assenstelsel bestaar waarin de
elementen die niet op de diagonaal-as
staan verdwijnen. 1De meeste numerieke
grondwatermodellen werken alleen met
diagonaalelementen, zodat hierbi) aanzien-
lijke fouten kunnen optreden. Dit heeft
ook tot gevolg dat de veel gebruikte
Dupuit aanname in niet-perfect gelaagde
media nier mag worden gebruikt. Zijl en
Stam [1992] tonen echter ook aan dat,
wanneer de horizontale variaties in door-
latendheid en stijghoogte op meetschaal
klein zijn binnen het blok, de Dupuit aan-
name geoorloofd is.

3.3. Een numerick voorbeeld

Atbeelding 4 roont een blok bestaande uil
8x8 kleinere blokken van verschillende
doorlatendheid (m/d). De kleinere blok-
ken stellen de meetschaal voor, het grote

Een andere manier om deze paradox aan het
licht te brengen is door gebruik te maken
van de zogenaamde "perturbatie benadering’.
Hierbij worden q(x), Vh(x) en kix) in de
wel van Darcy geschreven als kleine
fluctuaties rondom het rekenkundig blok-
gemiddelde: q(x) =< q> + q'(x), Vh(x
<Vh> + Vh'(x) en k(x) = + k'(x).
Hierbij zijn <q>, <Vh> en <k> de blok-
gemiddelden en q'(x), Vh'(x) en k'ix}
lokale afwijkingen van her gemiddelde
binnen het blok; immers q(x), Vh(x) en
k(x) variéren binnen het blok. Per definitie
zijn de blokgemiddelden van de afwijkingen
gelijk aan nul: <q'(x)< =<Vh'(x)> =
<k'(x)>=0. Als we de perturbatie uitdruk-
kingen in de wet van Darcy substitueren en
aan beide zijden het gemiddelde nemen
vinden we:

<<ge + Qx> =< - (<k> + k' (x)

{(<Vh>+ Vh'(x)) > (al)
Untschrijven van vergelijking (al) en gebruik
makend van de eigenschap <q'(x)> =
<Vh'(x)>=<k'(x)> = 0 geefl:

>~ Vh> - <k'(x) Vh'(x)> a2

We zien dat de blokgemiddelde wet van
Darcy bestaat uit een term bestaande uit
blokgemiddelde en een zogenaamde
sluitingsterm. Deze sluitingsterm beschrijft
in essentie de gemiddelde covariatie van

doorlatendheid en stijghoogtegradiént op
meetschaal binnen het blok. Nu willen we
graag dat vergelijking (a2) (blokschaal)
dezelfde vorm heeft als de wet van Darcy
(reeds gedefinieerd op meetschaal).
Hiervoor is het noodzakelijk om aan te
nemen dat de sluitingsterm de volgende
vorm heeft: <k'(x) Vh'(x)> = K'<Vh>,
waarbi) K’ een soort blok-effectieve door-
latendheid is die rekenschap geeft voor de
afwijkingen van het blokgemiddelde.
Hieruit volgt dan:

<qr =

— <k> + K")<Vh>=
- K <Vh>

(ad)
Vergelijking (a3) is de wet van Darcy
gedefinieerd op blokschaal en K de
bijbehorende blokdoorlatendheid.
Vergelijking (a2) leert ons echter dat voor
een dergelpjke blokdoorlatendheid K - geldt:

K| <Vh>=<k><Vh> + <k'(x) Vh'(x)> (a4

Uit vergelijking (a4) valt op te maken dat K,
nog steeds athankelijk is van de sluitings-
term <k'(x) Vh'(x)> die in principe alleen
bekend 15 wanneer men de oplossing van
het stromingsprobleem op meetschaal kent.
Dit brengt ons terug bij de al eerder
vermelde paradox. Of ook: de wet van Darcy
is niet gelijktijdig geldig op meetschaal

en blokschaal.
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blok de blokschaal. Afb. 4 - Een grysplot can meetschaaldoorlatendheden binnen een modelblok.
Voor drie verschillende tyvpen van rand-
voorwaarden (zie afb. 5) zijn, met behulp
van een eindige differenuemethode
[Mcdonald en Harbaugh, 1988], de stijg-
hoogten en fluxen berekend voor de
kleinere blokken van atbeelding 4. Het
resultaat is een verzameling stijghoogten
en fluxen in de x- en y-richting waaruir
gemiddelde stijghoogten en fluxen voor

het grote blok berekend kunnen worden. de berekende fluxen en stijghoogten de
Afbeelding 5a toont een vergelijkbaar type  blokdoorlatendheid van het grotere blok
randvoorwaarde als atbeelding 1: 'no flow”  te bepalen. De randvoorwaarden van
randvoorwaarden langs de horizontale afbeelding 5b geven een uniforme

zijden en vaste stijghoogten /i = I, langs diagonale stroming door het blok. Met het
de linkerzijde en fi= 0 langs de rechrer- eindige differentiemodel zijn voor beide
zijde. De stroming in her grotere blok is randvoorwaarden van 5b de blokgemid-
derhalve evenwijdig aan de y-as, zodat we  delde fluxen en stijghoogten berekend
vergelijking (2) kunnen toepassen om uit voor de x-richting (<g.>,,
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<Lq, >y, KA, <AWAN>,). De en de waarde van hy; ba:
subscripts 1,2 staan voor de twee verschil-  Randeoorwaarden can '
lende randvoorwaarden van type 5b en < ‘f‘f:ff‘;juﬁf'”ﬂ‘Zi;;;l(';}:’f;)t_ i s 1 . 12 50 e
> vyoor het blokgemiddelde. De volledige  pundeaoreaardon zan h1 (m)
tensornotatie van de wet van Darcy voor afb. 5¢. l S

blokparameters is gegeven door:

Q> = - Ky <AWANS -
Koy CARDN (7a)

<g»> == Kyyp <ARA -
Kyyy <ARAY>

Door vergelijkingen 7 toe te passen voor
de rwee verschillende randvoorwaarden
van afbeelding 5b krijgen we vier verge-
lijkingen mert vier onbekenden waaruir de
waarden Ky (47 = x,v) eenduidig kunnen
worden opgelost. Dezelfde procedure is
toegepast om de bloktensor te verkrijgen
voor de randvoorwaarden van
albeelding 5¢, die een niet-uniforme
stroming door het blok veroorzaken. Deze

procedures zijn herhaald voor verschillen-
de waarden van /4, vari¢rend van 0,1 tot
100,0 m. De resultaten zijn te zien in de
albeeldingen 6a, 6b en 6¢, die de waarden
van K, als een functic van #, geven voor
respectievelijk de randvoorwaarden 5a, 5b
en 5S¢,

We zien dar de verkregen waarden voor
de bloktensorelementen inderdaad athan-
kelijk zijn van de randvoorwaarden rond
het blok. De drie verschillende typen
randvoorwaarden geven andere waarden
voor elk van de bloktensorcomponenten.
Voor de twee gevallen met uniforme
stroming (6a en 6b) zien we dat het
variéren van /i, geen ellect heeft op de
bloktensorcomponenten.

Lichter voor niet-uniforme stroming zien
we, omdat het veranderen van /, in
principe het veranderen van het type
randvoorwaarde is, dit wel een duideljjk
effect heeft op de componenten van de
bloktensor. Verder valt het op dat de
verkregen tensoren absoluut niet
svmmetrisch zijn, een mogelijkheid die
Zijl en Stam [1992] al analytisch
aantoonden.

Dit simpele numerieke voorbeeld laat zien
dat de blokdoorlatendheden inderdaad
sterk kunnen afhangen van de randvoor-
waarden rond hert blok; i.e. er bestaat in
het algemeen geen eenduidige relartie
tussen de doorlatendheden op verschil-
lende schalen.
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4. Eigenschappen van
blokdoorlatendheid; stochastisch

4.1. Het stochastisch veld model

Over het algemeen zijn de waarden van
de doorlatendheden op meetschaal binnen
de blokken onbekend. Om deze onzeker-
heid re modelleren worden de doorlatend-
heden op meetschaal veelal gezien als
realisaties van een stochastisch veld, Een
trekking of realisatic uit een stochastisch
veld heeft (onder andere) de volgende
eigenschappen [Journel en Huijbregrs,
1978]:

a. Elk punt (i.e. meetschaal blokje) heeft
een waarde (i.e. doorlatendheid) die
getrokken is uit een kansverdeling. Als
deze kansverdeling voor elk punt dezelfde
1s zegt men dat de realisatie (i.e. alle
punten in het gebied) getrokken is uit een
stationarr stochastisch veld. Veelal neemt
men voor de kansverdeling van door-
latendheden op meetschaal een log-
normale verdeling aan [Dagan, 1986].

b. De uitkomst van de trekking in elk
punt is afhankelijk van die van alle andere
punten. Er is namelijk sprake van een
zekere ruimtelijke correlatie; de waarden
van punten dic dichter bij elkaar liggen
lijken gemiddeld meer op elkaar dan die
van punten die verder van elkaar liggen.
Of gesteld in termen van de onder-
liggende kansverdelingen: punten die
dichr bij elkaar liggen zijn in het algemeen
getrokken uit hetzelfde gedeelre van hun
kansverdelingen.

¢. De ruimtelijke correlatie wordt veelal
vastgelegd in i) een covariantielunctie of
1) een semivariogram, die beide de mate
van correlatie tussen rwee punten aan-
geven als functie van de afstand (lag
genoemd) tussen deze punten. Als deze
functies hetzellde zijn in alle richtingen
zegt men dart het onderliggend stochas-
tisch veld sotroop is. Wanneer het stochas-
tisch veld stationair is geldt dat her semi-
variogram eenduidig kan worden uit-
gedrukrt in de covariantiefunctie en vice
versa, In dat geval zal het semivariogram
een maximale waarde bereiken (de sill)
die gelijk is aan de totale variantie van de
stochastische variable in kwestie (i.e.
meetschaaldoorlatendheid). De afstand of
lag tot waar punten nog gecorreleerd zijn
wordt de range of de correlaticlengte
genoemd. Dit is precies de lag waarvoor
het variogram zijn maximale waarde
bereikt en de covariantiefunctie gelijk aan
nul wordt.

Het grootste probleem met het stochas-
tisch veld model is dat het uitgaat van ver-
schillende realisaties (trekkingen). In
werkelijkheid beschikken we maar over
metingen uit ¢én realisatic, namelijk
degene die we in ons onderzochte gebied
aantreffen, We kunnen echter de statis-

tisticken (gemiddelde, variantie en
correlatielengte; van ons stochastisch veld
uit de meringen van deze éne realisatie
schatten als het stochastisch veld stationair
is en het onderzochre gebied veel groter is
dan de correlaticlengre. Als een stochas-
tisch veld deze eigenschap heeflt wordt het
ergodisch genoemd.

Wanneer we op cen aantal punten be-
schikken over waarnemingen van de
onderzochte variabele (in ons geval door-
latendheid) kunnen we proberen met
behulp van deze waarnemingen ruimrelijk
te interpoleren tussen deze punten.
IMierbij wordt op elk onbemeten punt een
waarde geschat als een gewogen gemid-
delde van de waarden op de meetpunten.
De gewichten worden berekend met
behulp van de covarianricfunctie ot het
semivariogram en de afstand van het
onbekende punt tot de meetpunten. Deze
techniek wordt ook wel aangeduid met
geostaustische interpolatie of kriging Ook
kan men mer kriging gemiddelden
schatten van oppervlakken of ruimres
vanuit puntwaarnemingen. Deze techniek
wordt aangeduid met blok-kriging. Kriging
levert ook een variantie van de inter-
polatiefout.

Als de doorlatendheden op meerschaal
ruimtelijk gecorreleerde stochastische
variabelen zijn, geldt dit ook voor de blok-
doorlatendheden. Dus in plaats van één
waarde wordt in principe voor elk blok
een hele kansverdeling van blokdoor-
latendheden afgeleid. Deze kansverdeling
is dan natuurlijk gerelateerd aan a. de
kansverdelingen van de doorlatendheden
op meetschaal b. de correlatiestructuur
van de doorlatendheden op meetschaal;
met name de correlatielengte is belangrijk,
¢. de stroming door her blok: i.e. het
randwaardeprobleem zelf, en d. de blok-
grootte. Zoals met alle stochastische
variabelen die gemiddeld worden, geldt
dat wanneer de blokgrootte toeneemr de
variantie van de blokdoorlatendheid
afneemt. Meestal wordt niet de gehele
kansverdeling van de blokdoorlatend-
heden afgeleid maar de cerste twee
momenten ervan: de verwachring en de
(co)variantie.

4.2, Effecticve doorlatendheden

De effectieve doorlatendheid K, is
gedefiniéerd als de doorlatendheid die het
verwachte stromingsveld koppelt aan het
verwachte gradiéntveld:

Elgix)] = - K 4(x) E[Vh(x)] 8)

Ook in dit geval zijn q en Vh vectors en
K. een tensor. Het is belangrijk om te
zien dat de effectieve doorlatendheid geen
blokeigenschap is maar een eigenschap

van het onderliggend stochastisch veld.
De verwachting L[] van de stroming en de
gradiént is dus niet één of ander blok-
gemiddelde, maar de verwachting van de
kansververdelingen van de strroming en de
gradiént. Stroming en gradiént zijn
stochastisch omdat de doorlatendheden
als een stochastisch veld worden gezien.
Vergelijking (8) geeft de tensor van effec-
tieve doorlatendheid weer als een functie
-an x. In de literatuur wordt K, ;(x) echter
meestal beschouwd onder de volgende
aannamen:

(a) de meetschaaldoorlatendheid k(x) 1s
een stationair stochastisch veld, (b) het
stromingsdomein is oneindig groot, of in
icder geval vele malen groter dan de
correlaticlengte van het stochastisch veld,
(¢) de verwachte stroming is uniform:
E[Vhix)] = E[Vh] = constant. Onder deze
aannamen geldt dat K. cen constante
{onafthankelijk van x) svmmetrische
tensor is [Dagan, 1989, pp. 78-79 en

pp. 188-189; Gelhar en Axness, 1983].
Vele onderzoekers hebben vanuir ver-
schillende benaderingen getracht analy-
tische oplossingen te vinden voor deze
constante K.y voor verschillende dimen-
sies. De belangrijkste resultaten en hun
onderliggende aannamen zijn:

1. in één dimensie: als k(x) stationair is dan
geldt dat de effectieve doorlatendheid
altijd gelijk is aan het harmonisch
gemiddelde:

K.o= (B[] 9}

2. in twee dimentes: als de aannamen (a),
(b) en (c) opgaan cn bovendien geldt dat
‘d) de meetschaaldoorlatendheid isotroop
(dus een scalar) is, (e) de meetschaaldoor-
latendheid lognormaal verdeeld is en ()
de covariantie van de meetschaaldoor-
latendheden isotroop is, dan geldt dat de
cffectieve doorlatendheid isotroop is en
gelijk is aan het geometrisch gemiddelde
[DDagan, 1981; Matheron, 1967]:

K.y = K, =exp (E[In(k)]) (10)

3. in dric dimensies: als de aannamen (a)
t/m () opgaan en daarnaast geldt dat (g)
de variantie van In(k) niet te groot is
(%, < 1) dan geldt voor de isotrope

blokdoorlatendheid [Gutahr er al, 1978]:

Kull - 1\:;1 -t ﬂzln ke /6.“ '\l 1 )
Dagan [1989] toont aan dat deze
benadering ook voor hogere waarden
van g, , opgaat

De vermelde analytische oplossingen voor
effectieve doorlatendheden hebben meer
een academische dan een praktische
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waarde. De belangrijkste reden hiervoor is
dat ze alleen geldig zijn voor uniforme
stromingssituaties, die in praktische
studies nauwelijks voorkomen. Len denk-
bare toepassing is wanneer men op grond
van stijghoogtewaarnemingen ziet dat het
srromingsveld min of meer uniform is en
men beschikt over een verdelingstunctie
voor de doorlarendheid. In dar geval kan
men de expressies (9), (103 of (11)
gebruiken om uit de gemiddelde stijg-
hoogtegradiént de gemiddelde (lux door
her gebied e berekenen.

4.3. Blokdoorlatendheden,; analvtische
oplossingen

Wanneer de meetschaaldoorlatendheden
stochastisch zijn dan bestaat er een relatie
tussen blokdoorlatendheden en effeclieve
doorlatendheden. Als voor de doorlatend-
heid op meetschaal k(x) de in 4.2.
vermelde aannamen (a), (b) en (¢) gelden
dan volgt daaruit dat K,y een constante
symmetrische tensor is. Als we bovendien
de definitie (1) voor K;-nemen (met k(x)
stationair stochasrisch) en we laten

[+ dan geldt, vanwege de ergodiciteit
(zie 4.1.], dat de bloktensor gelijk wordt
aan de effectieve doorlatendheidstensor:
K\ ff — Kj'.

In sectie 3.2. werd al gesteld dat er in hert
algemeen geen expliciete oplossing
bestaat voor blokdoorlatendheden
vanwege hun athankelijkheid van de
randvoorwaarden rond het blok. Er
besraan echter wel analytische oplossingen
voor specificke randvoorwaarden (meestal
uniforme stroming door het blok). Een
analytische oplossing van de verwachte
blokdoorlatendheid en zijn variantic wordt
gegeven door Rubin en Gomez-
Herndndez (1990} onder de aannamen:
(a) het stromingsdomein is oneindig groot
of het blok ligt meerdere correlatielengtes
van randen of puntbronnen verwijderd,
(b) k(x) is een stationair stochastisch veld
met isotrope covariantie, (¢) de gemid-
delde stroming is uniform en evenwijdig
aan één van de blokzijden: E[Vh(x)] =
E[Vh] = consrtant, (d) de meetschaaldoor-
latendheid is isotroop (k(x) is een scalar
k(x)), (e) de variantie van In(k(x)) is niet
te groot en (f) de meetschaaldoorlatend-
heid &(x) is lognormaal verdeeld. Onder
deze aannamen is de blokdoorlatendheid
K,{x) een scalar K;{x), waarvan de
verwachting en de covariantie constanten
zijn (onafhankelijk van x). Rubin en
Gomez-Herndndez leiden analytische
expressies af voor deze verwachting en
covariantie en vinden dat de verwachte
blokdoorlatendheid E[K,{x)] de volgende
vorm heeft:

E[K(x)] =

FUN(E[In(R)], 6205 kuws ElAR], 1) (12)

De verwachte blokdoorlatendheid is een
functic FUN() van de verwachung
E[ln(k)], variante a°, , en correlatice-
schaal 7., van de logariune van de meet-
schaaldoorlatendheid, de gemiddelde
stijghoogtegradiént E[Vh] en (zeer
belangrijk) van de blokgrootte V. Deze
afhankelijkheid van Igeldt eveneens voor
de covariantie van de blokdoorlatendheid.
We zien dat we, door gebruik te maken
van het stochastisch veld model voor de
meetschaaldoorlatendheden, her effect
van de blokgrootte op de blokdoorlatend-
heid kunnen meenemen.

Opvallend is dat de aannamen die aan de
theorie van Rubin en Gomez-Herndndez
[1990] ren grondslag liggen bijna idenriek
zijn aan de aannamen die leiden tot de
expressies voor de effectieve doorlatend-
heden. Deze consistentie wordt nog
duidelijker voor de limiet V- === In dat
geval wordt de variantie van de blokdoor-
latendheid volgens Rubin en Gomez-
Herndndez gelijk aan nul en benaderen
hun expressies voor de verwachte blok-
doorlatendheid voor één-, twee- en drie-
dimensionale stroming respectievelijk
vergelijkingen (9), (10} en (11). We zien
dat dan inderdaad geldt dat K, = K.
Desbarats [1991] bewijst dat voor
uniforme stroming door vierkante blokken
in een stationair en isotroop stochastisch
veld van lognormaal verdeelde meet-
schaaldoorlatendheden de blokdoor-
latendheid gegeven wordt door het
geometrisch ruimtelijk gemiddelde over
het blok:

Ki{x) =exp (1/1} ;- Ink(s) dsi (13)

Hij geeft ook expressies voor het gemid-
delde en de variantie van de blokdoor-
latendheid wanneer deze gegeven wordr
door vergelijking (13), In Desbarats
[1992] wordt deze methode van niet-
lineair ruimtelijk middelen om blokdoor-
latendheden uit meetschaaldoorlatend-
heden te verkrijgen uitgebreid naar

3 dimensies.

Indelman en Dagan [1993] en Indelman
[1993] geven analytische expressies voor
de verwachte blokdoorlatendheid en de
covariantie der blokdoorlatendheden
onder dezelfde voorwaarden als Rubin en
Gomez-Herndndez [1990] maar nu ook
voor statistisch anisotrope meetschaal-
doorlatendheden. Zij tonen aan dat de
blokdoorlatendheid alleen scalair is (met
isotrope covariantie) wanneer de meet-
schaaldoorlatendheden scalair zijn en een
isotrope covariantie hebben en wanneer
de blokken isotroop van vorm zijn: cirkels
in 2 dimensies en bollen in 3 dimensies.
Bij benadering leiden blokken met gelijke
zijden ook tot scalaire blokdoorlatend-
heden. De blokdoorlatendheid van veel
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gebruikte modelblokken waarbij de verti-
cale zijde veel kleiner 1s dan de horizon-
tale zijden is echter, zelfs in isotrope
media, cen tensor. Indelman [1993] toont
ook aan dat, wanneer de meetschaaldoor-
latendheid lognormaal verdeeld, dit ook
geldt voor de blokschaaldoorlatendheid bij
uniforme stroming en a’p, , < 1.

5. Praktische toepassing van
opschalingstechnieken

5.1. Inleiding

In dere paragraaf wordt besproken op
welke wijze de hierboven beschreven
theorie kan worden toegepast in praktisch
grondwateronderzoek. In de meeste
gevallen zullen de meetschaaldoorlatend-
heden binnen de modelblokken onbekend
zijn. Derhalve is men veelal genoodzaake
re werken met het srochastisch veld als
model van variabiliteit der meetschaal-
doorlatendheden, zelfs al is de opschaling
zelf een deterministisch proces zoals
vergelijking (13). We nemen aan dat de
meetschaaldoorlatendheid gemodelleerd
kan worden door cen stationair en log-
normaal verdeeld stochastisch veld.

5.2. Uniforme stroming

Voor blokken die in gedeelten van het
stromingsveld liggen waar uniforme
stroming heerst kan men bekende analy-
tische resultaten toepassen. Voor een
stochastische meetschaaldoorlatendheid
kan dit op een tweetal manieren:

Voorspelling met verwachtingswaarden

De meest eenvoudige wijze van het
toekennen van blokdoorlatendheden is
deze voor elk blok te voorspellen met
dezelfde verwachtingswaarden. Als het
blok veel groter is dan de correlatieschaal
D> > [ kan men bijvoorbeeld in twee
dimensies aan elk blok het geometrisch
gemiddelde K, = exp(E[In(A)]) van de
kansverdeling tockennen. Voor wille-
keurige [ vierkante of kubusvormige
blokken kunnen de expressies voor de
verwachte blokdoorlatendheid van
Desbarats [1991, 1992] of Rubin en
Gomez-Hernandez [1990] worden
gebruikt om de werkelijke blokdoor-
latendheden te voorspellen. Voor
anisotrope meetschaaldoorlatendheden of
andere blokvormen geven Indelman en
Dagan [1991] expressies voor de ver-
wachting van de blokdoorlatendheden.
Wanneer naast de statistische parameters
van de meetschaaldoorlatendheid ook de
meetwaarden hiervan op meerdere
plekken bekend zijn kan men in twee
dimensies de blokdoorlatendheden
schatten door middel van blok-kriging: na
het nemen van de natuurlijke logaritme
van de metingen worden deze gebruikt
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om met blok-kriging de blokgemiddelde
logdoorlatendheden voor de model-
blokken te berekenen. Vervolgens worden
deze blokgemiddelden teruggetransfor-
meerd door hun e-machten te nemen. De
resulterende waarden zijn nu {onzuivere)
voorspellingen van de ruimrelijk geome-
trische blokgemiddelden (verg. 13), maar
nu gegeven de metingen (in geostatistisch
jargon: geconditioneerd op de metingen).
Ze z1jn nu verschillend voor elk
modelblok en hun waarde is athankelijk
van de positie van het blok ten opzichte
van de posities der meringen.

Hert voorspellen van blokdoorlatendheden
door één of ander statistisch gemiddelde
is gemakkelijk en snel en dus uitstekend
Loe le passen in praktisch onderzoek. Men
moet zich echter wel realiseren dat het zo
voorgestelde veld van blokdoorlatend-
heden veel vlakker (lees minder
fluctuerend of grillig) is dan in werkelijk-
heid zodat men de complexiteit van het
stromingsveld sterk kan onderschatten.
Verder geldt voor blok-kriging dat dit
alleen mag wanneer de metingen regelmatig
over het gebied verdeeld zijn. Als dir niet het
geval is dan zal het veld der blokdoor-
latendheden ver van de metingen veel
vlakker zijn dan dicht bij de metingen,
zodat veranderingen in stromingspatronen
ontstaan die voor een groot gedeelte het
gevolg zijn van de verdeling der meet-
punten.

Stochastische simulatie

Bij stochastische simulatie worden,
gegeven de verwachting en de covariantie
van het stochastisch veld van doorlatend-
heden, met speciale simulatie-algoritmen
(bv. [Gomez-Hernindez en Srivastava,
1990]), even zo waarschijnlijke realisaties
van dit stochastisch veld gegenereerd. Elk
van deze realisaties wordt gebruikt als
invoer voor het numerieke grondwater-
model. Door dit veelvuldig te herhalen
verkrijgt men een groot aantal evenzo
waarschijnlijke realisaties van modelresul-
taten (fluxen en doorlatenheden) waaruit
men de kans op een bepaald modelresul-
taat kan schatten. De verkregen kans-
verdelingen zijn een maat voor de on-
zekerheid van de modelresultaten door de
onzekerheid over de deorlatendheid. Het
grote voordeel van stochastische simulatie
is dat, naast her verkrijgen van een
volledige kansverdeling van modelresul-
taten, de gesimuleerde velden van door-
latendheden wat betreft grilligheid veel
beter met de werkelijkheid overeen-
komen. Blokdoorlatendheden kunnen op
twee manieren worden gesimuleerd:

a. indirecte simulatie; in dat geval worden
eerst de meetschaaldoorlatendheden
gesimuleerd. Vervolgens worden deze

opgeschaald tot doorlatendheden voor de
modelblokken, door opschalingsformules
zoals vergelijking (13), en daarna aan het
numerieke grondwatermodel toegekend.
b. directe simulatie; eerst worden met
behulp van expressies zoals die van Rubin
en Gomez-Iernandez [1990] en Indelman
en Dagan [1993] uit de statistische
parameters van de meetschaaldoorlatend-
heden de verwachting en covariantie van
de blokdoorlatendheden berekend. De
verkregen verwachting en covariantie
worden dan gebruikt om de blokschaal-
doorlatendheden direct te genereren.

Het grote nadeel van stochastische
simulatie is dart het rekenintensief is en
veel tijd kan kosten. Dit maakt het minder
geschikt voor praktische modelstudies.
Zeker wanneer men geinteresseerd is in
cen enkel modelresultaat (in plaats van
een volledige kansverdeling) vormt het
voorspellen van blokdoorlatendheden met
verwachringswaarden zoals het geome-
trisch gemiddelde een goed alternarief.

5.3. Niet-untforme stroming

In praktische grondwaterproblemen zal
een gedeelte van de modelblokken liggen
in een deel van het stroomdomein waar
niet-uniforme stroming heerst, zoals bi
waterlopen, modelranden en onttrek-
kingen. Voor niet-uniforme stroming zijn
nog geen echte analytische oplossingen
bekend. Een belangrijke oorzaak hiervan
is dat hierbij de meetschaalstijghoogten
rond de blokken een belangrijke rol gaan
spelen. Lien veel voorkomend probleem is
bijvoorbeeld het voorspellen van de stijg-
hoogtedaling die zal optreden door een
roekomstige onrrekking. Omdat het
roekomstige stromingsveld sterk niet-
uniform zal zijn, kunnen we geen explicite
expressies afleiden om de benodigde
doorlatendheden voor de blokken van ons
voorspellingsmodel te berekenen; i.e,
hiervoor zouden we de oplossing op
meetschaal nodig hebben. Dit betekent
dat grote fouten kunnen optreden in het
voorspellen van her effect van grond-
waterwinningen in het bijzonder.

In het licht van deze beperkingen is het
interessant om te bekijken hoe methoden
die bedoeld zijn voor uniforme stroming
zich houden in niet-uniforme stromings-
situaties. Hier worden rwee manieren van
het toekennen van blokdoorlatendheden
onderzocht: a. voorspelling van blokdoor-
latendheden van alle blokken met het
geometrisch gemiddelde van de kans-
verdeling; b. voorspelling met behulp van
van blok-kriging van log-doorlarend-
heden.

Het geometrisch gemuddelde
Om de waarde van het geometrisch

gemiddelde K, = exp(E[In(k)]) als
benadering van de werkelijke blokdoor-
latendheid onder niet-uniforme stroming
te onderzoeken maken we gebruik van
stochastische simulatie. We nemen aan
dar de logaritme van de meetschaaldoor-
latendheid beschreven kan worden als een
normaal verdeeld (twee-dimensionaal)
stochastisch veld met een verwachting
E[ln(k(x)] = 0,0 en een variantie ¢, , =
2,0. De correlatielengte zullen we variéren.
Her volgende numerieke experiment is
uitgevoerd:

a. door middel van een speciaal algoritme
[Gomez-Iernandez en Srivastava, 1990]
simuleren we 300 realisaties van het
boven beschreven gecorreleerd stochas-
tisch veld op een 231x231 grid van
celgrootte Ax”. Deze realisaties worden
vervolgens gezien als 300 mogelijke
velden van de logaritme van de meet-
schaaldoorlatendheid.

b. Llk van deze 300 doorlatendheids-
velden wordt gebruiks als invoer voor een
231x231 grids grondwatermodel van een
afgesloten aquifer met een dikte van

50 meter en een vaste stijghoogte van

10,0 meter langs de rand. Een onttrekking
wordt gesimuleerd in het midden van het
modelgebied (gridpunt (116,116)). Hert
resultaat is 300 velden met stijghoogten en
fluxen (richting en grootte) op de meet-
schaal.

c. Voor elk van de 300 meetschaalvelden
worden vervolgens gemiddelde stijg-
hoogten en fluxen (richting en grootte)
berekend voor vierkante blokken met
zijden ter grootte van 21Ax meetschaal-
blokjes. Dit betekent een blokgrid van
grootte 11x11. De zo berekende gemid-
delde fluxen en stijghoogren worden
beschouwd als de 'werkelijke’ blok-
gemiddelden.

d. LEenzelfde numeriek grondwatermodel
wordt vervolgens gedraaid voor een

11x11 grid met aan alle gridblokken een
blokdoorlatendheid toegekend die gelijk
zijn aan het geometrisch gemiddelde van
de kansverdeling der meetschaaldoor-
latendheden: K, = exp(E[In(%)]) =
exp(0,0) = 1,0. Aan het hele modelgebied
is dezelfde doorlatendheid toegekend. De
met dit model direct berekende fluxen en
stijghoogten kunnen worden beschouwd
als een benadering voor de 300 realisaties
van werkelijke blokfluxen en doorlatend-
heden.

e. Uit de 300 verschillen tussen de werke-
lijke en de benaderde velden der blok-
stijghoogten en blokfluxen worden
tenslotte voor elk van de 11x11 blokken
het gemiddelde en de variantie van deze
verschillen berekenend.

Het gemiddelde verschil tussen de werke-
lijke en benaderde stijghoogten en fluxen
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is een maart voor de structurele fout (bias)
die de benadering met zich meebrengt en
de variantie een maat voor de onnauw-
keurigheid. Omdat het probleem sym-
metrisch is zullen we alleen de stijg-
hoogten en fluxgroottes beschouwen voor
de blokken langs een lijn vanaf het
midden van het domein (de ontrrekking)
naar de rand van het gebied onder een
hoek van 180 graden met de positieve
x-as. Deze procedure is herhaald voor
verschillende correlatielengten 7 variérend
van 0,1xD ror 2,0x D), waarbij D de lengte
van de zijde der modelschaalblokken is.
De berekeningen zijn gedaan met
MODFLOW [McDonald en Harbaugh,
1988]. Dit is een ‘block-centered’ eindig
differentiemodel, wat betekent dat de
doorlatendheden tussen de blokken
berekend worden door het nemen van
harmonische gemiddelden van de door-
latendheden van aangrenzende cellen. Dit
garandeert weliswaar continuiteit van de
totale flux door het stroomdomein, maar
maakt tevens dat de kansverdeling van de
doorlatendheden in de modelbercke-
ningen iets afwijkr van de kansverdeling
van de gesimuleerde waarden. Deze
alwijking is te verwaarlozen als

(I/Ax) > 20. Aangezien de correlatielengtle
IT'wordt gevarieerd kan dit enige invloed
hebben op de resultaten.

Tabel I geeft her gemiddelde en de
variantie van de verschillen tussen werke-
lijke en benaderde stijghoogten weer voor
de blokken langs het beschouwde traject
en voor verschillende correlatielengten.,
De verschillen in werkelijke en benaderde
stijghoogten zijn genormaliseerd voor de
gemiddelde stijghoogtedaling bij de
onttrekking (11,0 m). De correlaticlengte
van de meetschaaldoorlatendheden /s
genormaliseerd voor de lengte van het
blok D: I/D. Tabel IT toont de variantie
der verschillen van de blokfluxgroottes.
Deze verschillen zijn genormaliseerd voor
de gemiddelde fluxdichtheid bij de
onttrekking (2,41 m/d). Het gemiddelde
verschil is niet weergegeven omdat voor
dit stromingsprobleem geldt dat her
verwachte verschil gelijk moet zijn aan nul
voor alle blokken!

Uit tabel I volgt dat het geometrisch
gemiddelde een betrekkelijke goede
benadering is voor de werkelijke blok-
doorlatendheden zolang de correlatie-
lengtes der meetschaaldoorlatendheden
kleiner zijn dan de blokgrootte. Voor
grotere correlatielengtes worden de
structurele fouten onacceprabel groot, met
name dicht bij de onttrekking (10-20%
van de maximale sujghoogtedaling). Ook
voor de variantie kan worden gecon-
cludeerd dat deze voldoende klein is
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TABEL I = Gemiddelde en variantiec wan het verschil tussen de werkelyke en benaderde blokstijghoogtes
(eenormaliseerd voor de genuddelde stijghoogtedaling bij de onttrekking) voor verschillende afstanden tot de

onttrekking en verschillende correlatielengtes; K, benadering.

Gemiddelde

Afstand tor onurekking (blokken:

D 5 4 3 2 1
0,1 0,017 0,014 0,014 0,013 0,014
0,2 0,017 0,011 0,012 0,011 0,008
0,5 0,017 0,007 0,004 - 0,006 0,008
1.0 0,019 0,010 0,003 0,009 0,072
2,0 0,025 0,029 0,040 0,082 0,203
Varianrie Afstand tot onurekking (blokken)

D 5 4 3 2 1
0,1 0,000 0,000 0,001 0,001 0,002
0,2 0,000 0,001 0,002 0,003 0,007
0,5 0,000 0,002 0,005 0,009 0,027
1,0 0,001 0,003 0,009 0,037 0,212
2,0 0,002 0,011 0.047 0,177 0,465

zolang de correlatielengtle kleiner is dan
de blokgrootre. In rabel 11 is te zien dar de
variantie van de genormaliseerde
verschillen der werkeljjke en benaderde
blokfluxen groot zijn en toenemen dichter
bij de onttrekking en met toenemende
correlarielengre. Wanneer de correlatie-
lengte groter wordt dan de blokgrootte
neemt de variantie weer al. Resumerend
mogen we concluderen dat in dit voor-
beeld, in ieder geval voor het voorspellen
van stijghoogten, het geometrisch gemid-
delde een bevredigende benadering is van
de werkelijke blokdoorlatendheden in
twee dimensies, zolang de correlatielengte
der meetschaaldoorlatendheden kleiner is
dan de blokgrootte.

Blok-krigen van logdoorlatendheden

Om uit te zoeken of e-machten van blok-
gekrigde logdoorlatendheden een goede
benadering van de werkelijke blokdoor-
latendheden zijn onder niet-uniforme
stroming, is het hier boven beschreven
numerieke experiment herhaald voor één
correlatielengre (/1)) = 1,0. De volgende
stappen zijn genomen:

a. Door middel van her algoritme van
Gomez-Ilernandez en Srivastava [1990]
simuleren we 300 realisaties van het
gecorreleerd stochastisch veld op een
231x231 grid (celgrootte Ax’). Deze
realisaties worden vervolgens gezien als
300 mogelijke velden van de logaritme
van de meetschaaldoorlatendheid. Van
elke realisatie zijn # regelmatig verspreide

punten geselecteerd als fictieve meer-
punten.

b. Elk van deze 300 doorlatendheids-
velden is gebruikt als invoer voor een
hetzelfde 231x231 grondwatermodel als
hiervoor beschreven. et resultaar is

300 velden mer stijghoogten en (luxen
(richting en grootte) op de meetschaal.

¢. Voor elk van de 300 meetschaalvelden
worden vervolgens gemiddelde stijg-
hoogten en fluxen (richting en grootte)
berekend voor blokken met zijden 21Ax.
De zo berekende gemiddelde tluxen en
stijghoogten worden beschouwd als de
‘werkelijke’ blokgemiddelden.

d. De geselecteerde n metingen worden
gebruikt om via blokkriging benaderde
blokdoorlatendheden te berekenen.
Hierbij is gebruikt gemaakrt van een semi-
variogram met een correlatielengte van
21 pixels en een log-variantie (a7, ;) van
2.0. Eenzelfde numerick grondwatermodel
wordt vervolgens gedraaid voor een
11x11 grid met aan de gridblokken een
blokdoorlatendheid toegekend die gelijk is
aan de e-machten van de blok-gekrigde
waarden. De 300 velden met de met dit
model berekende fluxen en -stijghoogten
kunnen worden beschouwd als een be-
nadering voor de 300 corresponderende
werkelijke blokfluxen en doorlatend-
heden.

e. Uit de 300 {genormaliscerde)
verschillen tussen de werkelijke en de
benaderde velden der blokfluxen en
-stijghoogten worden tenslotte voor elk

TABEL 11 = Variantie van het verschil tussen de werkelyke en benaderde blokfluxen (genormaliseerd voor de
gemiddelde flux by de onttrekking) voor verschillende afstanden tot de onttrekking en verschillende correlatielengtes;

K, benadering.

Variantie Afstand tot onurekking (blokken}

I'D 5 4 3 2 1
0,1 19,7 26,4 51,2 1939 1.108,8
0,2 46,6 59,0 98,7 2872 1.311,1
0,5 98,3 141,0 220,1 4114 1.475,6
1,0 106,3 150,2 220,0 4153 1.460,7
2,0 64,7 88,2 136,9 298,5 1.179,4
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van de 11x11 blokken het gemiddeld
verschil en de variantie der verschillen
berekenend.

Deze procedure werd herhaald voor
verschillende hoeveelheden meetpunten:
n=29, 18 en 36. In afbeeldingen 7a en 7b
zien we grijswaardekaarten van respec-
tievelijk één realisatie van logdoorlatend-
heden op meetschaal en de corres-
ponderende blokgekrigde kaart met

n= 18 punten. De blok-gekrigde kaart
toont dezelfde gebieden met hoge en lage
doorlatendheden als de realisatie op meet-
schaal.

De resultaten van dit numericke experi-
ment staan samengevat in tabellen IIT en
IV. In tabel IIT zien we het gemiddelde en
de variantie van de verschillen tussen
werkelijke en benaderde genormaliseerde
blokgemiddelde stijghoogten voor
verschillende afstanden tot de ontirekking
en verschillend aantal metingen. Ter
vergelijking worden ook de resultaten
herhaald voor het nemen van het geome-
trisch gemiddelde (K, = exp(E[In(A)]) =
1,0) voor alle modelblokken voor het
geval dat /D= 1,0. Tabel Il geeft de
variantie van de verschillen tussen werke-
lijke en benaderde genormaliseerde blok-
gemiddelde fluxen.

We zien in tabel III dat bij de methode
van blok-krigen van log-doorlatendheden
de systematische verschillen tussen de
werkelijke en de benaderde blokgemid-
delde stijghoogten overal klein zijn, zelfs
dicht bij de ontrekking (maximaal 2% van
de gemiddelde stijghoogtedaling byj de
ontrrekking). De verbetering in nauw-
keurigheid is nog duidelijker. Wanneer

18 metingen worden genomen resulteert
dat zelfs vlak naast de enttrekking in
kleine variantics. Eenzeltde trend, hoewel
wat minder dramatisch, kan worden geob-
serveerd voor de varianties van de
verschillen der blokf{luxen (tabel IV). Deze
voorbeelden wijzen erop dat het blok-
krigen van logdoorlatendheden met een
gering aantal regelmatig verspreide
metingen goede benaderingen van de
werkelijke blokdoorlatendheid in twee
dimensies oplevert.

5.4. Identificatie van het stochastisch
veldmodel

De meeste methoden voor het toekennen
van blokdoorlatendheden maken gebruik
van het stochastisch veld als model van
onbekende ruimtelijke variatie van meet-
schaaldoorlatendheid. Bij deze methoden
wordt derhalve aangenomen dat de
covariantie of her semivariogram van het
stochastisch veld bekend zijn. In de prak-

4.125
3.131
2,137
1.143
0.149
-0.845
-1.840
2834
-3.828

2.166

1.615

1.064
0.513
-0.038
-0.589
-1.141
-1.692
-2.243

Afb. 7 - Gripsplots van log-doorfatendheden; 7a: Een gestmuleerde realtsatie van mectschaaldoorlatendheden; 7b:
Blok-gekrigde log-dooriatendheden mer 18 punten wit deze realisatie als meetwaarden.

TABEL I - Gemiddelde en variantic van het verschif tussen wwerkelijke cn benaderde blokgemiddelde styghoogten
(genormaliseerd voor de gemiddelde stijghoogtedaling bij de onttrekking) voor de K, benadering en voor blok-
gekrigde waarden (bk) met 9, 18 en 36 metingen, voor verschillende afstanden tor de onttrekking; /D = 1,0, I'x = 21.

Gemiddelde

Afstand tot onurekking (blokken)

Methode 5 4 3 2 !
K, 0,019 0,010 0,003 0,009 0,072
bk o9 3,019 0,008 - 0,002 - 0,011 - 0,011
bk 18 0,019 0,009 0,000 - 0,008 - 0,004
bk 36 0,019 0,012 0,005 0,002 - 0,005
Variantie Afstand tot onurekking (blokken)

Methode 5 4 3 2 1
!\; 0,001 0.003 0,009 0,037 0,212
bk 9 0,001 0,002 0,006 0,012 0,057
bk 18 0,001 0,002 0,005 0,006 0,018
bk 36 0,001 0,001 0,001 0,003 0,007
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TABEL IV = VParwantie van het verseiul tussen werkeliphe en benaderde blokgeniiddelde fluxen (genormaliscerd zoor
de gemiddelde flux by de onttrekking) voor de K, benadering en voor blokgekrigde waarden (bk) met 9, 18 en
36 metingen, voor verschillende afstanden tot de onttrekkmng; I/D = 1,0; I/x — 21.

Variantie
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streerd aan de hand van een aantal
cenvoudige voorbeelden. Dit leidt tot een
merkwaardig cirkelprobleem waarbij men

Afstand ror onlirt-kkin;; (blokken

de oplossing van het grondwaterprobleem

Methode 5 | 3 2 1 op meetschaal moet kennen om de juiste

K, 1063 150,1 220.0 11535 14607 Dblokdoorlatendheden te berekenen. Ook

bk 9 72.9 94,2 125,8 254,7 1.069,0  volgt hieruit de conclusie dar de wer van

bk 18 61,6 73,7 100,9 230,0 10001 Dyarcy niet regelijkertijd kan gelden voor
41,3 56,0 182,2 939,1

bk 36 44,6

twee verschillende schaalniveaus.

tijk betekent dit dat deze geschat moeten
worden uit een beperkt aantal metingen.
De belangrijkste parameters van de
covariantiefunctie zijn de variantie (de sill
bij het semivariogram) en correlaticlengte
(de range by het semivariogram). Om te
zien of we deze parameters kunnen
schatten met behulp van een gering aantal
metingen werden ze 300 maal geschar met
respectievelijk 9, 18 en 36 regelmatig
verspreide metingen uit de 300 realisaties
van logdoorlatendheden op meetschaal
(zie 5.3.). Dit is gedaan door het semi-
variogram te schatten en voor elke dataser
de sill van het variogram als variantie te
nemen en de range als correlaticlengte.
De 300 realisaties werden gesimuleerd
met een variante van 2,0 en een range
van 21 meetschaalpixels. Dit zijn derhalve
de waarden dic moeten worden terug-
geschar uir de 300x3 datasets.

Afbeelding 8 geeft de histogrammen van
teruggeschatte sills en ranges met 9, 18 en
36 metingen genomen uit de 300 reali-
saties. Te zien is dat in meer dan 50% van
de gevallen de geschatte waarden van sill
en range dicht bij de werkelijke waarden
liggen. Slechts een gering percentage van
de schattingen ligt ver van de werkelijke
waarden. Deze resultaten suggereren dat
zelfs met een gering aantal metingen de
covariantiestructuur kan worden geschat
en stochastische opschalingstechnieken
kunnen worden roegepast.

6. Samenvatting en conclusies

Uit dit artikel kunnen de volgende
conclusies worden gerrokken:

1. De blokken of elementen die gebruikt
worden in numericke simulators van
grondwaterstroming zijn meestal veel
groter dan de schaal waarop metingen van
de doorlatendheid worden verricht,
Omdat de variabiliteit van de doorlatend-
heid athangt van de schaal waarop deze
wordt beschouwd is her noodzakelijk dat
de gemeten doorlatenheden worden op-
geschaald naar de schaal van de model-
blokken of -elementen.

2. De opschaling dient bij voorkeur
zodanig te gebeuren dat zowel de gemid-
delde flux als de gemiddelde stijghoogte
over het modelblok worden behouden. Als
deze eis wordt gesteld dan blijkt dat, voor
twee- en driedimensionale stroming, er in

3. De waarden van de meetschaaldoor-
latendheden binnen een modelblok ziin
nooit alle bekend. Dit maakt het nood-
zakelijk om een model van variabiliteir aan
te nemen voor de doorlatendheden op
meetschaal. Een veel gebruikt en nuttig
model is het stochastisch veld model.
Gegeven dit model vinden we het

het algemeen geen eenduidige relatie
bestaat tussen de doorlatendheden op
meetschaal en die op de schaal van het
modelblok. Deze relatie is athankelijk van
de randvoorwaarden rond het modelblok,
ot anders gezegd van de geometrie van
stromingsprobleem, wat is gedemon-

Afb. 8 - Histogrammen wan sills en ranges geschat met 9, 18 en 36 mectewaarden gesclecteerd wit 300 realisaties
(everkelithe sitl = 2.0, werkelithe range = 21
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volgende:

a. Expliciete analytische oplossingen voor
de blokdoorlatendheid zijn beschikbaar
voor (i) zeer specifieke randvoorwaarden:
een blok in een gemiddeld uniform
stromingsveld van oneindige grootte, en
(i) specificke eigenschappen van het
stochastisch veld dat de doorlatendheden
op meetschaal beschrijft: een stationair,
isotroop en lognormaal verdeeld stochas-
tisch veld [Desbarars, 1991] veelal mer
kleine variantie [Rubin en Gomez-
Herndndez, 1990; Indelman en Dagan,
1993]. Deze oplossingen benaderen
bekende oplossingen voor effectieve door-
latendheden [Guuyahr et al, 1978] wanneer
het modelblok zeer groot wordt. De analy-
tische oplossingen kunnen worden roe-
gepast voor modelblokken die ver van
randen, rivieren en puntbronnen liggen en
waar voornamelijk uniforme stroming
heerst.

b. Onderzocht werd in hoeverre twee
methoden uit het domein van de uniforme
stroming in staat zijn om blokdoorlatend-
heden te voorspellen bij niet-uniforme
stroming (in twee dimensies). Voor
blokken die groter zijn dan de correlatie-
lengte van de meetschaaldoorlarendheid
lijkt her geometrisch gemiddelde cen
acceptable benadering, met name voor het
voorspellen van stijghoogten. Een
aanzienlijk betere benadering van de
werkelijke blokdoorlatendheden wordt
verkregen door het nemen van ¢-machten
van blok-gekrigde logdoorlatendheden.
Opgemerkt moet worden dat deze
techniek alleen mag worden toegepast
wanneer de meetpunten regelmatig over
het modelgebied zijn verspreid.

¢. De staustische parameters die de
ruimtelijke covariantiestructuur van het
stochastisch veld model vastleggen
kunnen redelijk worden ingeschar mer
behulp van een geringe hoeveelheid waar-
nemingen.

7. Discussie

Ook in Nederland heerst nu een sterk
besel dat de schaal een belangrijke niet te
verwaarlozen variabele dient te zijn in het
hydrologisch modelonderzock. In alle
hydrologische of daaraan verwante
disciplines speelt schaalathankelijkheid
een rol, zoals ondere andere bleek tjdens
een CHO-TNO bijeenkomst in december
1992 [CHO-TNO, 1993]. Ook het
geohydrologisch prakujkonderzoek dient
zich bewust te zijn van het belang van
schaal, in het bijzonder in relatie tot de
geometrie van het beschouwde stromings-
probleem. In dit artikel is een aantal
methoden voorgesteld om blokdoor-
latendheden te bepalen: voorspelling of
simulatie van blok-doorlatendheden mer

behulp van analytische expressies voor
verwachring en (co)variantie van blok-
doorlatendheden (bv. [Rubin en Gomez-
Hernandez, 1990; Desbarats, 1991;
[Indelman en Dagan, 1993]) voor blokken
in uniforme stroming en prakusche
benaderingen, zoals het blokkrigen van
log-doorlatendheden of het geometrisch
gemiddelde voor niet-uniforme stroming
in twee dimensies. Deze technicken zyjn
eenvoudig uitvoerbaar, zells als weinig
metingen beschikbaar zijn, zodal er geen
reden is ze niet toe le passen in het
prakiisch modelonderzoek. Dit artikel
maakrt ook duidelijk dar aanzienlijke
fouten kunnen optreden wanneer men bij
het modelleren van grondwaterstroming
geen rekening houdt met de eigen-
schappen van blokdoorlatendheden. Deze
fouten treden op vanwege het feit dat: (a)
men zich geen rekenschap geeft van de
variabiliteit van de doorlatendheden op
mectschaal binnen de blokken of
elementen; (b) men zich er niet van
bewust is dat bij twee totaal verschillende
stromingsituaties andere blokdoorlatend-
heden horen.

Een tweetal recente ontwikkelingen is zeer
gevoelig voor fouten van het type (a). De
eerste is het toenemend gebruik van het
Geografisch InformatieSysteem {GIS) als
preprocessor bij de ontwikkeling van
grondwatermodellen. Op zich is dit een
goede ontwikkeling, die het geohydro-
logisch onderzoek in grote mate kan
vergemakkelijken. In een GIS zijn echrer
gegevens opgeslagen met een zeer uiteen-
lopende ruimrelijke resolutie. De mare van
ruimrelijke variatie van deze gegevens
binnen het modelblok of -element zal dus
sterk uiteenlopen en men kan derhalve
deze gegevens niet zomaar combineren.
Een voorbeeld hiervan is het combineren
van kaarten van doorlatendheden mer die
van aquiferdiktes om transmissiviteiten te
berekenen. Len mogelijke oplossing voor
dit probleem is om, uitgaande van het
stochastisch veld model van ruimtelijke
variabiliteit en de originele meetgegevens,
cerst blokdoorlatendheden te berekenen
(bijvoorbeeld door het geometrisch
gemiddelde te nemen), dan de gemid-
delde dikte van de aquifer voor elk blok te
berekenen (bijvoorbeeld door een inter-
polatiemethode of met geologisch inzicht)
en dan pas deze gegevens te combineren
door voor elk blok het produkt van blok-
doorlatendheid en dikte te nemen. Een
weede ontwikkeling die zeer gevoelig is
voor fouten van het type (a) is het zoge-
naamde 'inzoomen’. Hierbij worden met
een grof model de gemiddelde stijg-
hoogten berekend voor grotere
elementen. Vervolgens wordt voor
bepaalde elementen een fijner model

gebouwd mert de stijghoogten van het
grove model als randvoorwaarden. Het
probleem treedt op als aan de kleinere
elementen binnen het grotere element
doorlatendheden moeten worden toe-
gekend. Om dit consistent te doen moeten
deze doorlarendheden zodanig worden
toegekend dar, bij de opgegeven vaste
randvoorwaarden uit het grovere model,
het fijnere model dezelfde flux oplevert
door het grotere element als al door her
grovere model was berekend. Dit is in
feite het inverse opschalingsprobleem.
Ook fouten van type (b) worden snel
gemaakr, Een alledaags voorbeeld hiervan
is het kalibreren van een model op één
bepaalde stromingssituatie (bijvoorbeeld
uniforme stroming) en het vervolgens
gebruiken van dit model om een situarie
met een geheel andere geometrie van de
stroming (bijvoorbeeld een nicuwe
onttrekking) te voorspellen. Het is duide-
lijk dat, omdat blokdoorlatendheden
afhankelijk zijn van de stromingsituatie,
men deze doorlatendheden beter niet kan
kalibreren op een nul-situatie waarvan het
stromingsbeeld sterk afwijkt van dat van
het te voorspellen scenario. Het is in een
dergelijk geval beter om tijdens de kali-
bratie te werken met vaste waarden voor
de blokdoorlatendheden (hoe ook
berekend) en modelparameters aan te
passen die minder gevoelig zijn voor de
geometrie van de stroming zoals intree-
weerstanden van waterlopen of nurtige
grondwateraanvulling. In dirt licht kan men
ook vraagtekens zetten bij de notie dat er
zoiets zou bestaan als Het grondwater-
model van een bepaald gebied waarmee
alle onderzoeksvragen zouden kunnen
worden opgelost. Immers, een andere
onderzoekvraag behelst veelal een andere
stromingsituatie en behoeft in feite andere
parameters en dus een ander model.
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Afb. 5 - Voorbeeld van
monitoringnetzverken by
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houd, bemonstering- en analysekosten:
jaarlijkse kosten) bekend zijn, kan een
grafick gemaakt worden van de kosten
van het monitoringsysteem tegen de tref-
kans van het monitoringsysteem. Op deze
wijze kunnen de verschillen in kosten
tussen alternatieve monitoringsystemen
eenvoudig zichtbaar worden gemaakt.
Voor het bepalen van de exploitatickosten
moet de frequentie van bemonstering en
het analysepakket bepaald worden.

Het resulraat van een MODISCO-bercke-
ning is een aantal monitoringnetwerken,
waarvan cr vier benoemd zijn: het initieel,
basis, geoptimaliseerd en praktijk moni-
toringnetwerk (zie tabel ). Van deze vier
en van tussenliggende monitoringner-
werken kunnen plots gemaakr worden
met ARC/INFO. Door een aantal
netwerken van één MODISCO-bereke-
ning naast clkaar te plotten, kan op
eenvoudige wijze inzicht verkregen
worden in de verdeling van de moni-
toringpunten bij verschillende trefkans
(zie atb. 5). Daarnaast kunnen naar keuze
plots gegenercerd worden met een ge-
selecteerd ontwerp tezamen met é¢n

of meer invoerparamelers.

Conclusies/evaluatie
De beschreven methode is gebaseerd op
een simulatie van het emissieproces en
het verspreidingsproces van veront-
reinigingen. Lien gevoeligheidsanalyse op
de diverse invoerparameters geell inzicht
in de betrouwbaarheid van de resultaten,
7.0 is de hoeveelheid verontreiniging, die
per emissiepunt toegevoegd wordt, een
belangrijke invoerparameter. Als in plaats
van 100 liter bijvoorbeeld 10 liter wordt
gebruikt, dan zal het monitoringnetwerk
veel dichter moeren zijn om dezelfde tref-
kans te kunnen bereiken.
De ontwerpmethode MODISCO kan als
instrument dienen bij een gestructureerde
| en gestandaardiseerde opzet van moni-
toringsystemen. De ontwerpmethode is
vooral geschikt voor de inrichting van
monitoringsyvstemen rondom lokaties
zoals stortplaarsen en bedrijfsterreinen,
waarbij sprake is van porentiéle punt-

bronnen. In het verleden werden moni-
toringsystemen opgezet op basis van
beschikbaar budget en gezond verstand’.
et belangrijke voordeel van de in dit
artikel beschreven methodicek is dat moni-
toringsystemen worden ontworpen op een
gestandaardiseerde en reproduceerbare
wijze, met gebruikmaking van de inzichten
in de lokale geohydrologische omstandig-
heden, stoftransporiprocessen en emissie-
processen. Met behulp van de geauromati-
seerde ontwerpmethode kunnen in korte
tijd veel alternatieven worden berckend.
Door de systematische aanpak kunnen de
alternatieven op een eenvoudige wijze
onderling vergeleken worden.

D¢ methode is voor het eerst toegepast
voor het ontwerp van het monitoring-
systeem op de voormalige stortplaats
Coupé¢polder te Alphen aan den Rijn
[IWACO, 1992]. Daarnaast 1s de methode
toegepast op twee bedrijfsterreinen in
Zuid-Holland, een stortplaats in Drenthe
en een bedrijfsterrein in Gelderland.
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