
Ijking van grondwatermodellen met Monte Carlo en mathematische 
optimalisatie 

Inleiding 
(îrondwatermodellen worden doorgaans 
met de hand geijkt. Als we de rapporteurs 
mogen geloven, dan schijnt dit meestal 
binnen enkele tientallen runs te lukken. 
Dit is verbazingwekkend, daar het via 
'gissen en missen' gelijktijdig optimaliseren 
van meerdere parameters nagenoeg 
onmogelijk is. Het kan dan ook behoorlijk 
misgaan. Dit komt echter alleen aan het 
licht wanneer er van een gebied twee 
geijkte modellen bestaan en deze 
volslagen afwijkende voorspellingen 
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opleveren [Olsthoorn, 1989]. Gezien de 
risico's is het van belang aandacht te 
besteden aan objectivering van het ijken 
van modellen. 
Ijking is in dit artikel synoniem voor 
modelkalibratie. Dit is optimalisatie van 
modelparameters c.q. het 'draaien aan 
modelknoppen' totdat de relevant geachte 
berekende en de gemeten waarden nog 
slechts minimaal van elkaar verschillen. 
In dit artikel worden twee ijkmethoden 
gedemonstreerd: een Monte Carlo-methode 
en een directe mathematische optimalisatie 
van modelparameters. Beide methoden 
worden toegepast op het grondwater­
model van de Amsterdamse Waterleiding­
duinen. 

Voorwerk en nawerk bij modelijking 
De te optimaliseren parameters represen­
teren bij deterministische grondwater­
modellen bepaalde fysische grootheden. 
Optimalisatie van deze parameters is 
echter pas zinvol nadat men zich zeker­
heid heeft verschaft over de mate waarin 
het gekozen model een geschikte repre­
sentatie vormt van de werkelijkheid. 
Toetsing hiervan moet aan elke ijking 
voorafgaan. 
Bij een gegeven model bestaat het ijken 
uit het gelijktijdig optimaliseren van een 
aantal parameters. Dit geschiedt door het 
minimaliseren van een nader te definiëren 
doelfunctie, waarvan de waarde geschikt 
moet zijn voor beoordeling van de juist­
heid van het model. 
De meest gebruikelijke doelfunctie bij 
grondwatermodellen is de som van de 
kwadraten van het verschil tussen de 
gemeten en berekende grondwaterstijg-
hoogten op alle bemeten lokaties en tijd­
stippen. Per lokatie en tijdstip kan zonodig 
een weegfactor worden toegepast. Andere 

Samenvatting 
Twee ijkmethoden voor grondwatermodellen worden beschreven, een Monte 
Carlo-methode en een mathematische parameteroptimalisatie. Beide methoden 
worden toegepast op het grondwatermodel van de Amsterdamse Waterleiding­
duinen. 
De Monte Carlo-methode blijkt relatief onnauwkeurig en wordt onbruikbaar 
wanneer meer dan circa 5 parameters tegelijk moeten worden geoptimaliseerd. 
De toegepaste mathematische optimalisatie is efficiënter en nauwkeuriger. 
Zij heeft de voorkeur bij de kalibratie van modellen. Mathematische kalibratie is 
de enige keus bij gelijktijdige optimalisatie van een groter aantal parameters. 
Het gepresenteerde mathematische optimalisatie-algoritme is eenvoudiger en 
werkt beter dan bekende, meer geavanceerde methoden. Het algoritme is 
bovendien gemakkelijk te implementeren, zonder aanpassing van het (grond­
water) model. De gegeven technieken lenen zich dan ook voor toepassing in 
praktijk. Zij zijn in dat opzicht als een doorbraak te beschouwen. Zij verdienen 
verre de voorkeur boven niet-reproduceerbare handmatige probeertechnieken. 

meetgegevens en voorinformatie over de 
parameters kunnen in de doelfunctie 
worden opgenomen fzie hiertoe [Carrera 
en Neuman, 1986a]). In dit artikel 
beperken we ons tot de basale vorm: 
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Ter vergemakkelijking van de beoordeling 
van het ijkresultaat berekenen we tevens 
de stijghoogtedeviatie [m]: 

dev = 
i = l 
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Hierin is de h, berekende en h, de 
gemeten stijghoogte op een bepaalde 
lokatie en eventueel tijdstip j • w is een per 
lokatie en eventueel per tijdstip te kiezen 
gewichtsfactor, m is het aantal beschikbare 
metingen. 
De volgende stap is de keuze van de te 
optimaliseren parameters. Hun aantal 
moet worden beperkt. Het moet in elk 
geval belangrijk kleiner zijn dan het aantal 
meetwaarden [Carrera en N'euman, 
1986a]. Naarmate het aantal parameters 
stijgt, wordt de passing van model en 
metingen beter, maar neemt de betrouw­
baarheid van de geoptimaliseerde para­
meters af. Het beste model levert een 
goede passing bij een zo klein mogelijk 
aantal parameters [Sun & Yeh, 1985; Yeh 
& Yoon, 1981]. 
Het reduceren van het aantal vrijheids­
graden of parameters wordt regularisatie 
genoemd. Ken veel gebruikte methode is 
zonering van het modelgebied. Per zone 
moet de gemiddelde waarde van de 

parameter worden bepaald. 
Ken andere mogelijkheid is de dikte van 
het pakket als 'hard' gegeven te hanteren 
met de gemiddelde doorlatendheid als te 
optimaliseren parameter [Olsthoorn, 1982; 
Olsthoorn en Kusse, 1986]. Hetzelfde kan 
men doen voor slecht doorlatende lagen, 
eventueel afhankelijk van hun samen­
stelling en voorspanning [Heij en Rester, 
1977]. 
Het gebruik van specifieke doorlatend-
heden en laagweerstanden leidt tot een 
minimaal aantal gelijktijdig te optimali­
seren parameters. Mocht bijvoorbeeld uit 
boorgegevens blijken, dat de samenstel­
ling van een formatie ruimtelijk belangrijk 
varieert, dan kunnen alsnog deelgebieden 
worden onderscheiden. In dit geval 
ontstaat een combinatie met voornoemde 
zonering. 
Ken laatste belangrijke vorm van regulari­
satie van de parameters is overschakeling 
op hun logaritmische waarde. Hiermee 
verdwijnen schaalverschillen en worden 
wijzigingen in feite relatief ten opzichte 
van hun grootte [Olsthoorn, 1982; Carrera 
en N'euman, 1986). 

De mate waarin parameters optimaliseer-
baar zijn, kan worden afgeleid uit de 
gevoeligheid van de doelfunctie voor 
variaties in hun waarde, wat weinig te 
maken heeft met de gevoeligheid van 
scenarioresultaten voor dezelfde para­
meters. Het laatste vergt altijd afzonder­
lijke aandacht in de vorm van een onzeker-
heidsanalyse achteraf. 
Parameters waarvoor de doelfunctie 
gevoelig is, hoeven nog niet per sé onaf­
hankelijk van elkaar optimaliseerbaar te 
zijn. Verschillende parametercombinaties 
kunnen dan een nagenoeg gelijk ijk­
resultaat opleveren. Het kan niet a 
priori worden uitgesloten dat geheel 
verschillende parametercombinaties tot 
een lokaal minimum van de doelfunctie 
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leiden. In beide gevallen is het ijkresultaat 
niet uniek. 
Het al dan niet uniek zijn van de geopti­
maliseerde parametercombinatie kan 
slechts achteraf worden onderzocht, in de 
regel door de ijking vanuit (extreem) 
verschillende parameterstartwaarden te 
herhalen. Dergelijk onderzoek is essentieel 
bij mathematische parameteroptimalisatie. 

Monte Carlo-parameter-optimalisatie 
De Monte Carlo-methode gaat uit van een 
groot aantal modelruns. Hike run wordt 
uitgevoerd met een bepaalde parameter­
combinatie. Deze combinaties worden 
verkregen door trekking uit de statistische 
verdeling die voor elke parameter af­
zonderlijk en a priori wordt gekozen. 
Na iedere modelrun wordt de waarde van 
de doelfunctie berekend. Uiteindelijk 
worden de parametercombinaties ge­
selecteerd die de laagste waarde van de 
doelfunctie hebben opgeleverd. 
Hieronder volgt het recept voor de Monte 
Carlo-methode: 
- Kies voor elk van de M te optimaliseren 
parameters een statistische verdeling die 
de verwachting weerspiegelt van de 
waarden die de parameter aan kan nemen 
(tabel I). 

TABEL I - Gebruikte uttgangszcaarJen parameter-
combinaties. 

Param. 
Dim 

Min 
Max 

kl 
|m/d| 

5 
50 

cl 
[dl 

5.000 
100.000 

k2 
[m/dl 

2 
20 

c2 
[dl 

1.000 
15.000 

- Kies het gewenste aantal modelruns, 
bijv. N= 1000. 
- Verdeel het traject van elk van de 
parameters in N stukjes van gelijke kans. 
- Trek binnen elk stukje van gelijke kans 
at random een waarde. Doe dit voor alle 
parameters. 
- Schud per parameter de getrokken 
trekkingen door elkaar en voeg de lijsten 
samen tot parametercombinaties. Op dit 
punt beschikt men over N parameter-
combinaties, samengesteld volgens de 
zogenoemde Latin Hvpercube methode 
(zie ook [Peck et ai, 1988]). 
- Draai het grondwatermodel voor elk 
van de N' parametercombinaties. Voor elk 
van de resultaten wordt de waarde van de 
doelfunctie berekend en genoteerd bij de 
parameierset die haar heeft voortgebracht 
rtabel II . 
- Sorteer de lijst tabel III en verricht 
nader onderzoek met de verkregen beste 
combinaties. 
De implementatie van de Monte Carlo-
methode geschiedt buiten het model om. 
T)e lijst parametercombinaties wordt 
tevoren aangemaakt. Hen BAICH-com-

rABEL 
(vgl- 2). 

SetNr 
[1 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

635 
636 
637 
638 

II - Parametersets met berekende Jeziatie 

kl 
[m/d) 

9,92 
10,48 
20,07 
6,26 
9,20 

24,37 
51.51 
13,63 
14,10 
30,38 

24,81 
14,82 
28,59 
33,09 

cl 
|d| 

12.243 
19.229 
21.491 
4.668 
9.408 

41.037 
66.715 
21.725 
21.077 
48.595 

32.084 
19.199 
19.478 
46.827 

k2 
[m/d] 

5,39 
3,31 
9,42 
4,51 
8,44 
6,60 
7,50 

11,12 
6,08 

18,39 

7.27 
7,23 
5,78 
4,65 

c2 
[dl 
6.896 
5.437 
5.727 
2.656 

11.501 
2.971 
2.386 
6.651 
3.839 
5.485 

5.249 
4.568 
2.251 
4.680 

dev 

M 
0,36 
0,52 
0,52 
0,95 
0,35 
0,70 
1,04 
0,44 
0,51 
0,73 

0,56 
0,48 
0,93 
0,64 

TABEL III - Beste 10 en sleehtste -I parametersets 
met berekenJ, y£ 2). 

SetNr kl cl 
| ] [m/d] |d] 

k2 
[m/d] 

c2 
[d] 

dev 
[m] 

381 
85 
11 

610 
289 
121 
431 

5 
580 
424 

101 
597 
220 
621 

13.0 
17,6 
18,7 
14,6 
15,6 
12,4 
15,3 
9,2 

10,9 
15,5 

6,4 
11,2 
38,2 
9,3 

11.273 
21.959 
22.178 
17.709 
13.490 
12.264 
14.350 
9.408 
8.671 

18.175 

5.168 
6.822 

50.558 
5.148 

5,5 
7,1 
5,3 
7.3 
4,2 
4,8 
5,6 
8,4 
5,6 
8,5 

9,9 
5,1 

10,0 
6,4 

8.324 
10.449 
8.682 
8.949 
8.530 
6.984 
8.024 

11.550 
9.400 

10.014 

1.380 
1.251 
1.214 
1.268 

0,34 
0,34 
0,34 
0,34 
0,34 
0,35 
0,35 
0,35 
0,35 
0,35 

1,13 
1,14 
1,15 
1,23 

mando regelt de procedure als volgt. Het 
start een FOR FRAX-programma dat 
steeds een volgende parameierset uit de 
lijst leest en de modelinvoer hieraan 
aanpast. Het start vervolgens het grond­
watermodel. Hierna wordt een ander 
FORTRAN-programma opgestart. Dit vist 
de stijghoogten ter plaatse van meet-
lokaties uit de uitvoer, berekent de waarde 
van de doelfunctie en voegt deze met de 
desbetreffende parameterwaarden aan een 
bestand toe. Deze cyclus herhaalt zich 
automatisch tot alle parametercombinaties 
aan de beurt zijn geweest. Het resultaat is 
een lijst met parameterwaarden waaraan 
de waarde van de doelfunctie is toege­
voegd tabel IF. Deze lijst wordt gesor­
teerd naar doelfunctiewaarde en gebruikt 
voor verdere analyse tabel III). 

Mathematische parameter­
optimalisatie 
De M parameters kunnen ook worden 
geoptimaliseerd door de doelfunctie 
mathematisch te minimaliseren. Deze 
doelfunctie stelt een M+l -dimensionaal 
vlak voor in een M-dimensionale para­
meterruimte. De procedure moet hiervan 
het laagste punt vinden. 
Over dergelijke optimalisaties zijn veel 
artikelen geschreven. Toepassing daarvan 

wordt beperkt door hun complexiteit, zowel 
wiskundig als modelmatig. De hier te 
demonstreren methode is echter simpel 
en wordt, evenals de Monte Carlo-
methode, geheel buiten het model om 
geïmplementeerd. Zoals aangetoond aan 
de hand van hun eigen voorbeeld is de 
ontwikkelde methode behalve eenvou­
diger ook efficiënter dan de complexe 
aanpak van Carrera en Neuman [1986] 
(zie [Olsthoorn, 1994]). 
De gewogen afwijking/ tussen berekende 
hj en gemeten stijghoogte h, wordt m bij 
waarnemingen: 

j£ -V»fó- ty j { F.m| (3) 

De doelfunctie F wordt dan in vector-
vorm: 

F=Pf (4) 

De gradiënt van F binnen een gebiedje 
ter grootte Aj> rond de huidige (log)-
parameter vector p volgt uit een Taylor-
reeksontwikkeling: 

gip + Ag) = gip) + Hip) • (A£) 

+ 0(||A/>||) (5) 

Termen van hogere orde verwaarlozend 
en A/> zodanig gekozen dat deze gradiënt 
verdwijnt, levert: 

Hip) • (A/>) = - gip) (6) 

de standaard multi-dimensionale Newton-
Raphson-relatie voor het vinden van het 
minimum van een functie. Hieruit volgt 
A/> mits HiP) en gip) zijn gegeven en Hip) 
niet singulier is. De nieuwe parameter­
vector wordt dan ip + A/> . 
Daar de doelfunctie F de speciale vorm 
f' ƒ heeft, kan hij worden gedifferentieerd 
om zo uitdrukkingen te krijgen voor de 
gradiënt en de Hessiaanse matrix H 
[Jennings & McKeown, 1992]: 

g=21Tf 

H=2ilTl + B) 

(7) 

(8) 

Waarin ]_ de m x n -matrix van Jacobi en 
ß, de som over alle waarnemingen j E 
TU..,m) van de/-gewogen bijdrage van 
nietlineariteiten van ƒ p [Jennings & 
McKeown, 1992]. 
De Newton-Raphson-relatie wijzigt nu in: 

1' 1 + § Ag: = -r f (9) 

De eerste matrix binnen # i s positief-
definiet. Dit hoeft niet te gelden voor de 
tweede matrix, ß. Deze wordt echter nul 
wanneer de berekende stijghoogten exact 


