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VOORWOORD. 
·==·=·==== 

De provinciale waterstaatsdiensten worden als grondwaterbeheerder 

veelvuldig gekonfronteerd met de noodzaak om de hydrologische in­

vloed af te schatten van nog niet gerealiseerde grondwateronttrek­

kingen, waarvoor een vergunning aangevraagd is op basis van de pro­

vinciale grondwaterverordeningen. Hiertoe is een beperkt aantal ana­

lytische formules beschikbaar dat slechts op de meest eenvoudige 

geohydrologische situaties betrekking heeft. Op zoek naar een hand­

zame rekenmethode voor meer gekompliceerde situaties trof de onder­

afdeling waterbeheer van de provinciale waterstaat Zeeland een wis­

kundige techniek aan, die (voorzover bekend) nog geen ingang gevon­

den heeft in de geohydrologie. Deze zogenaamde theorie der matrix­

funkties lijkt goede potentUUe toepassingsmogelijkheden te bieden 

voor de berekening van grondwaterstijghoogten in systemen die zijn 

samengesteld uit meerdere watervoerende lagen, gescheiden door 

slecht doorlatende lagen. (Zulke systemen treft men in de praktijk 

eerder als regel dan als uitzondering aan). 

Voor verschillende relatief gekompliceerde situaties levert de me­

thode goed hanteerbare analytische formules op. Ter evaluatie zijn 

standaard wiskundige technieken nodig die op veel computersystemen 

routinematig aangeroepen kunnen worden. 

De voorliggende nota bevat de nader uitgewerkte tekst van een voor­

dracht over dit onderwerp ter gelegenheid van eei;i studiedag van de 

Hydrologische Kring. De tekst zal ter publikatie worden aangeboden 

aan het tijdschrift H2o. 

In het kader van het interprovinciale automatiseringsoverleg water­

beheer (AOW) is een programmapakket in standaard Fortran 77 in voor­

bereiding dat op de methode der matrixfunkties gebaseerd is. Dit 

pakket zal programma's bevatten voor gegeneraliseerde versies van de 

formules van De Glee, Mazure en Bosch. Programma's voor niet-statio­

naire stroming van grondwater zijn in voorbereiding, en zullen te 

zijner tijd aan het pakket toegevoegd worden. Het programmapakket 

zal selfcontained zijn, zodat het ook geimplementeerd kan worden op 

machines die niet over de benodig<de wiskun.dige routines be~chikken. 
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Het gebruik van matrixfunkties in de geohydrologie. 

---------------------------------------------------
1. Inleiding. 

De bestaande analytische formules voor de stroming van grondwater be­

perken zich hoofdzakelijk tot situaties waarin sprake is van ~fin wa­

tervoerende laag. Deze stromingsgevallen laten zich door een enkele 

differentiaalvergelijking beschrijven. Voor een aantal verschillende 

randvoorwaarden zijn oplossingen in gesloten vorm bekend, zoals de 

formules van Mazure, De Glee, Theis, Hantush etc. Wanneer er meerdere 

lagen aanwezig zijn nemen de bestaande formules al gauw een ingewik­

kelde gedaante aan. Bekend is o.m. de formule van Huisman - Kemperman 

voor een tweelagensysteem. Ook Bruggeman en Ernst ontwikkelden formu­

les voor meerlagensystemen. 

Het voorliggende artikel heeft ten doel te demonstreren hoe met behulp 

van de theorie van de matrixfunkties ook voor situaties met veel wa­

tervoerende lagen relatief eenvoudige analytische uitdrukkingen af te 

leiden zijn. Het artikel sluit in verschillende opzichten aan bij een 

publikatie van C.J. Hemker in een recent nummer van het Journal of Hy­

drology (Hemke~ [1984)). De door Hemker aangegeven berekeningsmethode 

levert - voor zover de stromingssituaties identiek zijn - numeriek ge­

heel gelijkwaardige resultaten. Het onderwerp van het voorliggende ar­

tikel is dan ook niet zozeer de numerieke evaluatie van meerlagenpro­

blemen, als wel de presentatie van de oplossing in gesloten vorm. 

De lezer wordt verondersteld bekend te zijn met het bestaan van matri­

ces en met de elementaire rekenregels·die daarop bet:rekking hebben. 

2. De formule van De Glee. 

Als inleiding en om het geheugen te steunen wordt in deze paragraaf de 

formule van De Glee afgeleid. De differentiaalvergelijking is welbe­

kend: 

2 

4+.!.~ = _!_ 
dr r dr kDc 

waarin '=stijghoogte [L); 

kD = kD-waarde van de watervoerende laag 
I 

c = c-waarde van de semipermeabele laag 
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De bijbehorende randvoorwaarden luiden: 

lim -21tt'kD Af = Q dr r + o 

t ( r + m) • 0 

Fig. 1 geeft het rekenschema weer. 

Fig. 1. Rekenschema de Glee. 

De differentiaalvergelijking heeft als algemene oplossing: 

(2) 

(3) 

t = c1 Ko(~) + c2Io (~) (4) 

waarin: = t(kDc) 

c1en c2 zijn uit de randvoorwaarden op te lossen integratiekonstanten. 

Aangezien de funktie 1 0 oneindig grote waarden aanneemt voor 
r + m moet (op grond van (3)) c2 = 0 zijn, zodat 

4> = c iKo(~) (5) 

Differentiatie van deze uitdrukking en substitutie in randvoorwaarde 

(2) levert 
Cl r 

lim 2nrkD >:: Ki(>;) = Q 
r + o 

Nu is uit de theorie van de Besselfunkties bekend dat 

lim ~ K1(~) = 1 
r + o 

zodat uit (6) volgt: 

c1= _g_ 
2nkD 

Nl4/M 
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Hiermee gaat (5) over in 

(9) 

Dit is de formule van De Glee, in een wat ongebruikelijke notatie. In 

paragraaf 3 zal duidelijk worden waarom deze notatievorm gekozen is. 

3. Stationaire stroming naar een put in een n-lagen systeem. 

Alvorens in te gaan op het wezen van matrixfunkties, zal eerst gede­

monstreerd worden hoe simpel en elegant de methode werkt. Daartoe 

wordt in deze paragraaf de formule van De Glee uitgebreid tot een for­

mule voor stationaire stroming naar een put in een n-lagen systeem. 

Het rekenschema is weergegeven in fig. 2. 

Fig. 2. ~kenschema voor putstromlng in een 
n- lagen- systeem 

De differentiaalvergelijking voor laag i luidt: 

2 
d 'i 1 d.i ·i-1-·i •1+1-•i 
---r + - -- + -=-=--- + - 0 
dr r dr kDi ei kDici+l 

De bijbehorende randvoorwaarden zijn: 

lim -
d.i 

21trkDi Cir = Qi 
r + o 

•i (r + m) = 0 
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Voorts is to • 0 (konstant freatisch peil) 

en cn+l - m (ondoorlatende basis). 

Vgl. (10) geeft in feite een stelsel weer van differentiaalvergelij­

kingen die onderling gekoppeld zijn. De matrixtheorie biedt de moge­
lijkheid om dit stelsel in kom.pakte vorm te schrijven: 

(13) 

De randvoorwaarden luiden volgens deze schrijfwijze: 

lim - 2uD ~ • q dr r + o 

• (r + m) • 0 

(14) 

(15) 

_2 
Hierin zijn • en q vektoren, 

voorstellen: 

terwijl D en A vierkante matrices 

Nl8/N 

• - h 

•2 : 

D • kD1 

_2 

k~2 
'• •, . . ·· .. . . 

q• 

0 kD 
n 

Q1 

~2 . . . . . 
~ 

A = au a12 

... 
". 

. . ... 
... . . 

. . . . .. 
. . . . 

." . .. . . 
······ . . . . . . .. . . . . .. 

a a n-1, n-2 n-1, n-1 
a 
n-1,n 

a a n,n-1 n,n 
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_2 
De elementen van A bevatten de waarden kDici en kDici+l: 

ai,i-1 • -1/(kD c ) 
i i i - 2,n 

ai,i - l/(kDici) + 1/ (kDi ci+l) i " 1, n-1 

ai,i+l ... -1/(kDici+l) i - 1, n-1 

a " l/(kD c ) 
n,n n n 

overige elementen nul. 

De vergelijkingen (13) t/m (15) zijn qua vorm overeenkomstig aan de 

vergelijkingen ( 1) t/m ( 3). Het ligt dan ook voor de hand om een ge­

heel analoge oplossingsprocedure toe te passen, en achteraf te bezien 

of die procedure formeel te rechtvaardigen is. We veronderstellen 

daarom dat de algemene oplossing van (13) te schrijven is als; 

(16) 

waarin c 1 en c 2 vektoren zijn die als elementen integratiekonstanten 

bevatten. Kennelijk hebben we in (16) te doen met funkties van een ma­

trix, en het zal noodzakelijk zijn om te definiëren wat daarmee be­

doeld wordt. Voorlopig bekommeren we ons daar echter niet om, en we 

gaan door met het kopiëren van de oplossingsprocedure van paragraaf 2. 

Indien (net als voor de skalaire 10 -funktie) geldt: 

(17) 

dan volgt uit randvoorwaarde (15) dat c 2 = O, zodat 

(18) 

Geldt bovendien (naar analogie met de skalaire K0 -funktie): 

d { _1} _1 _1} 
-d K rA = -A Ki{ rA r o 

(19) 

en lim r A-1 K1 {rA-1 } = 1 (20) 

r + o 

(1 = eenheidsmatrix) 

Nl4/M 
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dan volgt uit randvoorwaarde (14): 

(21) 

Hiermee gaat (18) over in: 

1 { _1} _1 + = 2'1t K0 r.A m q (22) 

De vormovereenkomst met de formule van De Glee (9) is duidelijk. Wan­

neer de juistheid van de ondernomen stappen (16) t/m (21) aangetoond 

kan worden, dan is ( 22) een generalisatie van de formule van De Glee 

voor n-lagen. De matrix .&, die de plaats van de faktor >.. inneemt, is 

dan op te vatten als een gegeneraliseerde >.. -waarde. 

4. Matrixfunkties. 

De in paragraaf 3 gepresenteerde procedure is alleen gerechtvaardigd 
_l _l} _1 

als het lukt om matrixfunkties K {r A }, Ki {r A en 1 {r A } te 
0 0 

definiëren, zodanig dat: 
0 

(16) een oplossing is van (13) 

(17) 

_1 _1 
A Ki{r.& } (19) 

_1 _1 
0 lim rA K1 {r.& } = 1 (20) 

r + o 

Het blijkt dat aan de eerste eis op een simpele wijze voldaan kan wor­

den: 

Zoals bekend is kunnen de skalaire funkties K (x) en I (x) ontwikkeld 
0 0 

worden in machtreeksen: 

1 2 1 2 2 1 2 2 
"li" x ("tt x ) ("tt x ) 

I (x) "" 1 + 2 + --..,.,2~ + 2 + 
0 (11) (21) (3!) 

••••••• (23) 

Nl8/N 
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1 2 
1 4X 

K (x) = -{ln('l\"" x) + y} I (x) + 2 + 
0 ~ 0 (11) 

(1 + ~) 

2 
(l x2) 
4 2 + (1 + l + .!.) 

(21) 2 3 

r = o.577215665 ••••• 

3 
(l x2) 
4 + 

(31 ) 
2 ••••• (24) 

_1 
Indien men in deze reeksen de x vervangt door rA en de term 1 door 1 

(en voorts de normale vermenigvuldigingsregels voor matrices in acht 

neemt) dan is door substitutie van de zo gevormde matrix-machtreeksen 

in (13) aan te tonen dat K0 (rJ.-1) en I 0 (rA-1 ) ieder aan de matrixdif­

ferentiaalvergelijking voldoen. Voor de klasse van matrices waartoe 
_2 

A behoort (de zgn. diagonaliseerbare matrices) is verder eenvoudig 

aantoonbaar dat ook aan de vereisten (17), (19) en (20) is voldaan. 

Dit is in appendix 1 nader toegelicht. De toepasbaarheid van de in pa­

ragraaf 3 gevolgde procedure is hiermee bevestigd, of althans aanneme­

lijk gemaakt. Uitdrukking (22) is dus inderdaad een generalisatie van 

de formule van De Glee. Voor n=l is (22) identiek aan "De Glee"; voor 

n=2 aan "Huisman-Kemperman". 

5. Evaluatie van matrixfunkties. 

Het ontwikkelen van matrix-machtreeksen is in het algemeen erg bewer­

kelijk, en een goed deel van de literatuur over matrixfunkties is dan 

ook gewijd aan snellere en efficiëntere methoden om dit soort funkties 

te evalueren. Er is in dit artikel slechts ruimte aanwezig voor een 

summiere bespreking. 

Een funktie van een zgn. diagonaliseerbare matrix A (dat is het type 
_2 

waartoe ook A behoort) is volgens de theorie van de matrixfunkties 

te schrijven als: 

f {A} = P f 0.1) 

.. 

Nl4/M 
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Hierin is P een vierkante matrix die de eigen vektoren van A bevat, 
terwijl de waarden X1 t/m X de eigenwaarden van A zijn. (Men verwar­n 
re de notatie À voor een eigenwaarde niet met de hydrologische 

À - waarde!). Formule (22) is dus alternatief uit te drukken in de 
vorm 

+ • k P Ko (r{Àl) 

.. 
. 

Ko (rt'Ä. ) 
n 

_2 
waarin P de eigenvektorenmatrix van A is, terwijl Àl t/m Àn de ei-

_2 
genwaarden zijn van A • 

Een equivalente uitdrukking voor (26) is op een andere wijze afgeleid 
door Herrfi<.er [1984]. 

In de meeste numerieke bibliotheken (bijv. NUMRCN van het ENR reken­
centrum in Petten) zijn subroutines voor het berekenen van de eigen­

waarden Ài en de eigenvektoren-matrix P van een vierkante matrix A 

standaard aanwezig. Wie toegang heeft tot zo'n bibliotheek of anders­

zins kan beschikken over programma's voor het berekenen van eigenwaar­
den en eigenvektoren, kan een uitdrukking als (26) rechtstreeks pro-
gramme ren. 

6. Generalisatie van de formule van Mazure. 

Een tweede voorbeeld van de toepassing van matrixfunkties in de grond­
waters tromings theorie betreft de generalisatie van de formule van 
Mazure. Het rekenschema is weergegeven in fia. 3. 

Nl4/M 

Fig. 3. Rekenschema voor de generalisatie van de 
formule van Mazure 
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Voor het geval van ''n watervoerende laag is de oplossing algemeen be­

kend: 

(27) 

waarin: + = stijghoogte [L] 

À = spreidingslengte (L] 

De betekenis van h blijkt uit figuur 3. 

Voor een n-lagen-systeem luidt de matrixdifferentiaalvergelijking: 

dx 
_2 

(28) 

waarin + en A weer dezelfde betekenis hebben als in paragraaf 3. 

De bijbehorende randvoorwaarden zijn: 

• (0) = gegeven stijghoogtenvektor 

t (r + m) = 0 

(29) 

(30) 

Voorts is +0 = 0 (konstant freatisch peil) en cn+l = m (ondoorlatende 

basis). 

De algemene oplossing van (28) luidt: 

Uit randvoorwaarde (30) volgt dat c2 = 0 zodat 

•= 
Randvoorwaarde 

_1 
-xJ. 

e c1 

(29) levert 

c1 = t(O) 

waarmee (32) overgaat in 

•= e 

Nl8/N 
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-xA 

• (0) 

tenslotte: 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 
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Dit is de gegeneraliseerde vorm van de formule van Mazure. 

Numerieke evaluatie van deze uitdrukking is weer mogelijk met behulp 

van regel (25). 

7. Grondwatergetijden in een n-lagen-systeem (generalisatie van de formu­

le van Bosch). 

Als derde en laatste voorbeeld van de toepassing van matrixfunkties in 
de geohydrologie wordt hier de voortplanting van het getij in een 

n-lagen-systeem behandeld. Het rekenschema komt overeen met dat van 
figuur 3, met dien verstande dat nu h een harmonische funktie van de 

tijd is. Overeenkomstig met hetgeen in de elektrotechniek gebruikelijk 
is kiezen we voor h geen sinusvorm, maar een komplexe funktie omdat 

dat rekenkundige voordelen biedt: 

waarin 

h = ejwt «O) 

j = I (- 1) 
_1 

w = 27t/T [rad. T ] 

T = periode van het getij [T] 

(35) 

«o) = amplitude van het getij t.p.v. de oever [L] 

Amplitude en fase van deze funktie gedragen zich op exakt dezelfde 

wijze als die van een sinus. 
e De differentiaalvergelijking voor de i watervoerende laag luidt: 

Hierin is ~i = stijghoogte (L] 
2 _l 

kDi = kD-waarde [L T ] 
ei= c-waarde [T] 

(i = 1,n) 

ei = elastische bergingskoëfficiënt [dim loos] 

Stelt men: ~i = ~i ejwt 

dan gaat (36) over in 

N18/N 
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(i • l,n) 

Dit stelsel is weer in kompakte vorm te schrijven als: 

2 

d-f • (A-2 + jwB) • 
dx 

De randvoorwaarden zijn: 

Verder is 

• gegeven vektor, waarvan de elementen 

overeenkomen met het amplitude van het 

getij ter plaatse x • O • 

• (X + CD) = 0 

~o = O en c • CD 
n+l 

_2 

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 

De matrix A heeft weer dezelfde betekenis als in paragraaf 3, ter-

wijl Bis voor te stellen als: 

B == 

·· ... · . . . . 
E 
n 

kD 
n 

De oplossing van ( 39), ( 40) en ( 41) verloopt geheel analoog aan het­

geen in paragraaf 5 behandeld werd. Hij luidt: 

_2 

• = e -x./(A + jwB)• (O) (42) 

De elementen van de vektor • zijn komplexe getallen. Het amplitude in 

de ie laag wordt gegeven door: 
2 2 t 

amplitude i = [R~{~i} + Im{~1 } ] 

en de fase door 

fase 1 = arctang [Im{~1J / Re{~1 }] - k1t (k geheel) 

Nl4/M 
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8. Enkele numerieke voorbeelden. 

In appendix 2 zijn de listings opgenomen van een drietal computerpro­
gramma' s die gebaseerd zijn op de formules (22), (34) en (42). De pro­
gramma's zijn geschreven in standaard Fortr~n 77. Voor het berekenen 
van eigenwaarden en eigenvektoren van matrices wordt de routine NORDIG 
uit de numerieke bibliotheek ACCULIB aangeroepen (AC(J(J [1980]). De 

source is verkrijgbaar bij het Academisch Computercentrum Utrecht. 
Matrixinversie wordt uitgevoerd met de routines CGECO en CGEDI uit de 
programmabibliotheek LINPACK. Van deze routines is de source gepubli­
ceerd in de LINPACK-usersguide (SIAM [1979]). LINPACK is overigens 
voor een billijke prijs te koop bij IMSL te Houston. 
Het eerste voorbeeld betreft de gegeneraliseerde formule van De Glee 
(vgl. 22). De in- en uitvoer verloopt interaktief; figuur 4 geeft 
daarvan een illustratie. 

Het tweede voorbeeld is gebaseerd op de gegeneraliseerde formule van 
Mazure (vgl. 34) waaraan echter een uitbreiding gegeven is door reke­
ning te houden met de mogelijkheid dat de rivier niet volledig in alle 
watervoerende lagen insnijdt. Daardoor ontstaat een rekenschema. zoals 
in figuur 5 is weergegeven. Figuur 6 geeft een voorbeeld van de in- en 
uitvoer. 

Het laatste voorbeeld betreft de gegeneraliseerde formule van Bosch· 
(vgl. 42); zie figuur 7. 

Nl8/N 

Fig. 5. Geohydrol~lsch schema voor het. in figuur 6 
weergegeven rekenvoorbeeld. 
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DIT PPOGRA~MA BEREKENT DE VERLAGING IN EEN N-LAGEN SYSTEEM 
STATIONAIR VOLGENS DE GEGENERALISEERDE FORMULE VAN DE GLEE 
DE INVOER GESCHIEDT INTERAKTIEF 

A A!\ITAL LAGl=:N ? : 4 

LAAG :1 c <DAGEN>? 1000. 
KO CM2/DAG>? 250. 
nF.:BIET CMJ/DAG>T o. 

LAAG :2 c <DAGEN>? soo. 
Kf'> Cf\12/DAG>? 250. 
OFBIET CM3/DAG>? • 1000 • . 

LAAG :3 c WAGEN>? 1500. 
KD C'-12/DAG)? soo. 
f)FBI ET CM3/DAG)? o. 

LAAG :4 r. CDAGEM>? 3000. 
!(f) CM2/0AG>? 400. 
f"FRIET CM3/DAG)? 2000. 

AFt;Tl\NO ~AAROP DE VERLAGING MOET WORDEN REREKENDT :2s. 

RESULTATE!ll 

OPGEGFVE~ AFSTAND UIT ONTTREKKING :2s. M 

LAl\G r. <DAGEN> t<.D ("'12/DAG> DEBIET CM3/11AG) 

1 1000.00 250.00 .oo 
2 500.00 250.00 1000.00 
3 1500.00 500.00 .oo 
4 )000.00 400.00 2000.no 

VERLAGING 

.372 
1.943 

.443 
3.311 

Fig. 4. Voorbeeld in-/uitvoer gegeneraliseerde formule van De Glee. 

Nl8/N 
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DIT PROGRAMMA BEREKENT DE STATIONAIRE STIJGHOOGTEN IN EEN N-L.AGEN SYSTEEM VOOR HET GEVAL VAN EEN RECHTE RIVIER DIE IN EEN OF MEERDERE LAGEN INSNIJDT. DE INVOER GESCHIEDT INTERAKTIEF 

AA~TAL LAr,EN ?:4 

LAAG :1 ç <DAGEN>? 
ic:n <M2/0AG)? 

INSNIJDING IN DEZE LAAG 

LAAG :2 c <DAGEN)? 
Kn <M2/0AG)? 

INSNIJDING IN DEZE LAAG 

Lo\AG : 3 c <DAGEN>? 
l(l"l <M2/0AG>? 

INSNIJDING IN DEZE LAAG 

LAAG :4 C <DAGEN)? 
t<n <M2/DAG)? 

' 

' 

' 

:1000. 
:soo. 
<JA/NEE> 

:soo. 
:2so. 
<JA/NEE> 

:200. 
:200. 
(JA/NEE> 

:2000. 
:soo. 

IJA 

:JA 

:NEE 

RlVIERPEI 1. T • D. V • POLDERPf IL (~) ? : 2 • 
AFSTAND WAAROP DE STIJGHOOGTE MOET WORDEN ~EREKEND (M) 7 :25. 

RESULTATE"J 

OPGEGEVE~ AFSTAND UIT DE RIVIEQOEVER :25. M 

LAAG c ( 1)1\GEN) t<D (M2/0AG) INSl\JIJOING RillIE~PEIL 00 

1 1000.00 soo.oo JA 2.000 
2 soo.oo 2so.oo JA 
] 200.00 200.00 NEE 
4 2000.00 soo.oo NEE 

STIJGHOOGTE 

1.936 
1.938 
1.590 

.963 

Fig. 6. Voorbeeld in-/uitvoer gegeneraliseerde formule van Mazure. 

Nl8/N 
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DIT PROGRAMMA BEREKE~T DE STATIONAIRE DEMPING EN VE~TRAGING VAN HET GETIJ 
IN EEN N-LAGEN SYSTEEM VOLGENS DE GEGENERALISEERDE FORMULE VAN BOSCH. 
DE INVOER GFSCHIEDT INTERAKTIEF. 

AA~TAL Ll\GFN ? . 4 • 

LAAG l c <nAGEN) ? 
KO <M2/0AG) ? 
ELASTISCHE BERGINGSCOEFFICIENT 1 

LAAG ?. c (11AGEN> ? 
KO <M2/DAG) ? 
ELA~TISCHE BERGINGSCOEFFICIENT ? 

LAAG 3 c <nAGEN> ? 
KD CM2/DAG) ? 
ELA~TISCHE BERGINGSCOEFFICIENT ? 

LA l\G 4 c cnAGEl\J) ? 
KD CM2/DAG) ? 
ELA~TISCHE BERGil\JGSCOEFFICIENT '? 

AMPLITUDE VAN HET ~UITENWATER (~) ? : 2. 
PE~IOOE VA~ ~ET GETIJ <DAGEN> ? : .s 

1000. 
soo. 
.0001 

• 2000. • 
300. 

: .oo3 

: 400. 
• 250. • 
• .0006 • 

2000. 
750. 

• .0002 • 

AFSTA~D ~AAPOP DE DE~PING EN DE VERTRAGING MOETEN ~ORDEN HEREKENO (M) ? 25. 

RE<:;iJL TATEr-..1 

AMPLITUDE VAN HET BUITENWATER: 
OPGEGEVF~ AFSTA~D: 25.00 M 

LAAG C (1) AfïE~.J) 

1 iooo.no 
?. 2000.no 
3 400.oO 
'+ 200()."10 

KO ( fl-12/DAG) 

500.00 
300.00 
250.00 
750.00 

2.00 M 

ELASTISCHF: PER­
GINGSCOEFFICIENT 

.000100 

.003000 

.000600 

.000200 

DE~PINGS­
FAi<TOR 

.956 

.A24 

.903 

.9F>6 

VERTRAGING <DAGEN> 
EVT. +e5*K*PERIODE 

.00146 
·01596 
.00750 
.00245 

Fig. 7 Voorbeeld in- en uitvoer gegeneraliseerde formule van Bosch. 
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9. Diskussie. 

In dit artikel zijn enkele voorbeelden gegeven vari de toepassing van 
matrixfunkties in de geohydrologie. De mogelijkheden zijn daarmee ver­
re van uitgeput, en we hopen dat ons verhaal inspirerend genoeg is om 
de lezer uit te lokken zelf naar verdere toepassingsmogelijkheden te 
zoeken. Aangezien het voorkomen van meerdere watervoerende lagen in de 
praktijk eerder regel is dan uitzondering, verwachten we dat de ma­
trixrekening in ons vakgebied nog een nuttige rol zal kunnen vervul­
len. 

Doordat de matrixdifferentiaalvergelijkingen die hier gepresenteerd 
werden lineair zijn ligt het voor de hand om superpositietechnieken 
toe te passen, zoals de spiegeling ten opzichte van voedende grenzen 
of barri~res; superpositie van verlagingen ten gevolge van meerdere 
putten die bijvoorbeeld in verschillende lagen gesteld zijn, etc. 
Tenslotte nog een opmerking over de identifikatie van hydrologische 
parameters. Formules van het type (22), (34) en (42) zijn daarvoor 
uitstekend geschikt, zij het dat tengevolge van het grote aantal onbe­
kenden de traditionele curve-matching methoden niet meer toepasbaar 
zijn. Hier kan men eveneens de computer te hulp roepen. De provinciale 
waterstaat in Zeeland werkt met een niet-lineair optimalisatieprogram­
ma dat in wezen overeenkomt met het optimalisatiegedeelte van het 
RIVM-programma HYDROPAR, RID [1982). (Figuur 8 geeft een voorbeeld van 
een toepassing). Kortheidshalve zij verwezen naar de gebruikershand­
leiding van HYDROPAR waarin de methode helder uiteengezet is, en naar 
Leynse [1982). 

Nl8/N 
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tg •• 012 •9• .034 
• tb •• 014 • tb"028 

LAAG 1 

tgo.002 tgo.027 
·.-. • .ooa ..... .031 

,tg • .007 
tb..008 

LAAG 2 ,te • .072 
tb..OS4 

Berekende verlagingen met ge- j 
optimaliseerde bodemkonstanten : 

tg =gemeten verlaging 

tb =berekende verlaging 

OPTIMALE PARAMETERS: 

laag parameter optimum at.afwijking 

1 C (dagen) 2207 2655 
2 301 64 
3 997 288 

1 kD(m21dag) 1995 931 
2 272 100 
3 373 67 

Fig. 8. Voorbeeld van een geautomatiseerde schatting van hydrologische 

parameters in een 3-lagensysteem. (Voor deze illustratie zijn 

de meetwaarden gefingeerd). 
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APPENDIX 1. 
============ 
In het navolgende worden met behulp van uitdrukking (25) de stappen 

(17), (19) en (20) uit paragraaf 3 geverifieerd. Vooraf zij opgemerkt 
_2 

dat de matrix A behoort tot de klasse van diagonaliseerbare matrices 
_1 _2 

en dat A een êAnduidige wortel is van A • (Op het bewijs van deze 

beweringen kan omwille van de ruimte niet ingegaan worden). 

* Stap (19) luidt: 

Blijkens (25) geldt: 

_1 
K {rA } 

0 
= P K0 (rl>..i) 

K (rl>..2) 
0 . . . . ·. 

zodat 

Op grond van (25) kan dit geschreven worden als: 

d { _1} _l _1 
-d K rA = - A Ki{rA } r o 

hetgeen aangetoond moest worden. 

* Stap (20) luidt: 

_1 _1 
lim r A Ki{rA } = 1 
r + o 

Nl8/N 

K (rl>.. ) o n 

_l 
p 

-{>.. K1(rl>.. ) n n 

_1 
p 
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_1 { _1} De funktie rA Ki rA is volgens (25) te schrijven als: 

_1 _1 
r.A. Ki{rA } • 

• P rlX1K1(rlXr) 

rlX2K1 ( r./X2) ... . . . . . . . . . . . . . . 

zodat 
_1 _1} 

lim rA K1 {rA = 
r + o 

= P lim rlX1K1(rlX1) 

r + 0 lim rlX2K1(rlX2) 

= p 1 

Dit bevestigt stap (20). 

* Stap (17) luidt: 

1 . . 
" .. 

_1 
I (rA ) "" CD 0 . r + CD 

r + o ••• 

··. •. 
1 

. 
lim rlX K1 ( rlX ) 
r + o n n 

_1 _1 
P = PIP • 1 

_1 
p 

_1 
p = 

De juistheid van deze uitdrukking blijkt onmiddellijk wanneer men de 

funktie in diagonaalvorm schrijft en r naar CD laat gaan. 
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APPENDIX 2. 
=====-======· 

Deze appendix bevat ,de listing van de programma's voor de gegeneraliseerde 

versies van: 

De Glee 

Ma zure 

Bosch 

Nl8/N 

( 1 - 5); 

( 6 10); 

(11 - 14). 



c 
c ****************************************************************** 
c * * 
C * PROVINCIALE WATERSTAAT IN ZEELAND * 
C * AFDELING NAT * 
C * ONDERAFDELING WATERBEHEER * 
c * * 
c ****************************************************************** 
c 
C DIT PPOGRAMMA BEREKENT DE VERLAGINGEN IN EEN N-LAGEN SYSTEEM 
C STATJnNAIR VOLGENS DE GEGENERALISEERDE FORMULE VAN DEGLEE 
c 

PROGRAM GLEENL 
c 

EXTEQNAL GLEEN 
c 
C nEKL~RATIE IN BLANK COMMON 
c 

c 
co~~~n"1 .A <9000> 

DO 10 1=lt90 00 
A<T> = O. 

1 0 CONT T •.flJE 
c 
C OPENF~ FILES 
c 
C VOOR 70WEL DE FILE INPUT ALS DE FILF OUTPUT ~ORDT DE TER~INAL 
C GF.qRllTKT• HET TOETSENBORD FUNGEERT ALS •INPUT•, HET BEELDSCHERM 
C fll"'JGFS:RT ALS •OUTPUT' 
c 

c 

c 

OPE~ <l•FILE= 1 INPUT•> 
OPPJ (2,FILE= 1 0UTPUT•> 

WRJTF" (2t*) ' 1 

\IJRITF <2•*> 
1 • nrr PR~GRAMMA AERfKENT DE VERLAGING IN EEN N-LAGEN SYSTEEM• 

WR ITF ( 2 • *) 

l • sraTJONAIQ VOLGEN~ DE GEGENERALISEERDE FO~~ULE VAN DE GLEE• 
WRITF <2•*> ' DE INVOER GESCHIEDT INTERAKTIEF" 
lolRITF (2•*> ' ' 
~IRJTf (2t*) t AAl\JTAL LAGEN ?:t 
REAn <l•*> NL 

C REQE~F"""EN GEHEUGENRUI~TE DER VARTAPFLE 
c 

c 

c 

Il = 1 
12 = Il + 2*NL*:-.IL 
13 = T2 + NL 
14 = T3 + NL 
J5 = T4 + 2*NL*NL 
l~ = T c.; + ?.*r.JL *NL 
17 = Tb + 2*NL 
TR = T7 + 2*NL*NL 
19 = TA + ?*NL*NL 
Il 0 = 19 + 2*NL 

J F ( T l 0 • G T • Q 0 0 0 ) THE t·I 
ST0P '~RROR• GEHEUG~NRUIMTE t~ BLANK CO~MO~ TE KLEIN• 

Hm TF 

1 



CALL GLEEN<NL• A<Il>• A(l2h A<l3)t A(l4>t AUSh A(l6)t A(l7h 

c 

c 

1 A(IA), A<J9)) 

CLOSF <1> 
CLOSF' <2> 

STOP 
END 

c ********************************************************************** c 
SUBROllTINE GLEEN<NLt At Ct KDt KDINVt p, PHIVEKt PINVt Q, QVEK) 

c 
C DEKLARATIE <ARRAY) VARIABELEN, DE GEBRUIKTE BENAMING DER VARIA-
C BELEN SLUIT ZOVEEL MOGELIJK AAN BIJ DIE IN DE AFGELEIDE rORMU~ES 
c 

REAL C<NL), KDCNL>t KNUL 
c 

CO~PLFX A<NL•NL>• KDINV<NL•NL)• P<NL•NL>• PHIVEK<NL>• 
1 PINV<NL•NL>• Q(NL•NL>• QVEK(NL> 

c 
LOGIC~L LEFTt RIGHT, COMPLX 

c 
C DE SURROUTJNE NORDIG IS AFKOMSTIG VAN HET ACADEMISCH COMPUTER 
C CEl\ITRllM UTRECHT <ACCU> EN WORDT OP HET E.N.R. REKENCENTRUM TE 
C PETTFN VIA DE TRYLIB-BIBLIOTHEEK TER BESCHIKKING GESTELD. 
C OfSC~nON BIJ DIT PROBLEEM GEEN COMPLEXE GETALLEN VOORKOMEN• VRAAGT 
C DE RnllTI NE NORDI G TOCH COMPLEXE JJ'llVOER • VOOR HET VERDERE GEBRUIK 
C VAN n~ZE ROUTINE WORDT VERWEZEN NAAR HET ACADEMISCH COMPUTER 
C CEl\JTRllM UTRECHT• 
C DE R011TINES MTXCPR EN KNUL ZIJN EIGFN ROUTINES VOOR RESP. HET 
C PRODllKT VAN 2 COMPLEXE MATRICES DAN WEL HET BEREKENEN VAN DE 
C RFSSFLFUNKTJE. 
c 

EXTEPNAL NORDIGt MTXCPRt KNUL 
c 

c 

c 

LfFT = .TRUE. 
RJ GHT = • TPUE. 
CO~iPl_l( = .FALSE. 

PI = 4.*ATAN(l.) 

C INLE7~N c, KD EN DEBIET PER LAAG 
c 

r. 

on 1 o 1=1 , NL 
1.J P T TE < 2 • * > 1 1 

WDJT~ (?.,*) 1 LAAG :1, 
RF.110 (l,•) CC!> 
14 R T TE ( 2 • *) 1 

RF.110 <l•*> t<D<I> 
~IPTTE ((>,*) 1 

RF:AO <l•*> QVE 
()\IFK(J) = CMPLX(QVF,O.) 
1,~PTTE <?•*> ' ' 

1 0 <:O'H p1UE 

J, 1 C <flAGEN)? 

KD (M2/DACi)? :1 

DEBIET (~3/0AG>? :• 

: . 

C H·IVIJLLFl\I "'1ATRIX. A CA STAAT VOOR H00FOLETTER LAMBDA> 
c 

00 20 I=2•flJL 
A<T•I-ll = C"1PUCC-l./(KD(I>*CCJ)) ,o.> 

?O CO"Jî PIUF 

2 



c 

DO 30 I=l•NL-1 
A<T•I> = CMPLX<l.l<KD<I>*C<I>>+l./(KDCI>*C<I•l>>tOe) 
A<l•I•l> = CMPLX(-1.l<KD<I>*C<I+l))tOe) 

30 CONTT"JUE 
A<NL•NL> = CMPLX<l.l<KD(NL>*C<NL)ltO.> 

C INVULLEN MATRIX KDJNV 
c 

00 4 0 . I = 1 ' NL 
KnINV(J,J) = CMPLX<l.IKO(J)tO.) 

40 CO!\IT IMlJE 
c 
C BEREKfNEN EIGENWAARDEN EN LINKER EN RECHTER EIGENVEKTORE"I VAN DE 
c MATRIX A M.e.v. DE ROUTINE NORDIG <ACCU> VAN DE TRYLIB-BIBLJOTHEEK 
c 

CALL.MORDIG<At PJNVt p, NLt COMPLX• LEFTt RIGHTt ICOUNT> 
c 
C JMLEZFN AFSTAND WAAROP DE VERLAGING MOET WORDEN BEREKEND 
c 

READ <l•*> R 
c 
C INVULLEN MATRIX Q 
c 

DO 50 I=ltNL 
Q<T•I> = CMPLX<KNULCR*SQRT(REAL<A<ItI>>)) tO.) 

50 CO"IT T "IUE 
c 
C VFR~FNIGVULDIGEN MATRIX P MET Q, RESULTAAT IN A 
c 

CALL MTXCPR(At p, Ot NL• NLt NLt NL• NLt NL> 
c 
C VERMF~llGVULOIGEN MATRIX A MET PINVt RESULTAAT IN P 
c 

CALL MTXCPR(Pt At PINVt NL• NL• NL• NLt NLt NL) 
c 
C VERMFMIGVULDIGEN MATRIX ;:> MET KDJNVt RESULTAAT IN A 
c 

CALL MTXCPR(At Pt KDJNVt NLt NLt Nl• NLt NLt "IL) 
c 
C VER~Fl\IIGVULDIGEN MATRIX A MET VEKTOR QVEKt RESULTAAT 
C IN PHTVEK 
c 

CALL MTXCPR(PHIVEKt At QVEKt NL• Nlt NL• NLt NL• 1) 
c 
C VfKTnP PHIVEK DELEN DOOR 2*PI 
c 

c 

DO 6n I= l • NL 
PHTVEK(J) = PHIVEK(J)/(2.*PI> 

AO CnNTPWE 

C lllTPPJNTE"'J RESULTATEN 
c 

WR 1 T F ( 2 '*) ' ' 
WRITF <2•*> ' RESULTATEN' 
WRITF (2,tt) t t 

WRIT~ <2•*> ' OPGEGEVE~ AFSTANO UIT ONTTREKKING :•, Rt ' ~· 
WR IT F < 2 • *) ' ' 
~IR I TF ( 2 t 9999'1> 
00 70 I=l•NL 

WRTTE (2,9999A) I• CCT>t KD(I), REAL(Ql/EKCI>> t 

3 



l RFAL(PHJVEK(J)) 
70 CONTINUE 

c 
RETURN 

c 
C FORMAT LABELS 
c 
c 
99999 FORMAT ( 1 0LAAG 1 • 7Xt •c <DAGEN>'• 7Xt •KO (M2/0AG>•t 6Xt •OEBIE•, 

l 1 T <~3/DAG>'• 4Xt •VERLAGING (M)t/) 
q9998 fORMAf C14, FlS.2, Fl6.2t Fl9e2t Fl8.J) 

END 
c ********************************************************************** 
c 
C VERMENIGVULDIGEN VAN COMPLEXE MATRICES B EN C (B*C> 
c 

c 

c 

c 
c 

SUBRnUTINE MTXCPR(A, Bt Ct IA• 10. re. NB• MB. MC) 

COMPLFX A(IAtMC), B(IBtMB)t C(JC,MC> 

DO 30 I= 1'NB 
00 20 J=ltMC 

A<J.J> = <o.,o.> 
DO 10 K=ltMB 

A<ItJ> = A(ltJ) + B<ltK)*CCKtJ) 
10 CONTINUE 
?.O CONTINUE 
30 CONTTMUE 

RETUPl\I 

END 
c ********************************************************************** 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

c 

c 

DEZE Fl.INKTIE BEREKENT DE GEMODIFICfERDE BESSELFUNKTIE VA"J DE 2E 
SOORT ORDE 0 VOLGENS EEN POLYNOOM BENADERING 

LITERATUUR: HANDBOOK OF MATHEMATICAL FUNCTIOl\JS 
AUTEIJRS : ABRAMOWITZ AND STEGLIN 

FUNCTTOf\l KNUL(X) 

Rf~L x, Tt IO• KNUL 

IF <x.LE.O.> THEN 
STnP ' ERRO~· ARGUMENT IN BES5ELfUNKTIE GELIJK OF KLEI"'ER NUL• 

END TF 

JF ( x • G T • 2 2 • 3 ) T HE N 
Kl\11 IL = 0. 

fLSF.: 
IF <X.LE.2.> THEN 

T = X/3.75 
IO = l. + 3.5156?29*T**2• + 3.0899424*T**4• + 

1 l.2067492*T**6• + .2659732*T**8• + .036076A*T**l0. + 
2 .0045813*T**l2. 

KNUL= -ALOG(X/2.)*10 - .57721566 + .4227A42*CXl2.>**2• + 

1 .2306Q756*(Xl2.>**4• + .OJ4RP54*(X/2.>**6• + 
2 .00?~2698•(X/?.>**B• + .0001075*(X/2.)**10. + 
3 .0000074*(X/2.)**12. 
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c 

c 

EL<:;E 
KNUL = (l.25331414-.0783235A*(2./X)+.02189568*<2.IX>** 

i 2.-.01062446•<2.1x>••J.+.oosA7A72•<2.1x>**4.-.002s1s4•c2.1 
2 X>**S.+.00053208*(2.IX>**6.)/(5QRT<X>*EXP(X)) 

Ef\lf"l I F' 
END tF' 

PETURN 

END 

5 



c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

c 

**************************************************•··············· * • 
* 
* 
* 

PROVINCIALE WATERSTAAT IN ZEELAND 
AFDELING NAT 
ONDERAFDELING WATERBEHEER 

• 
• • 

* * ********************************••································ 
DIT PROGRAMMA BEREKENT DE STATIONAIRE STIJGHOOGTEN IN EEN N•LAGEN 
SYSTFEM VOOR HET GEVAL VAN EEN RECHTE RIVIER DIE IN EEN O~ MEERDE· 
RE LAGEN INSNIJDT. 

PROGRAM MAZURE 

EXTEqNAL MAZUR 

C OEKLAPATIE IN BLANK COMMON 
c 

COMM'1N A(9000) 
c 

DO 10 l=lt9000 
ACT>=O. 

l 0 COt-JT T MUE 
c 
C OPEN~~ FILES 
c 
C VOOR 70WEL DE FILE INPUT ALS DE FILE OUTPUT WORDT DE TERMINAL 
C GE~RlJTKT• HET TOETSENRORD FUNGEERT ALS •INPUT•• HET REELDSCHERM 
C FUNGF~RT ALS 'OUTPUT' 
c 

c 

c 

OPENcc;,FILE=•INPUT•> 
OPEN<~•FILE=•OUTPUT•> 

WRITFC6•*> t t 

WRITFC6•*>' DIT PROGRAMMA BEREKENT DE STATIONAIRE STIJGHOOGTEN IN 
*Ff N N-LAGEN SYSTEEM• 

WRITF<6•*>' VOOR HET GEVAL VAN EEN RECHTE RIVIER DIE IN EEN OF MEE 
*RDER~ LAGEN INS~IJDT.' 

WRITEC6•*>' DE INVOER GESCHIEDT INTERAKTIEF• 
WR IT F C 6, * > 1 t 

WRITF<6•*>' AANTAL LAGEN?:• 
READ<c;•*>"IL 

C RFRE1<FNF.N GEHEUGENRU I ~TE PER VAR I ARE LI:: 
c 

Il =l 
12=!1+2*!\IL*NL 
I3=1?+2*"JL*NL 
I4=I 1+~,fl 
IS=I4+2*il-JL*NL 
I6=Ic;+?.*'IL*Nl 
I7=I~+?*'ll*NL 
!~=17+?.*NL 
J9=I q+ML 
Il O= T''.l+NL 
Ill=Tl0+2*NL 
I 12=T11+2*NL*NL 
Il 3= Tl 2+ NL *NL 
Il4=Tl3+2*NL*NL 
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c 

c 

c 

c 

Il 5= Il 4+ 2*NL 

IF(IlS.GT.9000>THEN 
STOP 'ERROR• GEHEUGENRUIMTE IN BLANK COMMON TE KLEIN• 

END TF' 

CALL MAZUR<NL1A<Il>1A<I2>1A<I3JtA(I4)tA<IS>1A(I6)1A(I7>, 
* A<TA> 1A(J9) tA<IlO> 1A<Ill> tACI12> tACilJ> tA(Il4)) 

CL0SF:<S> 
CLOSE'< 6) 

F.:ND 
c ********************************************************************** 
c 

SUAROllTINE MAZURCNL1A181C1EEN1P1PINV1H1IPVT1KD1PHIVEK1Q1W1WM1Z) 
c 
C DEKLARATIE <ARRAY> VARIABELEN, DE GEARUIKTE BENAMING DER VARIA-
C RELEN SLUIT ZOVEEL MOGELIJK AAN BIJ DIE IN DE AFGELEIDE FORMULES 
c 

REAL C(NL>1KD<NL>•W(NL) 
c 

INTEGFR IPVT (NU 
c 

COMPl.FX A(NL1NL>1B<NL1NL>1EEN<NL1NL)1PINV(NL1NL)1P(NL1NL>1H(NL>1 
* PHIVFK<NL>1Q(NL1NL>1WM<NL1NL>•Z<NL>1DET 

c 

c 
LOGICAL LEFT1RIGHT1COMPLX 

c 
C OE ~118ROUTINES NORDIG• CGECO EN CGFDI ZIJN AF(OMSTIG UIT DE TRYLIB 
C RIBLTnTHEEK VAN HET E.~.R. REKENCENTRUM TE PETTEN. 
C OFSC~nON RIJ DIT PROBLEEM GEEN COMPLEXE GETALLEN VOORKOME~t VRAGEN 
C VOORNnEMDE ROUTINES TOCH COMPLEXE INVOER. VOOR HET VERDERE GEBRUIK 
C VAN nFZE QOUTINES WORDT VERWEZEN ~A~R OE TRYLIBgIALIOTHEEK. 
c DE 511~ROUTINE '"1TXCPR IS EEN EIGE~.J ROUTINE vooq HET \/ERMENIGVULDI-
c GFN V~N 2 COMPLEXE MATRICES. 
c 

c 

c 

EXTEQ~AL 1\IORDIG1CGECOtCGEDI 

LEFT::.TRUE. 
P.IGHT=.TRUE. 
COMPI. X =• F ALSE • 

C P.JVULLEt\I EENHEIDSMATRIX <EEN> 
c 

00 5 T=l•"'L 
Ei=- "I ( I • I ) = ( 1 • • 0 • ) 

S COl\IT Tl'tUS:: 
c 
C INLE~FN c, KD EN MOGELIJKE INSNIJOING PER LA~G 

c 
INSl'J=O 
DO 1 n 1 = l , NL 

WPTTE<61*)' ' 
W~TTE(6,*)' LAAG :•.1,• C (DAGFN)? 
RFA0(51*)C(l) 
l~PTTE: (61*) t Kf) (M2/!>AG)? 
RFllD(St*)KD<I> 

: . 
: . 
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IF<INSN.EO.O>THEN 
WRITE<6t*)' INSNIJDING IN DEZE LAAG' (JA/NEE> :• 
READ<S,7>IANTW 
IF(IANTW.EQ.•NEE 1 >THEN 

INSN=l 
W<I>=lOOElOO 

ELSE 
W<I>=O. 

END IF 
Et~SE 

W<I>=lOOElOO 
ENO IF 
WRJTE (6,*)' ' 

10 CONTINUE 
c 
C INVULLEN MATRIX A (A STAAT VOOR HOOFDLETTER LAMBDA> 
c 

DO 30 I=2•NL 
A(J•I-l>=CMPLX(-1./(KD<I>*C<I>>•O•> 

30 CONTINUE 
DO 4 0 I = lt NL -1 

A<T•l>=CMPLX<l.l<KD<I>*C<I>>•l.l<KD<I>*C<I+l))tO.) 
A < J , I + l > =CM PL X < -1 .1 ( K D ( I ) *C ( I + 1 ) > , 0 • > 

40 CONT J l\llJE 
A(NLeNL>=CMPLX<l.l<KD<NL>*C(NL)),O.> 

c 
C AEREKENEN EIGENWAARDENVEKTOR VAN A EN LINKER EN RECHTER EIGENVEKTO 
C REN VAN A <PINV EN P> M.B.V. DE TRYLIB-ROUTINE NORDIG <ACCU>. 
c 

CALL NORDIG(A,PINVtPtNLtCOMPLX•LEFTtRIGHTtlCOUNT> 
c 
C INVULLEN MATRICES WM EN Q, WM BEVAT O.M. DE I~TREEWEERSTAND 
C VAN nF RIVIER. WANNEER EEN LAAG WORDT INGESNEDEN WORDT IN DIT 
C PROGPAMMA W=O. GESTELD• ZONIET DAN WORDT w ONEINDIG VERONDER• 
C STELn. 
c 

DO At:; I= l t NL 
W~Cltl>=CMPLX<W<I>*KO(l)tO.) 
QCT•I>=CSQRT<A<I•I>> 

85 CONT T~IUE 
c 
C VERMFNIGVULDIGEN MATPIX WM MET MATPJX p, RESULTAAT IN R 
c 

c 
C VER"'1Fl'IJGVUUHGE'I MATRIX A ._,ET MATRIX Q• ~ESULTAAT IN WM 
c 

c 
C \lfRMF~tIGVULOIGEN MATPJX WM MET MATPJX PINVt ~ESULTAAT IN R 
c 

CALL ~TXCPR(BtWMtPJNV•NL•~L•NL•NL,NLtNL•IFAIL> 
c 
C OPTF.:LLEM :...iATRIX B EN EENHEIDSMATRIX <E:EN) 
c 

no A7 I=l•NL 
Dn 8A J=l•NL 

WM(l,J):g(J,J)+fEN<l•J> 
AA CnNTINUE 
87 CO"IT r~1uE 

8 



c 
C REREKFNEN INVERSE VAN MATRIX WM MET DE TRYLIB•ROUTINES CGECO EN 
C CGEDt <LINPACK> 
c 

c 

CALL CGECO(WMtNLtNLtlPVTtRCONDtZ) 
CALL CGEDI<WMtNLtNLtIPVTtDETtZtOl> 

C INLEZFN H-NUL EN DE AFSTAND WAAROP DE VERLAGING MOET WORDEN 
C REREKEND 
c 

c 

WRITF<6•*>• RIVIERPEIL T.o.v. POLDERPEIL (M) ':• 
READ<S•*>HNUL 
WRIT~<6•*>• AFSTAND WAAROP DE STIJGHOOGTE MOET WORDEN BEREKEND (M) 

* '!' : t 

REAO<S•*>X 

C INVULLEN VEKTOR PHIO 
c 

DO 90 I=ltNL 
H<Î>=CMPLX<HNULtO•> 

90 CONTT~LIE 
c 
C INVULLEN t.1ATRI X Q 

c 
DO 1 on I =l .NL 

QCJ•I>=CEXP(-X*CSQRT(A(I•I))) 
100 CONTJMUE 
c 
C VERMFNIGVULDIGEN MATRIX P MET Q, RESULTAAT IN A 
c 

CALL ~TXCPR(8•P•Q•NL•NL•NLtNL•NL,NLtIFAIL> 
c 
C VERMFNIGVULDIGEN MATRIX A MET PINVt RESULTAAT IN A 
c 

CALL ~TXCPR(AtB•PINV•NL•NLtNL•NLtNL•NL•IFAIL> 
c 
C VfR~F""IIGVULDIGEN MATPIX A MET WM, RFSULTAAT IN P 
c 

CALL MTXCPP(PtAtWM,NL•NLtNLtNLtNLtNLtIFAIL> 
c 
C VEqMF~IGVULDIGEN MATRIX P MET H• QfSULTAAT IN PHIVEK 
c 

CALL MTXCPPCPHIVEK,PtHtNL•NltNL•NL•NL•l•IFAIL> 
c 
C lJl TPRT NTEN RESULTATEN 
c 

WPITFC6•*> • t 

~PITF"Cfi•*>• RESULTATFN 1 

WPITl='C6•*> • t 

WPtTFC6•*>' OPGEGEVEN AFSTAND UIT [)F RIVIEROEVER :e,x,• ~· 
WRITl='C6•*>' ' 
\<IR ITF c F., 1 > 

DO 2nn I=ltNL 
PYTR=~EALCPHIVEKCI>> 
1-iP=REAL (H CI)) 
ll='CW(I).EQ.O.>THEN 

IF < I .EQ. l > THF.N 
wRITEC6,?.>I•C(J),KDCI>•HRtPHJR 

ELSE 
WRITEC6,4)I•C(J),KD(J),pHJR 
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END IF 
Et~SE 

IFCl.EQ.l>THEN 
WRITEC6t3)JtC(l)tKDCl)tHR,PHIR. 

ELSE 
WRITEC6t6)J,CCI>•KDCl>tPHIR 

END IF 
END IF 

200 CONTi11.1UE 
c 

RETURN 
c 
1000 
c 
c 

STOP •ERRORt FOUT TIJDENS INLEZEN VAN FILE IN• 

fORM1'T LABELS 
c 
l 

2 
3 
4 
6 
7 
c 
c 

FORMATC•lLAAG C <DAGEN) KO CM2/DAG> 
*CM) STIJGHOOGTE (M)t,/) 

FORMAT(l4t2Fl2.2tlOXt•JA•tflS.3,fl9.3) 
FORMATCI4t2Fl2e2t9X,•NEE•,fl5.3tF19.3) 
FORMATCl4t2Fl2.2tlOXt 1 JA•tl5XtFl9.3) 
FORMATCl4•2Fl?.2,9X,•NEE••l5XtFl9.3) 
FORMAT CAJ) 

ENO 

INSNIJDING 

C VERMENIGVllLDIGEN VAN COMPLEXE MATRICES B MET C (3*C> 
c 

SUARnlJTINE MTXCPRCAtAtC•IAtIBtlC,NBtMBtMCtifAIU 
c 

COMPLFX A(JA,MC),8(J8tM8),C(IC,MC> 
c 

DO 10 I=l•MA 
on 20 J=l•MC 

ACltJ):(O.,O.> 
20 CONTINUE 
10 CONTINUE 
·C 

on. 1 on I =l ,NA 
on 11 o J= l • MC 

DO 120 K=ltMA 
A(J,J>=A(J,J)+BCitK)*C(K,J) 

120 cn~TINUE 
110 COMTINLJE 
10 0 CONT P..IUE 
c 

RFTURf\1 
c 

ENI) 
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c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

c 

c 
c 

****************************************************************** 
* • 
* 
* 
* 
* 

PROVINCIALE WATERSTAAT IN ZEELAND 
Af"DELING NAT 
ONDERAFDELING WATERBEHEER 

* 
* 
* 
* ****************************************************************** 

DIT PROGRAMMA BEREKENT DE STATIONAIRE DEMPING EN VERTRAGING VAN 
HET GETIJ IN EEN MEER-LAGEN SYSTEEM VOLGENS DE GEGENERALISEERDE 
FORMULE VAN BOSCH. 

PROGRAM GETIJ 

COMMON A(9000) 

EX TEQl\IAL GETY 

C OPEN~l\I FILES 
c 

c 

c 

c 

OPEN <l•F'ILE= 1 INPUT•> 
OPEN <2•f"ILE= 1 0UTPUT•> 

00 10 I=lt9000 
A<J) = O. 

10 CONTil\IUE 

WPITF._ <2•*> •DIT PROGRAMMA BEREKENT DE STATIONAIRE DEMPING EN t// 
1 'VEqTRAGING VAN HET GETIJ' 

WRITF. (2,*> •IN EEN N-LAGEN SYSTEEM VOLGENS DE GEGENERALISEERD•// 
1 •E FnRMULE VAN BOSCH.• 

ltJRITF <2•*> •DE INVOEP GESCHIEDT INTERAKTIEF'. t 

WRITF <2•*> ' ' 
t.otRITF <2•*> •AANTAL LAGEN ? : ' 
RE AD < l • * > NL 

C RERE~FNEN GEHEUGENRUIMTE PER VARIAPELE 
c 

c 

c 

c 

Il = l 
12 = Tl + NL*NL 
13 = T2 + NL *NL 
14 = 13 + NL 
IS = T4 + 2*NL*NL 
16 = T5 + NL 
T7 = T f, + NL 
IA = J7 + 2*NL*NL 
19 = T8 + 2*NL*NL 
Il 0 = 19 + 2*!\JL 
Il 1 = Il 0 + 2*NL 
Il~ = Il 1 + 2*NL*NL 

1 f ( T l c. G T • 9 0 0 l> THE N 
ST~P 1 ERR0Rt ALAN~ KOMMON TE KLF.JN• 

fND TF 

CALL GETY(NL• A<ll>• ACJ2), A(l)), A(l4), ACIS>• A(l6), ACl7h 
l A(JR), A(JQ), A<llO), A(Jll)) 

DO 21l I=l•? 
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c 

CLOSE ( I) 
20 CONTINUE 

STOP 
END 

c ********************************************************************** 
c 

SUBROUTINE GETY<NL, A, 9, c, cc, EPS, KO• p, ?H, PHI, PHINULt. 
1 PINV> 

c 
C DEKLARATIE <ARRAY> VARIABELEN• DE GEBRUIKTE BENAMING DER VARIABE-
C LEN ~LUIT ZOVEEL MOGELIJK AAN BIJ DIE IN DE ArGELEIDE FORMULES• 
c 

c 

c 

c 

REAL A<NL•NL>• B<NLtNL>• CCNL>• EPSCNL>• KD<NL) 

CO~PLFX PHJNULCNL>• PHICNL), CC<NL•NL)• P<NLtNL>• PINV<NL1NL)t 
1 PH(NL•NL>• JEE 

LOGICAL LEFT• RIGHT, COMPLX 

C DE SlJAROUTINE NOROIG IS AFKOMSTIG VAN HET ACADEMISCH COMPUTER CEN-
C TRUM UTRECHT EN WORDT DOOR HET E.N.R. REKENCENTRUM TE PETTEN VIA 
C DE TQYLIB·AIBLIOTHEEK TER BESCHIKKING GESTELD. VOOR HET GEBRUIK 
C VAN DFZE ROUTINE WORDT VERWEZEN NAAR HET ACADEMISCH COMPUTER CEN-
C TRU~ ÛTRECHT (ACCU>. 
C DE SURROUTJNE MTXCPR IS EEN EIGEN ROUTINE VOOR HET VERMENJGVUL.DI· 
C GfN V4N TWEE COMPLEXE MATRICES 
c 

c 

c 

c 

EXTER~AL NORDIG• MTXCPR 

LEF'T = .TRUE. 
RIGH"T: = .TRUE. 
COMPLX = eTRUE. 

JEE = < 0. , 1 • > 
PIE = 4.*ATAN<l.> 

C JNLE7FN DATA INTERAKTIEF 
c 

c 

WR IT F ( 2 • * ) ' ' 
DO 10 I=ltNL 

WRTTF. <2•*> 'LAAG '• J, t C (DAGEN> ? :t 
RF' AD ( l '*) C ( 1 ) 
WPTTE <2•*> ' KD (M2/DAG> ? : t 
RF"AD <lt*) KD(J) 
WPTTE <?•*> ' ELASTISCHE BERGI~GSC~EFFICIENT? :• 
RF'AD (},•) EPS<I> 
WRTTE <2•*> ' ' 

10 COl\ITJl\tUE 
WPITF <2•*> 'AMPLITUDE VAN HET BUITENWATER <~> ? :• 
READ <l•*> AMP 
WRITF <?.•*> •PERIODE VAN HET GETIJ <DAGEN> ? :• 
RfAn <l•*> PER 
OMEGA = 2.*PIE/PER 
WPIT~ (2t*) •AFSTAND WAAROP DE DEMPING EN DE VERTRAGING ~OETEN'll 

1 ' WnRDEN AEREKEND (M) ? :• 
REAO Cl•*> X 

C INVU~LEN VEKTOR PHINUL 
c 
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c 

DO 20 I=ltNL 
PHT NUL< J) = AMP 

20 CONTTMUE 

C INVULLEN MATRIX A <A STAAT VOOR HOOFDLETTER LAMBDA> 
c 

c 

DO 30 I=l•NL 
IF <I.t>.JE.l> THEN 

A<l•I-1> = -1.l<KD<I>*C<I>> 
END IF 
If <I.NE.NL) THEN 

A<l•I> = l.l<KD<I>*C<I)) + 1.l<KD<I>*C<I•l>> 
A<l•I+l> = -1.l<KDCI>*C<I+l>> 

ELSE 
A<NL,NL> = l.l<KD(NL>*CCNL>> 

ENO IF 
30 CO~TJNUE 

C INVULLEN ~ATRIX B 
c 

c 

DO 40 I=ltNL 
8CJtl> = EPS<I>IKD(J) 

40 CO"IT If\llJE 

C SAMEN~TELLEN MATRIX CC: CC=A+J*OMEGA*B 
c 

DO 60 I=l•NL 
Dn 50 J=l•NL 

CC(I,J> = ACI,J> + JEE*OMEGA*B<I•J> 
50 COMTINUF 
6 0 CONT J l\IUE 

c 
C REREKFNE~ EIGENWAARDfN EN LINKER EN RECrlTER EIGENVEKTOREN VAN DE 
C MATRTX CC M.B.V. DE TRYLI8-ROUTINf NORDIG <ACCU>. 
c 

CALL ~ORDIG<CC• PJNV• p, NLt COMPLXt LEFTt RIGHT• ICOUNT) 
c 
C SA~E"l~TELLEN DIAGONAAL MATRIX PH: PH(Jtl>=EX?C-X*CSQRT<LA~CI))) 

c 

c 

DO AO I= l • NL 
D"\ 70 J=l•NL 

IF <I.EQ.J) THFN 
PHCltJ) = EXP(-X*CSQRT<CCCltl>>> 

ELSE 
PH ( I • J) = ( 0 • '0 • ) 

END JF 
70 C"''l"-lT I ~UE 
-~O r.011.JTJl'.JIJE 

C VERMENIGVULDIGEN MATRIX ? MET PHt RFSULTAAT l~ CC 
c 

CALL MTXCPRCCCt P• PH• NL• NL• NL• NLt NL• NL• IFAIL> 
c 
C VFRMFNIGVULOIGEN MATRIX CC MET PINV• RESULTAAT IN PH 
c 

CALL MTXCPRCPHt CCt Pll\JV• NL• NL• l\'L' Nlt NL• Nlt IFAIU 
c 
C VEqMF~1IGVULOIGE~ MATRIX PH MET VEKTOR PHI~UL, RE~ULTAAT IN PHI 
c 

CALL MTXCPR(PHlt PH, PHINUL• Nlt NL• NL• NL• ~l• l• IFAIL> 
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c 
C ONTLEDEN PHI IN DEMPING EN VERTRAGING EN PRINTEN RESULTATEN 
c 

c 

c 

WRITE (2t99999) AMPt X 
DO 90 I=ltNL 

DEMP= SQRT(REAL<PHI(l))**2.+AIMAG(PHI<I>>**2•)/AMP 
VERTR = ATAN(AIMAG<PHl(l))/REAL(PHl(l)))/O~EGA 
WRjtE (2,99998) It C(l)t KO(l)t EPS(l)t OE~P, •VERTR 

90 CONTINUE 

RETUR~ 

C FORMAT LA13ELS 
c 
c 
999q9 FORMAT <'1RESULTATEN 1 //•0AMPLITUDE VAN HET BUITENWATER:•, f9e2• 

1 ' M•l•OOPGEGEVEN AFSTAND:•, f9e2t 1 Mt// '0LAAG C (DAGEN) KO 1, 

2 '<M?/DAG> ELASTISCHE BER- DEMPINGS- VERTRAGING (DAGEN)'/ 
3 31X• •GINGSCOEFFICIENT. FAKTOR•• 7Xt •EVT. +.S•K•PERIODEt/) 

99998 FORMAT (I4t fl0.2t Fl2.2t Fl6.6t Fl4.3t f20.S> 
END 

c ********************************************************************•• 
c 
C VERMENIGVULDIGEN VAN COMPLEXE MATRICES B MET C <B*C> 
c 

c 

c 

c 

c 

SUBROUTINE MTXCPR(A, Bt c, !At IBt ICt NBt MB• MCt IFAIU 

COMPLEX ACIAtMC), RCIBtMB), C(JC,MC) 

DO 30 l=l.NA 
DO 20 J=ltMC 

ACitJ) = <O.,o.> 
DO 10 K=ltMB 

A<I•J> = ACltJ) + BCltK)*C<KtJ) 
10 CONTINUE 
20 cm1TINUE 
10 CONTINUE 

RETURN 

END 
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