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Bijlage I. Kalman filtering.

UITGANGSPUNTEN

Om de stijghoogte te interpoleren kan via twee wegen informatie over de
werkelijke grondwaterstroming worden gebruikt:
- systeemkennis

- stijghoogte waarnemingen

Systeemkennis

Op basis van geologische en hydrologische informatie kan een zo groot
mogelijk deel van de grondwaterbeweging worden verklaard. Vrijwel al-
tijd gebeurt dit via een numeriek geohydrologisch model. De parameters
worden met behulp van waarnemingen geijkt, waarna "het model" klaar is
en de gewenste interpolatie kan worden uitgevoerd. In de deterministi-
sche gedachtengang kan de werkelijkheid oneindig dicht worden benaderd
door meer detail in het model op te nemen, dus door kleinere roosteraf-
standen en meer gedifferentieerde gegevens over parameterwaarden. Het
verschil tussen de werkelijkheid en het model wordt als het ware gezien
als een soort afbreekfout en niet als een conceptuele grootheid. Omdat
aangenomen wordt dat die afbreekfout binnen de gewenste marges kan
worden gebracht, wordt (na ijking) de informatie uit de verschillen

tussen werkelijkheid en model niet verder benut.

Bij stochastische modelconcept wordt het verschil tussen de werkelijk-
heid en het model expliciet in rekening gebracht. Daarmee wordt in-
herent geaccepteerd dat met het model niet de volledige werkelijkheid
kan worden beschreven. Het verschil tussen modelbeschrijving en werke-

lijkheid wordt systeemruis genoemd.

"werkelijkheid" = "model" + "systeemruis”
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De gedachtengang is nu dat de globale grondwaterstroming met een rela-
tief weinig gedetailleerd model kan worden beschreven. Om toch een
gedetailleerd beeld van de werkelijkheid te krijgen wordt gebruik ge-
maakt van de statistische structuur in de systeemruis en van de actuele

waarnemingen.

We gaan uit van een niet-stationair, numeriek, deterministisch stijg-
hoogte model (b v. MODFLOW, McDonnald en Harbaugh, 1988). Zo’'n model
relateert de stijghoogte op een aantal roosterpunten op het tijdstip k
aan de stijghoogte op het voorgaande tijdstip (k-1) en aan een drij-
vende kracht gedurende de tijdstap. Die drijvende kracht, ook input
genoemd, wordt gevormd door randvoorwaarden, voeding van het grond-
water, onttrekkingen enz. Doorgaans wordt voor de oplossing een im-
pliciet eindige differentie schema, of een eindige elementen schema
gebruik. Voor de duidelijkheid zullen de formules hier alleen in ex-
pliciete vorm worden gegeven. Uit de systeemkennis volgt de eerste

basisvergelijking van het Kalman filter; de systeemvergelijking:

hierin is h, een vector bestaande uit de stijghoogte op alle
roosterpunten op het tijdstip k
u, een vector bestaande uit de input van het
systeem
w, de systeemruisvector die voor elk roosterpunt
het verschil tussen het model en de
werkelijkheid aangeeft
A en B coéfficiénten matrices die volgen uit de
' model beschrijving.
De eerste twee termen in het rechter 1id van (I.l) representeren niets

anders dan het numerieke stijghoogte model.
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Stijghoogte waarnemingen

De stijghoogte kan op een aantal punten in de ruimte en in de tijd
worden waargenomen. De informatie uit deze waarnemingen zijn niet af-
hankelijk van systeemkennis of van een modelbeschrijving. De relatie
tussen de waarnemingen en de werkelijke stijghoogte is alleen afhanke-
lijk van de lokaties van de meetpunten. Bovendien zijn waarnemingen
behept met meetfouten. Voor de numerieke verwerking Qan de meetinfor-
matie wordt de stijghoogte op gelijke wijze gediscretiseerd als in het
numerieke model. De relatie tussen de waarnemingen en de gediscreti-
seerde stijghoogte is de tweede basisvergelijking van het Kalman fil-

ter; de meetvergelijking:
Yo = C by + v (1.2)

hierin is: y, de meetvector, waarvan de elementen de
waarnemingen zijn op tijdstip k.
v, een vector, waarvan de elementen de
waarnemingsfouten zijn op tijdstip k
C de meetmatrix, die uitsluitend afhangt van de

lokaties van de meetpunten.

Indien de meetlocaties per meettijdstip verschillen (b v. verschillende
meetfrequenties of missende waarnemingen) verschilt ook de meetmatrix
per meettijdstip. Echter, voor de leesbaarheid wordt de tijdindex van

de matrix C hier weggelaten.
REKENSCHEMA

Kalman filtering, zoals dat bekend is binnen de systeem theorie, is
zeer algemeen opgezet en op zeer Vveel processen toepasbaar. Voor de
interpolatie van de stijghoogte kan worden volstaan met een eenvoudige

lineaire versie, die in de hierna volgende sectie zonder bewijs wordt
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gegeven. Het filter algorithme is o.a. afgeleid in Van Geer (1987).
Voor een uitgebreidere behandeling van het Kalman filter wordt verwezen

naar de literatuur (bijv. Sage & Melsa, 1976).

Het doel van de berekening is een conditionele interpolatie. Dat wil
zeggen we willen de "beste" schatting van de stijg-hoogte gegeven een
aantal waarnemingen. In dit geval wordt met "beste" bedoeld, de schat-
ting met een minimale variantie van de interpolatie fout. Bovendien
willen we ook, als maat voor hoe goed de interpolatie is, de variantie
van de interpolatie fout weten. Voor de leesbaarheid worden eerst een
paar definities gegeven.
* ﬁk de beste schatting van de stijghoogte op tijdstip k

gegeven waarnemingen tot en met tijdstip k.

Kortheidshalve zal deze grootheid de optimale

schatting worden genoemd.
* h*, de beste schatting van de stijghoogte op tijdstip k

gegeven waarnemingen tot en met tijdstip k-1.

Deze grootheid wordt predictie genoemd.
* P, de covariantiematrix van de fout in de optimale

schatting

M, de covariantiematrix van de fout in de predictie
Q de covariantiematrix van de systeemruis
R de covariantiematrix van de meetfouten

Ky de Kalman gain

* ¥ ¥ ¥ %

I de eenheidsmatrix

Er kan worden bewezen dat voor een proces waarvoor de vergelijkingen
(I.1) en (I.2) gelden en waarbij bovendien de systeemruis en de meet-
fout multi-dimensionale witte ruis processen zijn, de optimale schat-
ting en de bijbehorende covariantiematrix kunnen worden berekend met

het algorithme in tabel 1.

Tabel 1. Kalman filter algorithme.
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h*, = Ah., + By (I1.3)

Mg = A Py AT +Q (1.4)

K, =M CT (CM CT+R)? (1.5)

hy =h*, +K ( yx - Ch% ) (1.6)

P, = {(I-K C)M (1.7)

Predictie correctie methode

Het Kalman filter algorithme, zoals gegeven in tabel 1, kan worden
beschouwd als een predictor-corrector methode. Stel dat op het tijdstip
k-1 de optimale schatting f\k_l en de corresponderende covariantiematrix
P,., bekend zijn. Dan kan met vergelijking (I.3) een predictie van de
stijghoogte op het volgende tijdstip worden berekend. De covariantie-
matrix van deze predictie (de maat voor de onzekerheid in de predictie)
wordt gegeven met (I.4). Uit deze laatste vergelijking blijkt dat de
onzekerheid in de predictie wordt veroorzaakt door de onzekerheid in de

optimale schatting op tijdstip k-1 en de.covariantie van de systeemruis

Q.

Wanneer op het tijdstip k de waarnemingen y, beschikbaar komen wordt de
predictie gecorrigeerd volgens vergelijking (I.6). De correctie is
evenredig met het verschil tussen de waarnemingen en de predictie daar-
van.

De wegingsmatrix, of Kalman gain K, in vergelijking (I.6) is afhanke-
lijk van de verhouding tussen de onzekerheid in de predictie en de

meetfouten (resp. My en R). De Kalman gain wordt berekend met verge-
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lijking (I.5). Ten slotte wordt met (I.7) de covariantiematrix wvan de
optimale schatting berekend. De vergelijkingen (I.6) en (I.7) leveren
de begincondities voor de volgende tijdstap.

De optimale schatting h, kan gezien worden als interpolatie van de
stijghoogte waarbij de procesbeschrijving en de waarnemingen zodanig
gecombineerd zijn, dat de covariantiematrix van de interpolatie fout

minimaal is.
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