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WOORD VOORAT

In de tijd dat ik voor de eerste maal verbonden was aan het
Instituut voor Rassenonderzoek van Landbouwgewassen, heb ik
mij bezig mogen houden met een paar problemen uit het brede
veld van de wiskundige verwerking van waarnemingsuitkomsten,

Het eenvoudigste probleem was dat van de vruchtbaarheids-
correcties. Met name bij de voedergewassen was het vaak nodig
grote proefvelden aan te leggen met over de honderd rassen. Door-
dat zulke proefvelden vaak anderhalf tot twee ha groot werden,
was niet altijd te vermijden, dat er hinderlijke onregelmatigheden
in de grond aanwezig waren, die meestal vooraf op het cog niet
waren te onderkennen. In de proefvelden waren dientengevolge
vruchtbaarheidsverschillen van 309% niet zeldzaam. Aan de eis
tot correctie was dus niet te ontkomen.

Nu wordt in de laatste jaren de proefveldverwerking geheel
gedomineerd door de methoden van de school van R. A. TISHER.
Deze methoden waren voor de bedoelde proefvelden evenwel niet
bruikbaar, omdat bij de aanleg geen rekening gehouden was
met de eisen van de FISHER-schema’s.

Krachtens zijn grondslagen is de Fisugr-methode wvoor het
onderhavige probleem ook niet erg geschikt, omdat FIsuERr zich
baseert op orthogonaliteit, terwijl het probleem van het vrucht-
baarheidsverloop binnen de blokken in wezen inorthogonaal is.

Juist wegens die inorthogonaliteit is meer steun te verwachten
van de grafische methoden, waaraan in Nederland vooral de
naam van W. C, VISSER is verbonden. Van deze methode is dan
ook een ruim gebruik gemaakt. Maar ook hierbij is er cen bezwaar.
Omdat de grafische methode meer afhankelijk is van de persoon-
lijke kijk op de resultaten, is het moeilijk een objectief oordeel
over de fouten te krijgen.

In hoofdstuk 1V is getracht aan dit bezwaar tegemoet te komen.

Fen moeilijker probleem was dat van het samenvatten van de
uitkomsten van rassenproeven, wannecer het aantal rassen wisselt.
Dan kan namelijk nict ,,geFISHERd” worden. In hoofdstuk Il
is gezocht naar een weg door deze mocilijkheid.
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Het bleek inderdaad mogelijk langs een uitvoerbare weg te
komen tot samenvattende rasgemiddelden, die gelijk zyn aan de
gemiddelden, die b.v. worden verkregen volgens de methode van
hidst, XIT van Dr M. J. van Uven; Mathematical treatment of
the results of agricultural and other experiments. Deze laatste
methode is in het onderhavige geval meestal niet te hanteren
wegens het grote aantal onbekenden.

Zonder meer zouden deze gemiddelden dus een zeker vertrouwen
mogen genieten. Maar helaas is er een complicatie, nl. de afhanke-
lijkheid der rassen. De gebieden, waarop de conclusics van het
proefveldonderzoek worden toegepast, zijn niet homogeen; er is
een variatie in de milieufactoren. Als regel heeft ieder ras een eigen
manier om op deze milicufactoren te reageren, maar soms zijn
er twee of meer rassen, die in hun reacties sterk op elkaar gelijken.
Bij deze rassen is er een zekere afhankelijkheid, die aanleiding
geeft tot correlatieverschijnselen en die tevens oorzaak is, dat
de berekende rasgemiddelden misleidend kunnen zijn.

Aan het probleem dat hierdoor ontstaat is een groot deel van
hfdst. IV gewijd, maar dit neemt niet weg dat de formules die in
dit verband gegeven zijn nog maar een eerste stap in de richting
van cen oplossing zijn. Aan de bijbehorende foutenthecrieén is
nog niet begonnen.

Over de cerste twee hoofdstukken kan ik kort zijn. Er worden
allerlei begrippen in uitgewerkt, die in de laatste twee nodig zijn;
er wordt soms ook extra lang stilgestaan bij onderwerpen, waarvan
in de practijk bleek, dat er bij velen onduidelijkheid over heerste.
Met name is in hfdst. I1 stilgestaan bij de vooronderstellingen van
de vaak gebruikte aanname, dat de opbrengst van een bepaald
ras op een bepaald proefveld mag worden gezien als de som van een
bijdrage van een rasinvloed en een bijdrage van een proefveld-
invloed,

Tenslotte zij nog vermeld dat Prof, Dr M. J. van UvEN de tekst
grondig heeft gecontroleerd, waardoor vele verbeteringen zijn aan-
gebracht. Ook aan Prof, Ir W, J. DEwEz en Prof, Dr Ir J. C. Dorst
heb ik enkele belangrijke verbeteringen te danken,



OPMERKING

Bij het schrijven van deze studie is aangenomen, dat de lezer

bekend is met

Dr M. J. vaN UveNn: Mathematical Treatment of the Results of
Agricultural and other Experiments. 2¢ ed. Groningen 1946
309 pp.

(in de tekst vaak genoemd: het leerboek van Van UVEN)

en met de hoofdzaken van differentiaal- en integraalrekeming,

de FisHer-analyse en de correlatierekening.



I - ENKELE ALGEMENE BEGRIPPEN

A - IDEALE FORMULES EN NOODFORMULLES

101 — HET VINDEN VAN EEN FORMULE, DIE DE GEGEVENS VER-
KLAART

ITemand, die aan de landbouwers voorlichting zal geven aan-
gaande de rassenkeuze, dient daarbij een zo nauwkeurig mogelijke
voorspelling te kunnen doen over de resultaten, die de verschillende
rassen het volgend jaar zullen geven.

Hiertoe is in de eerste plaats nodig dat hij zijn ervaring in-
ventariseert, Hij gaat na welke opbrengsten of andere eigenschappen
van de diverse rassen hem bekend zijn, en met welke bizonder-
heden ze eventueel in verband kunnen worden gebracht.

{eder getal dat bekend is aangaande het object van onderzoek
{dus b.v. aangaande een opbrengst} willen wij als gegewen aan-
duiden. De bizonderheden die eventueel kunnen dienen om het
ontstaan van het gegeven te verklaren willen wij omsiandigheden
noemert. ’

Het 1s nu de taak van de voorlichter een algemene wet te vinden,
die het ontstaan van het gegeven verklaart aan de hand van de
omstandigheden en de mogelijkheid biedt, aan de hand van toe-
komstige omstandigheden de toekomstige gegevens zo nanwkeurig
mogelijk te voorspellen. Deze wet willen wij aanduiden als de
corclusie. Vaak zal de conclusie geformuleerd worden in de vorm
van een formule.

Van deze formule zal de voorlichter gebruik maken om een
antwoord te geven op de wvragen van de practijk.

Wij willen aan de hand van een voorbeeld nagaan, waarop gelet
moet worden by het ontwerpen van een formule.

Veronderstel dat er een are tarwe is. verbouwd in de Wageningse
eng in het jaar 1942. Veronderstel verder dat als opbrengst 30 kg
is verkregen. Het getal 30 is dus het gegeven.

I}t gegeven moet dus dienen om antwoord te geven op allerlet
practische wragen, b.v.

a. Hoe wvruchibaar 1s de Wageningse eng?
b. Hoe groeizaam was het weer in 19427
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c. Welk opbrengstvermogen heeft tarwe.
d. Welke befekenis had het speciale ras dat verbouwd werd.
e. enz.

Dit zijn een aantal vragen, waarop men graag antwoord wil
ontvangen. Voor het beantwoorden van al die vragen is men aan-
gewezen op het éne gegeven. Met behulp daarvan zou bijv. ge-
concludeerd moeten kunnen worden:

f. De Wageningse eng kan 30 kgfare opbrengen.

g. Het jaar 1942 gaf oogsten van 30 kg/are.

h. Tarwe brengt 30 kg/are op.

i. Het verbouwde ras kan gemakkelijk een opbrengst van 30

kg/are bereiken.

Of men zou de vragen moeten combineren en b.v. als volgt
redeneren;:
7, De Wageningse eng is niet erg vruchtbaar, de vrucht-

baarheid 1s . . . . .« . . . 27 kgfare
72 Het gewas tarwe is nlet geseh:kt voor de eng, nega-

tieve ophbrengststijging . . . .. . . ~4 kgjare
i3 Het 1aar 1942 heeft nogal meegewerkt de groei-

zaambeid was . . . . . - - . . b kgfare

Het gekozen ras was extra goed productleoverschot 2 kgfare

a
som 30 kgfare

Wanneer zo één of meer vragen in onderlinge samenhang worden
bestudeerd, willen wij spreken van een wvraagstuk. Onder de letters
I, g, &, ten g is dus telkens één vraagstuk opgelost.

Het is niet mogelijk een vraagstuk kwantitatief op te lossen
zonder in de conclusie één of meer getallen te noemen. Fewn getal
dat tn een conclusie woodzakelifk 1s, willen wiy een withomsi
noewmen.

In de conclusies f—i staat dus telkens 1 uitkomst; in conclusie
ir—7, staan er 4. Weliswaar zijn in conclusie j,—4, 5 getallen ge-
noemd, maar er zijn slechts 4 noodzakelijk; de som behoeft niet
vermeld te worden, daar die zonodig uit de andere vier kan worden
afgeleid. De wuitkomsten moeten dus onderling onafhankelijk zign.

Wij willen nu nagaan of al deze conclusies toelaatbaar zijn.

In de conclusies j—% wordt het gegeven telkens als het gevolg
van één omstandigheid beschouwd, terwijl de andere omstandig-
heden worden genegeerd. Dit negeren gebeurt nog op ongelijke
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wijze. Formule f spreekt van , kunner’: De Wag. eng kan 30
kg/are opbrengen. Het verband tussen de Wag. eng en de 30
kg/are is vrij los. Er blijft zo ruimte voor andere invloeden.

De conclusies ¢ en A daarentegen suggereren algemeen geldig-
heid. Tussen het jaar of het gewas enerzijds en de opbrengst ander-
zijds wordt een strak verband gelegd dat andere invlceden uitstuit.
Niettegenstaande dit verschil wordt toch in alle drie conclusies
één omstandigheid als oorzaak van het gegeven aangeduid, Volgens
f is het de grond, die de 30 kg opbrengt (zij het misschien via
een bepaald gewas), volgens % daarentegen is het gewas de gever
van de opbrengst (zij het dan ook met behulp van de grond).

Wiskundig is er tegen geen van de drie conclusies bezwaar in
te brengen. Het is niet een wiskundig prebleem, of de opbrengst
viteindelijk te danken is aan de grond of aan het gewas., Maar
er is wel bezwaar tegen, dat alle drie conclusies tegelijk worden
aanvaard. Als gever van de ene opbrengst van 30 kg/are kunnen
niet drie verschillende ,,omstandigheden’ worden aangewezen, die
ieder voor zich het verschijnsel geheel zullen verklaren. Wil men
de verschillende invloeden erkennen, dan dienen ze gezamelijk
in één conclusie vermeld te worden.

Het zou dan b.v. mogeliik zijn een conclusie in de gedaante
van {;—7, op te stellen. In deze conclusie worden 4 invloeden er-
kend, en aan ieder wordt een bepaalde werking toegeschreven.
Bij nadere beschouwing blijkt echter dat de uitkomsten 7,—ij,
niet uit het gegeven geconcludeerd zijn. Er is reeds eerder waar-
genomen dat de Wageningse eng niet vruchtbaar is, dat tarwe
daar niet het aangewezen gewas is enz. Zou de opbrengst van
30 kg/are zonder nadere kennis over de vier invloeden zijn ver-
deeld, dan had dit slechts als willekeur kunnen worden bestem-
peld.

Om te weten wat men met zijn gegevens mag doen, zal men
daarom moeten letten op het wiskundig begrip , orijheidsgraad’’.
Hel aantal vrijheidsgraden geeft aan, hoeveel gegevens men onafhan-
Relijh van elkaar heefl verkregen. In het bovengenoemde voorbeeld
is het aantal vrijheidsgraden dus 1, aangezien er slechts 1 gegeven
is, Het is nu een wiskundige wet, dat men niet meer withomsten
mag verkrijgen dan men vrijheidsgraden heeft. In bovengenoemd
voorbeeld was er één vrijheidsgraad, daarom mag er ook slechts
één getal in de conclusie worden genoemd,

Wil men verschillende invloeden erkennen, dan moet men ze
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voorstelien als samenwerkende, om het ene gegeven voort te bren-
gen, by

k, tarwe bracht in 1942 in de Wageningse eng 30 kg-are op;

. de Wageningse eng bracht in 1942 per are 30 kg tarwe op.
In de conclusies k& en I wordt meer rekenschap gegeven van de
begeleidende verschijnselen dan in g—. Toch hebben ze wiskundig
geen enkel voordeel. Conclusie f verklaart het verschijnsel van
30 kg/are evengoed als conclusie /; 2 doet het evengoed als £. Van
nit wiskundig oogpunt bezien mag er over de grond en het weer
evengoed gezwegen worden als over de stand van de sterren en de
schijngestalten der maan, die ook wel met de opbrengst in ver-
band zijn gebracht.

Conclusie A is wiskundig evengoed als conclusie k. Maar men
moet opletten, er niet meer in te lezen den er gezegd wordt. In
conclusie 4 mag nict gelezen worden, dat ongeveer hetzelfde
resultaat verkregen zou zijn in 1943, of op een andere grond. In
conclusie # mag men niet impliciet als uitkomst lezen, dat de
grond dus geen invloed heeft. |, Geen invlced”” wil wiskundig zeggen
een invloed 0; dit zou ecen tweede getal zijn.

Hier ligt het bezwaar van conclusie ¢. Daar wordt gezegd dat
het verbouwde ras gemakkelijk 30 kg/are op kan brengen. Door
het woord |, gemakkelijk’” worden de niet-ras-omstandigheden als
tamelijk ongunstig gestempeld. Deze ongunstigheid kan niet uit
de 30 kg ‘are zijn gebleken, tenzij er meerdere gegevens beschikbaar
waren, waarmee het getal 30 kon worden vergeleken. Dit is echter
niet in overeenstemming ruet onze veronderstelling.

Deze discussie kan als volgt worden samengevat.

Biy het jormuleren van een conclusie zal men scherp moeten ondey-
scheiden, wat wit de gegevens ts afgeleid, en wal op andere gronden
wordl beweerd.

De aard van de conclusie is vanuil wishundig vogpunt onbelangrijk;
slechts wordt wvereist, dat ze zodawige wuithomsten aangeeft, dat die
gezamelijk kwantiialief rekenschap geven van alle gegevens.

De conclusie mag niet meer withomslen bevatien, dan er vrijheids-
graden beschiRbaar zifn.

Bij deze laatste regel kan nog worden opgemerkt dat in de
practitk meestal getracht wordt nitkomsten te vergelijhen. In dat
geval 1s er een vergelijkingspunt nodig, dat ook een uitkomst is
en dus 1 vrijheidsgraad verbruikt. Op grond hiervan kan men
vaak lezen dat het aantal beschikbare vrijheidsgraden | lager is
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dan het aantal gegevens. De vrijheidsgraad voor het vergelijkings-
punt is er dan alvast afgetrokken,

102 — HET VINDEN VAN EEN FORMULE, DIE EEN BETROUWBBARE
VOORSPELLING TOELAAT

De eisen die aan het eind van 101 verzameld zijn, mogen vrij
streng lijken, toch valt er gemakkelijk aan te voldoen. Immers,
de aard van de conclusie wordt vanuit wiskundig cogpunt onbe-
langrijk genoemd. Wanneer men de vragen als volgt zou formu-
leren: ,,Wat heeflt de cerste waarneming opgeleverd, wat de tweede,
enz.” dan kon men al deze vragen,beantwoorden, door de gegevens
rechistreeks als uitkomst in te vullen.

Door zo te handelen zou scherp naar voren worden gebracht,
wat de gegevens waren; plaats voor vooroordeel zou er niet zijn.
Verder zou van alle gegevens kwantitatief rekenschap zijn ge-
geven, en het aantal nitkomsten zou niet boven het aantal vrij-
heidsgraden uitkomen.

Toch zou een conclusie van deze structuur niet bevredigen. Er
moeten ook eisen aan gesteld worden, die rekenschap geven van
het deel, waartoe de conclusie wordt opgesteld. In 101 is reeds
uiteengezet dat het doel 15, een formule te vinden, die voorspellingen
toelaat. Dit voegt aan de eisenn van 101 cen aantal nieuwe toe.

In de eerste plaats erst dil, dat de vvagen van het vraagstuk
opnieww gesteld moeten kunnen worden.

In de tweede plaats moet aan de hand van de witkomsten voorspeld
kunnen worden, welk gegeven zal wovden verkregen door een niewwe
waarneming binnen het kader van het vraagstulk.

Tenslotle moet hel gegeven dal verkregen wordl, wanneer de waar-
neming werkelijk wovdf verrichi, gelifk zijn aaw hef voorspelde ge-
geven.

Aan de hand van deze drie cisen willen wi de conclusie j—#%
opnieuw beoordelen. De conclusie ¢ en § waren reeds verworpen.

Conclusie f luidde: De Wageningse eng kan 30 kg/are opbrengen.
Dit is een antwoord op de vraag: Hoe vruchtbaar is de Wage-
ningse eng? Deze wraag voldoet inderdaad aan de gestelde eis.
Niet alleen in 1942 kon die vraag gesteld worden, maar hij kan
steeds worden herhaald. Aan de eerste voorwaarde is dus voldaan,

De tweede voorwaarde eist, dat nu ook het resultaat van een
nienwe waarneming moet kunnen worden voorspeld. Veronderstel
dat in 1950 de waarneming zal worden herhaald. Welk gegeven
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zal worden verkregen? Dat is niet bekend. Het kan 30 kg/are zijn.
Maar met dat woord , kunnen” wordt tevens uitgedrukt dat het
ook anders kan. Er is geen zekerheid. Om deze reden moet con-
clusie f worden verworpen.

Conclusie g luidt: Het jaar 1942 gaf oogsten van 30 kg/are.
Dit beantwoordt de vraag, hoe groeizaam het weer in 1942 was.
Tegen deze vraag moet men reeds bezwaren hebben. Deze vraag
kan niet opnieuw gesteld worden. Het jaar 1942 is voorbij. Wan-
neer het jaar in rekening moet worden gebracht, kan er b.v. gezegd
worden: cen nat jaar brengt zoveel op, of een droge zomer zoveel,
Natte jaren en droge zomers kunnen zich herhalen, maar 1942
niet. Ook conclusie g zal dus moeten worden verworpen,

In conclusie % staat tenslotte: Tarwe brengt 30 kg/are op. Deze
conclusie beantwoordt de vraag, welk opbrengstvermogen tarwe
heeft. Ook deze wvraag i1s aanvaardbaar. Dit opbrengstvermogen
kan opnieuw worden onderzocht.

Wanneer wij nagaan of aan de hand van de uitkomst het resul-
taat van een nieuwe waarneming kan worden voorspeld, dan is
het succes bevredigend. ,, Tarwe brengt 30 kg/are op. Het gegeven
dat verkregen zal worden zal dus luiden: 30 kg/are.

Maar nu wordt in de derde plaats nog gedist, dat deze voor-
spelling juist zal blijken, wanneer die waarneming inderdaad
wordt gedaan. Het is algemeen bekend, dat er meer kans is dat
de nienwe waarneming een afwikend gegeven verschaft. Daar-
cm lijkt ock de laatste conclusie verwerpelijk.

Doch nu dient men te bedenken, wat reeds in 101 is gegist, Er
moet duideljk onderscheiden worden, wat uit de gegevens wordt
geconcludeerd, en wat ,,vooroordeel”’ is. De zekerheid dat een
nieuw gegeven wellicht niet met de conclusie zal overeenstemnmen
is niet uit dit ene gegeven verkregen maar uit andere, die formeel
niet meegeteld hebben bij het verwerken van de gegevens.

Die oudere gegevens, die bij de onderzoeker tot ,,vooroordeel”
geworden zijn, worden licht meegeteld, omdat men graag wil
controleren of aan de laatste eis werd voldaan. Voor een bevre-
digende conclusie is het dus nodig, dat er gecontroleerd wordt,
of een nieuw gegeven zich inderdaad verdraagt met de uitkomsten,
die met behulp van de oude gegevens zijn berekend.

¥t maakt dat er uiteindelijk meer gegevens nodig zijn, dan
aan het einde van 101 werd verondersteld. Hierdeor wordt de
laatste eis van 101 verzwaard. Die moet luiden: De conclusie moet
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minder uithomslen bevatiem, dan er vrijheidsgraden beschikbaar
ziyn; of omgekeerd: Er moeten meer vrijheidsgraden zijn, dan er
auttkomsien in de conclusie vermeld worden.

103 — WISKUNDIGE FORMULERING VAN DE VEREISTE METHODE

Door de eisen die in 102 zijn geformuleerd is de oplossing, die
aan het begin van die paragraaf gegeven werd, wel helemaal on-
houdbaar geworden. Alleen al de vragen: ,,wat heeft de eerste
waarneming opgeleverd?”’, ,wat de tweede?” enz. zijn verwer-
peljk, omdat ze niet opnieuw gesteld kunnen worden. Een nieuwe
waarneming zal nooit weer de eerste kunnen zijn.

Maar ook wordt aan de eis, dat het aantal uitkomsten kleiner
moet zijn dan het aantal vrijheidsgraden, niet voldaan, daar een
conclusie als bovengencemd die aantallen automatisch gelijk
maakt.

Wanneer die Jaatste eis maar niet geformuleerd was, zou het
probleem nog tamelijk eenvoudig zijn. Er zijn talloze manieren
om van n gegevens n uitkomsten af {e leiden. Men kan b.v. #
eerste graadsvergelijkingen opstellen, waarbi) telkens ecen ander
gegeven in het rechterlid wordt geplaatst en een andere com-
binatie van de onbekenden met telkens wisselende coéfficienten
in het linkerlid, Er is niet veel geluk voor nodig om zo # onaf-
hankelijke niet-strijdige vergelijkingen te krijgen. Met behulp
van een dergelijk willekeurig stel vergelijkingen kan men steeds
een aantal uitkomsten verkrijgen, die aan de voorwaarden van
101 voldoen.

Nu komt 102 met de eis dat de vragen van het vraagstuk op-
nieuw gesteld moeten kunnen worden. Dit hoeft niet zo streng
te worden opgevat, dat ieder van de # vergelijkingen weer toe-
passelijk moet kunnen zijn op een toekomstige situatie; maar
het houdt wel in, dat met behulp van de # onbekenden een nieuwe
vergelijking moet kunnen worden opgebouwd, die op een toe-
komstige sitnatie kan slaan.

De eis dat met behulp van deze vergelijking het resultaat van
een nieuwe waarneming moet kunnen worden voorspeld is nogal
eenvoudig. Substitutie van de berekende uitkomsten in de nieuwe
vergelijking geeft vanzelf zen waarde in het rechterlid. Deze
waarde moet als gegeven door de nieuwe waarneming worden
geleverd, Uit de wijze van ontstaan van deze nieuwe vergelijking
volgt dat ziy athankelijk zal zijn van de » andere.
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Tenslotte 15 geéist dat deze waarneming ock inderdaad ver-
richt wordt en met de voorspelling klopt. De eis is dus dal over een
aantal ondeviing afhankelitke vergelijkingen wordl beschiki, voor men
over de formule (conclusie) tevreden mag ziyn. Door deze eis moet de
willekeur by het opstellen van vergelijkingen worden bestreden.

Feitelijk staat men bij het trekken van een conclusie voor
tweeérlei taak. In de eerste plaats moet men zorgen voor de juiste
bouw van de formule en daarmee voor de juiste formulering van
het vraagstuk. In de tweede plaats moet men zorgen voor een
juiste beantwoording van de gestelde vragen.

Door de juiste bouw van de formule wordt de conclusie kwali-
tatief goed, door de juiste beantwoording van de gestelde vragen
kwantitatief.

Voor het kwantitatief beantwoorden van een vraagstuk met »
vragen zijn slechts » gegevens nodig, doch voor het aanvaarden
van de formule in kwalifatief opzicht is het nodig de afhankelijk-
heid van een overtollig aantal vergelijkingen te hewijzen.

Strict genomen zou bewezen mocten worden, dat alle mogelijke
overtollige vergelijkingen wvan de eerste # afhankelijk waren.
Immers, zo lang het denkbaar is een vergelijjking vast te stellen
die strijdig 1s met de voorgaanden is de juistheid van de conclusie
onzeker. Absolute zekerheid is natuurlijk nooit bereikbaar.

104 — HET BEGRIP ,,INVLOED"

Alvorens dieper in te gaan op de mogelijkheid een aantal af-
hankelijke vergelijkingen te verkrijgen, zullen hun bestanddelen
nader moeten worden bestudeerd.

Het rechterlid is erg eenvoudig: het vermeldt de waarde van een
bepaald gegeven.

Met het linkerlid is het ingewikkelder. In 103 is de mogelijkheid
genoemd hiervoor een eerste-graadsvorm te nemen, waarin telkens
een aantal van de onbekenden voorkomen. Maar het bestaan van
deze mogelijkheid is alleen zeker, wanneer er geen overtollige
gegevens zijn die strijdigheid kunnen veroorzaken. De gedachte
een eerste-graadsvorm te nemen is willekeurig. Door deze willekeur
kan de conclusie fout zijn in kwalitatiel opzicht. Aan het eind
van 103 is besproken dat deze willekeur juist moet worden ver-
hinderd door de boventallige gegevens. Over de bouw van het
linkerlid is dus niets bekend.
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Om de gedachten te bepalen volgt hier zo maar een willekeurige
vergelgking die voor een bepaald vraagstuk zou kunnen gelden

(1041 a—prtlglp g - T =y,

In deze formule kan voor v telkens een waargenomen gegeven
gesubstitueerd worden. In het linkerlid moet drieerlei worden
onderscheiden:
le de onbekenden a, b, ¢, d en ¢, waarvan de waarden moeten

worden berekend. Het zijn deze waarden die in 101 als ,,uit-

komsten'’ zijn gedefinicerd. Deze uitkomsten zijn voor alle
vergelijkingen gelijk;

Je de constanten §, ¢, 3, &, £, n en ¢, die voor een bepaalde ver-
gelijking a-priori vast staan, en voor een andere a-priori weer
anders zijn. Twee vergelijkingen met precies dezelide waarden
voor de constanten zouden strijdig zijn by ongelijke ¥ en
identiek by geljke y. Strijdigheid is ongeocorloofd, en identiteit
van twee vergelyjkingen brengt de oplossing van het probleem
niet dichterbij. Vandaar de bewering, dat de waarden van de
constanten voor de ene vergeliiking a-priori anders moeten
zijn dan voor de andere. Deze constanten zijn in 101 als ,,om-
standigheden” aangeduid;

3de de bouw, die de samenwerking van al deze grootheden regelt,
en de formule kwalitatief goed maakt.

Tot dusver hebben wij al onze aandacht gericht op de uit-
komsten, die wij met behulp van de gegevens willen verkrijgen.
Hierdoor hebben wij neiging de uitkomsten te zien als functie
van de gegevens, en de gegevens als functie van de uitkomsten.

Rekentechnisch is dit juist. Maar wanneer even nuchter boven-
staande formule (104.1) wordt bezien, blijkt het overigens hele-
maal niet redelijk. De eenmaal verkregen uitkomsten zijn de
parameters, de constanten, die voor alle vergelijkingen gelden.
Dat de gegevens telkens anders mogen zijn, wordt gemotiveerd
door het wisselvallig karakter van de ,,constanten™ #, v, §, &, {,
y en &, Feitelijk ligt de verhouding zo: Voordat het vraagstuk
is opgelost, zijn g, b, ¢, d en ¢ onbekende constanten en «, 3, ¥, &,
g, {, n en & bekende variabelen.

Het is wenselijk hier even nadrukkeliik bij stil te staan. Doordat
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de min of meer toevallig opgetreden waarden van de verander-
lijken bekend zijr, nemen die gedurende de berekening de plaats
van constanten in; doordat de constanten onbekend zijn moet
hun waarde gezocht worden, hierdoor krijgen zii als enbekende
de plaats van veranderlilken. Dit mag ons niet verhinderen in te
zien, dat formule {104.1) y geeft als een functie van de verander-
lijken 8, v, 8, &, &, 5 en ¥.

Deze vevanderlijhen willen wif als invloeden aanduiden. De
bepaalde getalwaarden, die voor één vergelijking (dienende ter ver-
klaring van één gegeven) aam de werschiliende invioeden worden toe-
gekend, hebben wij reeds aangedusd wmet de naam omsiandig-
heden van hei gegeven. Een verandering van een invloed {m.a.w.
het optreden van een andere omstandigheid) veroorzaakt dus een
verandering van het gegeven. '

Dit geldt niét veor de constanten. Immers een constante kan
niet veranderen. Wanneer dit ogenschijnlijk toch gebeurde, zou
dit betekenen, dat er tot dusver een invleed in verborgen was
gebleven, doordat die invleed (toevallig) constant was. Het zou
betekenen dat het probleem niet juist was opgelost. De bouw
van de formule zou verkeerd gekozen zijn, en de oplossing kwali-
tatief onjuist.

105 — HET VEREISTE AANTAL VRIJHEIDSGRADEN

Aan het eind van 102 is het vereiste aantal vrijheidsgraden in
verband gebracht met het benodigd aantal uitkomsten. Er moesten
meer vrijheidsgraden dan uitkomsten zijn. Nu moet er op gelet
worden of er ook verband bestaat tussen het vereiste aantal vrij-
heidsgraden en het aantal invloeden. Daartoe volgen hieronder
twee formules.

De formule

1

yo=ax% +bx*+cx® - dx® +ex + f
geeft v als functie van één 1nvloed x; doch er zijn zes nitkomsten:
a, b, c, d, ¢en j. Er zijn zes gegevens nodig om de nitkomsten
te bepalen, en verder nog een aantal om de formule te controleren
op haar juistheid. Toch is hier maar één invioed.
Daarentegen geeft de formule
Y = uyxz

v weer als functie van vier inviceden. Er zijn evenwel geen gegevens
nodig om uitkemsten te bepalen daar er geen onbekende para-
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meters zijn. Het eerste gegeven kan reeds dienen om de bouw van
de formule te controleren.

We zien dat het aantal unitkomsten en het aantal invloeden
onafhankelijk van elkaar zijn. Het minimum aantal benodigde
gegevens wordt wuitsluitend bepaald door de uwitkomsten.

In de practijk hoeft een formule gewoonlijk niet alieen gecon-
troleerd te worden, doch hiy moet eerst nog worden ontworpen.
Voor dat doel zal het aantal gegevens wel een veelvoud moeten
zijn van het aantal invleeden. Dit zal niet nader worden nagegaan.

Er"is namelijk een belangrijker complicatie aan het probleem.
Om afhankelijkheid van de formules te verkrijgen moeten de
getalwaarden van alle omstandigheden nauwkeurig bekend zijn,
evenals de getalwaarde van het gegeven. Dit is in de landbouw-
wetenschap nooit het geval.

Iedere waarneming voegt daardoor een reeks speciale vragen
toe aan de algemene vragen van het probleem: In welke mate
is de ene omstandigheid verkeerd becijferd, en in welke mate de
andere?, tenslotte in welke mate het gegevenr De beantwoording
van deze vragen brengt een aantal correctieconstanten in de formules,
die telkens maar eenmaal voovkomzn. De waarden ervan moeten als
uitkomst uit de berekening worden gevonden. Deze correctie-
constanten moeten niet alleen rekenschap geven van vergissingen
en onnauwkeurigheden, maar ook van de toevalsonbepaaldheid
die in sommige opzichten een fundamentele eigenschap van de
natuur is.

Omdat ieder gegeven minstens één correctieconstante eist, zal
het beschikbare aantal vrijheidsgraden steeds beneden het ver-
eiste aantal uitkomsten blijven. Door deze omstandigheid is het
ideaal van cen aantal afhankelijke vergelijkingen onbereikbaar.
Integendeel, de vergelijkingen zullen onbepaald blijven; daar er
meer onbekenden dan gegevens zijn,

106 — HET UITSCHAKELEN VAN ONBEKENDEN

Waar het niet mogelijk is, het aantal gegevens zo hoog op te
voeren, dat het aantal onbekenden overtroffen wordt, zal het
aantal onbekenden moeten worden verlaagd. Nagegaan moet dus
worden welke onbekenden moeten vervallen,

Reeds in 102 is geéist van de vragen van het probleem, dat
ze opnieuw gesteld moeten kunnen worden. De berekende con-
stanten moeten in meer dan een vergelijking voorkomen en zo
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bijdragen tot het verklaren van meer dan een gegeven. Aan deze
voorwaarde wordt niet voldaan door de correctieconstanten,

e correctieconstanten komen daarom wel in de eerste plaats
in aanmerking om weggelaten te worden. De formule die ontstaat
door uit de ,,juiste’’ formule, die tot afhankelijkheid van de verge-
lijkingen zou moeten leiden, de correctieconstanten weg te laten
willen wij als ddeale formule aanduiden, Wanneer in de ideale for-
mule aan de constanten de ,,ware’” waarden zijn toegekend zouden
wij van ware jormule willen spreken,

Het is duidelijk dat de bouw van de ideale formule niet” ver-
andert door het toenemen van het aantal gegevens. Daarom moet
het mogelijk geacht worden, voldoende gegevens te verzamelen
om de ideale formule te berekenen.

Toch wordt 1in de landbouwwetenschap vaak niet met de ideale
formule gewerkt. En wel omdat die formule niet bekend is. Het
landbouwkundig onderzoek is nog in volle gang. De invloeden
die de plantengroei bepalen zijn nog niet alle bekend; van de
wisselwerking tussen die invloeden is nog een groot deel duister.
In die situatic 1s het niet mogelijk de ideale formule op te bouwen.

Toch moet de een of andere formule gebruikt worden. Zo een
formule, die in bouw van de ideale afwijkt, willen wij aanduiden
als noodformule. ‘

Een noodformule kan tweeérlei doel hebben. In de cerste plaats
stelt men zulke noodformules op om al tastende tot de ideale te
komen. it 15 het doel van het wetenschappelijjk onderzoek.

Voor de landbouwvoorlichter is een ander doel belangrijker.
Het is de taak van het rassenonderzoek: te voorspellen welke
gegevens het volgend jaar verzameld zullen kunnen worden. De
practijk moet vooraf weten welke ervaringen ze met een bepaald
ras zal hebben. Deze ervaringen moet de voorlichter voorspellen,
zonder dat hij de ideale formule weet.

Hij heeft dus een noodformule nodig, die de vereiste voorspel-
lingen zo nauwkeurig mogelijk toelaat. Hoewel deze formule
onjuist 1s, zal ze moefen worden gebruikt in de practijk; immers
de landbouw gaat door.

Wi komen dus tot het volgend owverzicht van de besproken
formules:
(106.1y De juiste formmle geeft steeds athankelijkheid maar be-
staat niet.
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De ware formaule 1s kwalitatief en kwantitatief goed.
De ideale jormule is kwalitatiel goed.
De noodformule is kwalitatiel onjuist.
In wiskundige symbolen kunnen deze formules als volgt worden
omschreven:

juiste formule: ax = F {(xk —tx), (2r —— bay) - .+ - o, Bo, Co .. )by,
ware formule: v =f{x,2,....4a0, b5, ¢o,....)
ideale formule: v =7 {(x,2,....a,8,¢,....)
noodformule: vy =g x, ... )

In deze formules worden door fy,, #,, £z, .... aangeduid de
correctieconstanten die volgens het cind van 105 bij het omstandig-
hedencomplex % nodig zijn. Door a,, bs, ¢o . . . . worden ware waarden

van de parameters aangeduid door a, b, ¢ parameters met onbe-
kende waarden. Verder wordt door f aangedwid de formule met de
juiste bouw, door ¢ de formule met de onjuwiste bouw.

Het blijkt dat bij de juiste formule een identiteit ontstaat wan-
neer biy het emstandighedencomplex £ het verkregen gegeven
vergeleken wordt met de getalswaarde van het rechterlid, indien
daarin naast de omstandigheden xz, z& . . . . en de ware parameter-
waarden o, bs, ¢s, ... cok de ware correctie constant en iy, fyy, Iz, - . ..
zijn opgenomen.

De ware formule geeft nooit identiteit, maar is voor alle om-
standigheden de beste benadering van de juiste.

De ideale formule is gelijk aan de ware, behalve dat de waarden
van de parameters niet bekend zijn, deze formule is ideaal als
middel om de ware te vinden.

De neoodformule is verkeerd gebouwd. By gevolg komen de
parameters 4, b, ¢ er misschien niet eens 1n voor, terwijl ook cen
deel van de omstandigheden, b.v. z, onvermeld kunnen zijn.

Dit laatste type formule komt in de practijk zeer veel voor
en zal dus nog onze speciale aandacht moeten vragen.

B - FOUTEN EX GEWICHTEXN BI] NOODFORMULES

11l — HET METEN VAN DE STRIJDIGHEID

Wanneer er niet met de juiste formule gewerkt wordt, doch
met de ideale formule of een ncodformule, zal er strijdigheid op-
treden zodra er meer gegevens zijn dan er uitkomsten gevraagd
worden.

Het berekenen van uitkomsten uit strijdige vergelijkingen wordt
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vereffening genoemd. Met behulp van de uitkomsten kan nu it
de vergelijkingen worden berekend welke gegevens bij een bepaald
omstandighedencomplex verwacht mogen worden. Deze | bere-
kende gegevens” willen we als ,wverwachtingen’’ of | verwachte
gegevens”’ aanduiden,

Deze verwachtingen zullen niet geljk zijn aan de bijbehorende
waargenomen gegevens. Er zal een afwiking overblijven tussen
beide. Deze afwijkingen stellen ons in staat de sivijdigheid in een
getal vast te leggen. Een veel gebruikte maat voor de strijdigheid
is de varians.

Wanneer b.v. vier rassen in drie blokken met elkaar worden
vergeleken is het met de FispEr-methode mogelijk de volgende
variansen te berekenen.

le Ide varians van het gehele proefveld

2e . ,, de rasverschillen

Je ,, " ,, de blokverschillen

de vy ,, de interactie tussen rassen en
blokken,

De eerste varians meet de strijdigheid, die ontstaat wanneer
men alle opbrengsten identiek stelt. De tweede meet de strijdig-
heid die ontstaat wanneer men de rassen identiek verklaart. De
derde doet hetzelfde wanneer men de blokken voor identiek
verklaart, De vierde fenslotte meet de stnjdigheid die ontstaat
wanneer men verklaart dat alle rassen gefijk op de eventuele blok-
verschillen reageren.

Wanneer de mening dat de rassen of de blokken identiek zijn
juist is, werkt men dus met een ideale formule, In dat geval 1s de
varians een maat voor de foevallige fouten. De varians gedraagt
zich dan vaak in overeensternming met bekende foutenwetten.

Wanneer de aanname evenwel onjuist is werkt men met een
noodformule. In dat geval meet de varians naast de foevallige
ook de systematische fouten. Zonder meer mag dan niet aange-
nomen worden dat de varians de foevalsweiten volgt.

In verband hiermee willen wij alleen die varians, die foevalizge
fouten meet, aanduiden door ¢2. De varians die is opgebouwd
uit foevallige en systematische fouten duiden wij aan als y2

Aan de hand van een voorbeeld willen wij nu nagaan welke
moeilijkheden zich bi} een warians van een nosdformule kunnen
voordoen,
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112 - VOORBEELD VAN HET GEBRUIKEN VAN EEX NOODFORMULE,

Veronderstel dat onder de volgende omstandigheden x de bij-
behorende gegevens y zijn waargenomen. Zowel de gegevens als
de omstandigheden zijn foutloos in cijfers uitgedrukt.

1764 1936

1156 1296 13(59‘ 1521 1681
181.44 | 190.08

146.88 | 155.52 | 159.84 [ 16848 | 177.12
: P i i i

x=! 1089
y = ’ 142,56

Deze cijfers worden vereffend op de lijn v = mx + ¢ (met de
formules voor x zeker, y onzeker) onder aanname dat dat de ideale
formule is. De varians duiden we dus aan door % Hieronder
volgt de berekening

J X ¥ u 1 ¥ F i [ uy 2u

1089 | 142.56 | -387.5 J -22.68 | 150 156.25] § 788.50 | 514.3824
1156 146.88 | -320.5 | -18.36 ‘ 102 720.25; 5884.38 | 337.0896
1296 ‘ 155.562 ) -180.5 1 -9.72| 32 580.25) 1 754.46 94,4784

e

| 1369 | 150.84 | -107.5 | ~5.40 1 1155625/ 58050 [ 29.1600
| 1521] 16848 443 324 1980.25 14418 [ 104976
| B68I| 17712 2045 | 11.88 4182025 2 429.46 | 1411344

T

16.20 t 82 656.25! 4 637.50 | 262.4400

1764 | 181441 2875
24.84 1 211 140.25’ 11 413,98 . 617.0256

1936 | 190.08 | 459.5
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som | 11812 1821.92] ! 634 610.00) 35 652.96 | 2006.2080
gemid, |I476.5 | 165.24 | ‘
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We vinden dus als resultaat dat

o = 0.5321
# == 0.03618 £ 0.0009
§—=82.36 = 1.38

Zowel de m als de ¢ zijn dus ,,zeer betrouwbaar” afwijkend
van (.

Omdat de lin iets krom is willen wij voor nadere informatie
ook eens proberen de lijn te vereffenen op ¥y =algx — b De
berekening blijft dezelfde als de voorgaande, slechts wordt de x
door lg x vervangen.

De berekening geeft het volgend resultaat:

o2 == 0.4804
0% = 8.63
g% = 86.4720
@ =190 + 3
b — -435.35 + 9.30

0ok de uitkomsten voor a en b maken in het licht van hun
middelbare fout ,,zeer betrouwbaar” de indruk niet gelijk aan
0 te zijn.

Niet alleen zyn de uvitkomsten van beide formules alle |, ,zeer
betrouwbaar’” ongelijk 0, maar ze zijn ook lijnrecht met elkaar
in tegenspraak. Wanneer door de ¢ met practische zekerheid
wordt uitgedrukt dat de lijn de positieve Y-as snijdt, terwijl de
andere formule beweert dat de lijn de negatieve Y-as asymptotisch
nadert en reeds voor de waarde x = | (lgx = () zeer zeker een
sterk negatieve waarde heeft (5 = -435.35), klopt er iets niet.

Eerst wordt bewezen dat de constante term positief is (¢ = 82.26),
dan wordt bewezen dat hij negatiefis (b = — 435.35). Tweemaal
is bijgevolg ,,zeer betrouwbaar'’ aangetoond dat er een constante
term is. In werkelijkheid liggen alle punten foutloos op de lijn
v = 4.324/x. Deze lijn gaat door de oorsprong en heeft geen
constante term!
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113 — DE ASYMPTOTISCHE WAARDE

Het is duidelijk dat de berekende middelbare fout van de uit-
komsten hier niet inlicht over de afwijking tussen de berekende
enn de ware waarde van de constanten. De constanten van een
noodformule hebben geen ware waarde, want de noodformule
is onjuist.

Wel kan er gesproken worden van hun asymptotische waarde.
Wanneer er een oneindig aantal waarnemingen verwerkt werden,
die toevallig gekozen waren, zouden zeer bepaalde nitkomsten
berekend worden. Deze waarden worden asymptotische waarden
genoemd. Wij willen die waarden nu berekenen voor bovenstaand
voorbeeld, waarbij wij als noodformule y = mx |- ¢ kiczen. Het
resultaat van de berekening willen wij als asymploteische ver-
wackting aanduiden,

Bij de waarneming w, verricht onder de omstandigheid xw hoort
als ware waarde [y,) van het gegeven

ynw _ 432\/%:@

De waarde volgens de noodformule is

Vi = Wkw ¢
De afwijking is dus
(13.1) 4.324/%w — mMxw — 4.

Volgens de methode der kleinste kwadraten moeten wij de
m en de g nu zodanig kiezen, dat de som van de kwadraten van
deze afwijkingen zo klein mogelijk wordt. In het onderhavige
geval is het aantal afwijkingen oneindig en de kwadraatsom dus
ook. Daarom moeten wij werken met het gemiddelde.

Wanneer wij voor de overzichtelijkheid 4.32 vervangen door ¢,
is het kwadraat van (1i3.1):

m2xa® — 2cm xuf} + (¢® + 2mq) 2w — Zeq xﬁ' -+ g2

Met deze formule kunnen wij niet verder werken, wanneer
we niet eerst ons wuniversum nader begrenzen, Wij stellen
daartoe dat de x steeds tussen 1000 en 2000 ligt (wat in ons

voorbeeld ook het geval was) en dat alle waarden van x in

dat gebied evenveel kans hebben voor te komen. Nu kunnen
wij de relatieve frequentie van de waarde xw gelijk stellen aan

20430
T"ﬁlﬁﬁ dxie, mmers -l_ﬁlﬁfl- Axe = 1.
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Het gemiddelde van de kwadraten zal nu gelijk zijn aan

2000 5 :
: / (m2x® — 2emx® + (¢t = Zmq) x — 2cq %7 L ¢ dx
x=1000

5 2000
Y57 | 3w —dom P gus (3c? = mg) x® — feqg x¥ - g%%| .
1060

Wanneer wij stellen
X = 2000
Xp = 1000
wordt deze vorm
(113.2} 139w 3%’”2 (d — 2% — gom (et — %) -
— (3¢ + myg) (xa® — xp?) — dog (x — x¥) + q® (%a — %s).
Om na te gaan voor welke waarde van s en g deze vorm zo
klein mogelijk wordt, moeten wij hem partieel naar s en g differen-
tiéren. Door die differentiaalquotienten gelijk aan 0 te stellen

zullen wij in dit geval het minimum vinden.
Wij vinden zo de vergelijkingen

rduo g b — 1) — e (b — 28) = g (ar— %) = 0

1y §m (et — 0%) — o (rad —08) 4+ 2 (0 —m) = 0
Door xa = 2000 en x = 1000 te substitueren wordt dit {wan-
neer wij tevens de eerste vergelijking door 1000 delen)
12200 gy - 4 (44/2-— 1) £4/1000 4 33 = 0
3000 m — § (242 — 1) c4/1000 - 2¢ = 0.
Wij lossen hieruit op
_3e(12—84/2)
54/1000
_ ¢ (1284/2 —172) 4/1000
15 '

Substitutie van ¢ = 4.32 geeft
(113.3) m = 0.05625273179
7 = 82.14233671
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Dt zijn dus de asymptotische verwachtingen van de constanten
van de onjuiste noodformule. Wanneer wij deze asymptotische
verwachtingen in de nogdfermule invellen willen wij spreken van
de asymptotisch verwachte noodiormule.

114 — DE FOUTEN BI] HET GEBRUIKEN VAN EEN NOODFORMULE

Nu verschillende begrippen zijn besproken is het mogelijk na
te gaan welke soorten fout er gemaakt kunnen worden, wanneer
de juiste formule wordt vervangen door een noodformule. Dit
vervangen willen wij in gedeelten doen (Zie voor de nmamen der
formules 106.1).

a. In de eerste plaats vervangen wij de juiste formule door de
ware formule, Hierbi} worden dus de correctieconstanten wegge-
laten.

Doordat deze correctieconstanter: by iedere waarneming weer
andere waarden hebben kan hun grootte niet stuk wvoor stuk
worden vastgesteld. Daarom tracht men bij het nemen van proeven
zoveel voorzorgen te nemen, dat de gegevens en de omstandig-
heden zo nauwkeurig mogelijk bekend zijn. Soms kan de orde
van grootte van deze correctieconstanten vooraf geschat worden;
dit kan aanleiding geven tot het toekennen wvan ,,gewichten”
(Zie voor de theorie hierover het leerboek van Vax UvEeN, hfdst,
III). Verder is er niets aan te doen,

Daarom hoopt men deze onbekende correctieconstanten als
,,toevallige” fouten op te mogen vatten, die gezamelijk aanleiding
geven tot een foevallige afwifking by de waarneming. In formule
uitgedrukt is deze afwijking f{; bij ecn waarneming w

tow = Yw — Yo,

waarbij y» weergeeft de waarde van het gegeven, zoals het is
waargenomen en v, de ,,ware waarde’’ er van.

Wanneer er geen andere fouten gemaakt zijn, dus wanneer
met de ideale formule gewerkt 1s, 1s deze 4 de enige oorzaak van
de varians., In 111 hebben wij reeds gezegd dat wij in dit geval
de varians door ¢* zullen aanduiden.

Deze varians wordt gewoonlijk gencemd de ioevalsvarians. De
wortel hiervan (¢) 1s volgens de bekende foutentheorieén de
beste schatting van de asymptotische middelbare waarde van de
ware toevalhige fouten van de gegevens.
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5. In de tweede plaats vervangen wi) de ware formule door de
asvmptotisch verwachte noodformule. Dit komt er op neer dat
het verband tussen omstandigheden en gegevens cnjuist geinter-
preteerd wordt. Wij zouden hier dan ook van inierpretaliefout
willen spreken. e afwijking ¢ tengevolge van de interpretatie-
fout kan als volgt in formule worden weergegeven.

~
ti’m‘ = Yo — Vg

waarbi] y« de waarde voorstelt, die het gegeven v zou moeten
hebben bij de waarneming w volgens de asymptotisch verwachte
noodformule, terwyl de v, op dezelfde manier als boven kan
worden omschreven.

Van deze afwijkingen #; mag niet worden aangenomen dat ze
toevallig verdeeld zijn. Bij bepaalde omstandigheden behoort een
bepaalde interpretatieafwijking. Dit is b.v. te zien wanneer men
voor het voorbeeld uit 112 de afwijkingen berekent en die tegen
de omstandigheden x afzet. Bij gebruikmaking van de nood-
formule v = mx + ¢ vindt men dat de afwijking positief is bij
lage x, daarna negatief wordt om tenslotte weer positief te
Zn.

Wanneer de gevonden afwijkingen een systematisch verband
vertonen met een of meer invlceden spreekt men van systema-
tische fout. Dergelijke afwikingen zijn dus het gevolg van een
interpretatiefout. De invloeden, die by de systematische fout
een rol spelen zin in de noodformule op een onjuiste wijze opge-
nomen, of geheel weggelaten.

Een verwachting van het gemiddeld kwadraat van de inter-
pretatieafwijkingen ¢; laat zich voor ons voorbeeld met behulp
van formule (113.2) berekenen. Wanneer daarin de asymptotische
verwachtingen voor m en ¢ (zie 113.3) worden gesubstitueerd,
wordt de waarde 0.5144 gevonden.

Naast de symbolen ¢? en o2, die we in 11§ bespraken, willen wij
voor de varians tengevolge van de interpretatiefout nog het sym-
bool ¢? invoeren. De wortel ¢ kan dan worden aangeduid als
middelbare interpretatiefout.

¢. In de derde plaats moet de asymptotisch verwachte nood-
formule worden vervangen door de berehende. Ook in ons voor-
beeld was er verschil tussen beide, zoals de volgende vergelijking
leert



21

(114.1) Berekende waarde Asymptotische waarde volgens
volgens 112 113 en 114
wo 0.05618 i 0.05625
q 82.36 g 82.14
w*  0.5321 <pi= (= ¢?) 0.5144

De varians werd in 112 nog als ¢® aangeduid. Daar wij aan de
vereffeningsformules het karakter van noodformules herkenden
hebben wij nu de notatie w? genomen.

In {114.1) blijkt dat er onderscheid is tussen de berekende
varians y? en de asymptotisch verwachte interpretatievarians 2
Hierbij speelt de toevalsvarians geen rol, want er is uitgegaan
van foutloze waarden, en er is bovendien voor gezorgd dat ook de
afrondingsfouten niet te groot werden.

De oorzaak van het verschil ligt hier, dat volgens onze aanname
alle omstandigheden tussen x = 1000 en x = 2000 evenveel kans
hebben op te treden, terwijl van al die mogelijke waarden slechts
8 verwerkeljjkt zijn in de cijfers van 112, Deze 8 waarden hebben
nu de taak het gehele gebied tussen x = 1000 en x = 2000 te ver-
tegenwoordigen. Ze zyn er als het ware een monster uit, Maar het
monster is niet zo 1deaal mogeljk getrokken, Dit blijkt als wij het
gebled van x in 8 gelijke delen verdelen en daar naast vermelden
welke x als vertegenwoordiger moet worden beschouwd {zie onder-
staande tabel).

1000 1500

) 1089 ) 1521
1125 1625

) 1156 | } 1681
1250 1750

) 1296 ) 1764
1375 1875

) 1369 ) 1936
1500 2000

Het blijkt dat de omstandigheid x = 1369 zelfs buiten zijn
gebied ligt; verder liggen er maar een paar redelijk in het midden.
De fout die hier gemaakt is zouden wij als monsterfout willen aan-
duiden.

Wanneer het monster volgens toeval getrokken wordt doet
deze fout misschien aan de toevallige fout denken. Maar de monster-
fout is opzetteljk te beinvloeden, en daarom veel gevaarlijker.
Wij willen dit aantonen aan de hand van vier voorbeelden (steeds



gebruiken we punten die

duiden wij aan met g2

A
o

voldoen aan v = 4.324/x). De varians

(114.2)
| I
X = ‘ ¥y = l 1% = ! = |
! | | . .
: ; : . i
I 1024 } 13824 | 476 ' 2808 [214] = 820280
| 1080 | 14256 | -411 © 2376 i fuv] = 46647.38
1406 | 162.00 3 -4 432 [v2] = 2631 3084
1483 | 16632 17 P 0
1528 | 168.48 | 21 216 | wm = 005625 & 0.0012
1561 | 17084 | 61 . 432 7 =819 188
1936 | 180.08 | 436 2376
| 1980 | 18224 | 480 2592 L gr=1.2430
] i .
gem. | 1300 | 16632 | i !
; i ! I
{114.3)
¥ = y = w = 1 b= |
i | T ) -
I 11s6 14688 | -338 | 1944 [ae2t] = 539 790
To1295 151.20 | 269 | -15.12 [iv] = 30 270.24
1261 ¢ 153.36 233§ -12.9¢ [ov] = 1 698.2784
1333 ‘ 157.68 | 161 | -8.64 |
1641 174.96 | 147 | . 864 m = 0.05608 L 0.0005
| 1723 17928 | 220 , 12,96 | g — 82.54 L (L74
[ 1764 18144 | 270 ; 1512 |
1849 18576 , 355 . 1944 | gt = 0.1316
| | i
gem. | 1494 166.32 | i
(114.4)
’ x = ‘ Y = U = P =
| ‘ e
;1024 138.24 | —205 Po-18.09 [ttu] = 416 542
;1089 1 142.56 230 | 1377 [#0] = 24358.32
1156 | 14688 | 163 1+ -9.45 [ew] = 1427.0904
1260 | 15336 | - 58 297
1332 157.68 | 13 1.35 | wm — 0.05848 L 0.0010
1408 162,00 + 87 ' 567 ' g =79.19 L 1.40
i 1521 ; 16848 , 202 ' 1215 |
| 1764 | 18144 445 25.11 $% = 0.4463
gem ' 1319 1 156.33
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(114.5)
EEN R s
T e T ; :
1226 1 151.20 , 449 | 2301 | [uw] = 446 954
1483 1 166.32 | 192 -9.99 | [uv] = 2414014
C1861 | 17064 114 . 567 | [vw] = 1 305.7848
1641 1 174.96 { -3¢ 1 135 |
I 1728 ) 17928 ' 48 297 | wm = 0.05401 - 0.00086
1849 | 185.76 174 | 945 | g =858t =145
1936 | 19008 | 261 | 1377 |
1981 | 192.24 L 300 1593 | y* = 0.3276
gem. | 1675 | 17631 | |
|

In deze vier voorbeelden hebben wij met de gebruikelijke for-
mules de middelbare fout van de uitkomsten uit de * berekend,
zonder daarmee te zeggen dat zo iets geoorleofd is. Deze middelbare
fouten zullen wij in het volgende tabelletje {114.6) aanduiden als
wm en ;. In die tabel willen wij onze uitkomsten als volgt samen-

vatten:
(114.6)
. 1 1 |
l ASY”‘P' : i : f “ | Verschil
| totische i : | <r ‘I |
L ver. | Voorb, | Voorb. | Voorb. | Voorb. 1(3¢114.4 tussen
oo, | 142 11143 | 1144 145 || =1145) 144 en
“;ircld' i | ! ‘ll 114.5
—_ - | |
e 0.05625 | i ; : i
m .  0.05625 | 0.05608 | 0.05848 ; 0.03401 {
it ! | — 1000017 | 000223 l\ 0.00224 | [my—wnt,i | 0.00447
b | 0.0012 | 0.0005 ; 0.0010 | 0.00086 || 5 | 0.00i3
i | I
— A i ‘ f= =
sl . — 084 293 26 t Iy 4l 3,39
ba : : . g | s |
i ls21a | ? | I
g | 81.95 | 82.54 ‘ 7919 83584
ig—q| ) P19 040 1 205 370 || lg—q) | 6.65
o | ‘r 188 | 074 | 140 | 145 \! e 2.00
g o 1 | | \ M T "y
g 'qu | Do, 05 21 0 25 I g4l 332
¥ “ L | | g |
4 05144 | F : ! &‘ ‘
g |1.2436 | 0.1316 | 0.4463 | 0.3276 |
! | | 1
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Het blijkt dat de uitkomsten van de eerste twee voorbeelden
bizonder goed zijn; de varians wordt echter totaal verkeerd be-
rekend. Tle varians van het eerste voorbeeld is ongeveer tienmaal
die van het tweede. Wi] willen deze speciale vorm van monsterfout
aanduiden als devialiefout.

In het derde en vierde voorbeeld zijn de afwijkingen veel beter
geschat, doch hier deugen de uitkomsten niet. De verschillen
tussen de uitkomsten van het derde en het vierde voorbeeld zijn
zelfs |,zeer betrouwbaar’, hoewel ze voor hetzelfde gebied gelden
en het uitgangsmateriaal , foutloos™ was, Deze vorm van monster-
fout willen wij aanduiden als paramelerfouf, omdat de uitkomsten,
de berekende waarden van de parameters van de noodformule,
afwijken van de asymptotische verwachting daarvan.

In 116 en 117 zullen deze fouten nader worden bestudeerd.

115 — HET TOEKENNEN VAN GEWICHTEN

Evenals bij de toevallige fouten kan men cok bij de monster-
fouten trachten hun invloed te corrigeren deor het toekennen
van gewichten. Men zou als volgt kunnen redeneren: Het gebied
dat bemonsterd moet worden ligt tussen x = 1000 en x = 2000.
Hieruit zijn 8 waarnemingen getrokken, die ieder een deel van dit
gebied vertegenwoordigen. Wegens de monsterfout vertegen-
woordigt ieder niet een even groot deel, De grootte van het ver-
tegenwoordigd gebled zou men als gewicht van de waarneming
kunnen nemen.

In ons geval is de grootte van het gebied als volgt te schatten:
De omstandigheden x worden gerangschikt volgens opklimmende
grootte, Neem nu aan dat de grenzen van twee delen telkens
midden tussen twee omstandigheden liggen. Ter illustratie zijn
in tabel (115.1) de gewichten van voorbeeld (114.2) berekend.

Om kleine getalwaarden voor het gewicht te krijgen is in dit
geval het vertegenwoordigd deel gedeeld door 20. Op deze manier
zijn voor alle 4 voorbeelden gewichten berekend, deze zijn ver-
meld in tahel (115.2). Het gewicht is voorgesteld door g.

Met deze gewichten zijn de berckeningen overgedaan. In tabel
(113.3} zijn de resultaten vermeld. De voorbeelden waarbij ge-
wichten zijn gebruikt zijn aangedwid als (114.24, 114.32) enz.
Ter vergelijking zijn de uitkomsten zonder gewicht er nog weer



(115.1)
Vertegen-
x Grenzen | woordigd| Gewicht”
| deel

1024 1090 3

1089 1056 lél 10

7 1247 sl g

1406 1444 | E) 7 5

1483 1502 58 3

1521 ¢ s 39 :

1561 § g 207 10

1936 i 1958 21? 12

1980 | 2000 42 2

(115.2)
Voorbeeld Voorbeeld Voorbeeld | Voorbeeld
114.2 114.3 114 .4 ; 114.5

k4 j g 4 F I £ X £ x I3
1024 3 11546 3 1024 1 1226 18
1089 ’ 10 . 1225 ! 1089 ! 1483 8
1406 | 5 i 126] 1 1156 2 1561 | 4
1483 | 8 | 1338 3 12600 ; 2, 1641 | 4
b2l o2 Ledl 3 133z 2 |73 s
1561 10 1723 1 1406 | 2 | 1849 5
1936 | 10 i 1764 11521 0 4 1936 3
1980 | 2 1840 3 i 1764 18 | 1981 2

naast vermeld, De waarden van y? zijn herleid op het gemiddeld
gewicht, dat aan de waarnemingen werd toegekend.

Het valt op dat de schattingen van de g% in de voorbeelder
(114.2 en 114.3) niet veel zijn verbeterd; de uitkomsten {m en ¢}
van de voorbeelden (114.4 en 114.5) daarentegen wel. Het wil
ons veorkomen dat dit zijn oorzaak vindt in de keuze van het
monster. Als algemene conclusie zouden wij willen trekken, dat
het toekennen van gewichien steflig inviced heeft, wmaay niet afdoende
helpt.

Een andere conclusie is misschien nog belangrijker. Wanneer
b1 het gebruik van een noodformule gewichten worden toegekend
op grond van de toevallige fouten, zullen deze gewichten invloed
krijgen op de monsterfouten. Omdat de monsterfouten met de
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systematische interpretatiefouten samenhangen kan dit zeer on-
gewenst zijn,

116 — DE VARIANSANALYSE

Onder leiding van Prof. R. A. Tisger heeft zich een mathe-
matische school ontwikkeld, die zich toelegt op de zgn. varians-
analyse (analysis of variance).

De grondgedachte van bovengenoemde school is de volgende:
Wanneer er verschillende fouten omafhankelisk van elkaar werken,
die allen bijdragen tot de varians, dan kan de totale varians ver-
kregen worden door de som te nemen van de variansen die iedere
fout op zich zell veroorzaakt.

Wanneer er geen monsterfout is mag in ons geval dus gesteld
worden

(116.1) w2 = ot - g2

De toevallige fout is immers naar zijn aard onafhankelijk van
iedere andere foutenbron. (Misschien niet altijd wat de absclute
grootte betreft, maar zeker wat het teken aangaat).

Wanneer er wel een monsterfout is gemaakt zouden wij deze
formule graag uitbreiden met cen paar termen £ en C, die reken-
schap konden geven van de deviatie- en de parametervarians.
Wij zouden dan krijgen

(116.2) W= o2 | gt - B+ C.

Dit mag echter niet zonder meer. De monsterfout is niet onaf-
hankelijk van de interpretatiefout. Wanneer er geen interpretatie-
fout 15, kan er geen monsterfout zijn. ndien onze gegevens inder-
daad werden vereffend op de lijn ¥ = c4/%, zou het onbelangrijk
zijn in welk gebied voor x onze waarnemingen lagen.

Aangenomen moet dus worden dat de B en de € afhankelijk
zijn van de ¢? In verband hiermee willen wij ze voorlopig aan-
duiden als deviatie- en parameterter m,

Naar zijn aard is de ¢* van deze termen evenzeer onafhankelijk
als van g% Voor de eenvoudigheid willen wij daarom tijdeljk
aannemen dat o2 = 0. Wanneer wij ons bovendien het speciale
geval denken dat € = 0, wordt formule (116.2) gereduceerd tot

(116.3) y? = ¢? + B.

Aangezien de minimumwaarde van g* = 0 is, volgt hieruit
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dat de minimumwaarde van B gelijk aan — @2 is. Ook hieruit
blijkt duidelijk dat de B geen ,,varians’ is,
Wanneer wij nu definiéren

(116.4) P A
dan blijkt dat
(116.5) Az —1

Een maximumwaarde van A laat zich niet vaststellen. Die
is afhankelijk van de bouw van de ideale en de noodformule en
van het onderzochte gebied.

In verband met (116.4) kan (116.3) worden geschreven als

(116.6) pr=(1 4+ A)¢?
Wanneer wij weer o2 = 0 stellen krijgt (116.2) nu de gedaante
(116.7) wr={l +A)¢*+C

Ook deze vorm kan niet negatief worden dus
(116.8) Cz-— (14 4)¢?

Van C is niet alleen een minimumwaarde te vinden, maar ook
een maximumwaarde. De C geeft rekenschap van de parameter-
fout, d.w.z. van het feit dat de berekende noodformule afwijkt
van de asymptotisch verwachte, Wanneer de vereffening met de
methode der kleinste kwadraten (kleinste varians) is uitgevoerd,
houdt dit dus in dat de varians ten opzichte van de berekende
noodformule (%) kleiner is dan de varians ten opzichte van ieder
ander, en dus ook ten opzichte van de asymplotisch verwachie
noodformule. Laatstgenoemde varians 1s 1n (116.6) gegeven.

Hieruit volgt dus

Yt < (1 A) g

of
(116.9) C<0

Wanneer wij nu een grootheid Z definiéren als
o C

(1 4)¢
volgt uit (116.8) en {116.9)
(116.11)} 0 <

(116.10) zZ =

N

AL
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In verband met {116.7) en (116.10) kan (i{16.2) nu worden ge-
schreven als

(116.12; p? =g L (1 — Z) {1 4- A) ¢*

17 — HET GEBRUIK VAN DE VARIANS

Het bestuderen van een vraagstuk kan tweeériei doel hebben.
In de eerste plaats is het mogelijk dat men een algemene wet wil
omschrijven. In de tweede plaats kan het doel zijn een toekomstig
gegeven te voorspellen. Naarmate het eerste doel beter bereikt is,
willen wij de conclusie rawwkenriger noemen, naarmate het tweede
doel beter te bereiken valt, noemen wij de formule bruikbaarder.

Wanneer met een ideale formule 1s gewerkt, zijn de nawwhkeurig-
heid en de brutkbaarherd alsvolgt uit de varians (g?) af te leiden.

De nauwkeurigheid wordt gemeten door de middelbare fout
van alle berekende parameters (uitkomsten), Wi veronderstellen
de methoden hiertoe als bekend.

De bruikbaarheid hangt af van de middelbare fout van de enkele
waarneming (o) en van de nawwkeurigheid der formule.

De o geeft nl. slechts aan wat de middelbare afwijking is tussen
het waargenomen, of waar te nemen, en het ware gegeven, d.w.z.
het gegeven dat uit de ware formule voor de gegeven omstandig-
heden kan worden berekend.

Maar men kan de ware formule niet vinden. De berekende formule
wijkt door een te kort aan nauwkeurigheid iets van die ware af.
Met behulp van de middelbare fouten der verkregen uitkomsten
kan nu worden nagegaan, wat de middelbare afwijking is tussen
het verwachte gegeven, dat voor eem bepaald omstandigheden-
complex % uit de berekende formule kan worden afgeleid, en het
ware gegeven dat voor diezelfde omstandigheden uit de ware
formule zou zijn berekend, Deze middelbare afwijking willen wij
aanduiden door Uy Deze Uy heeft natuurlijk ook invleed op het
slagen van een voorspelling. Hoe groter de Ug, des te slechter de
voorspelling.

Nu is de toevallige fout, die bij een volgende waarneming ge-
maakt wordt, onafthankelijk van de middelbare fouten van de
verkregen uitkomsten. De afwijking V, die het middelbaar ver-
schil aangeeft tussen een voorspelling veor bepaalde omstandig-
heden en de eventuele waarneming, die onder deze omstandigheden
zal volgen, kan dus worden berekend uit de formule






