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Oorspronkelijke Bijdragen 

DE HOOG:rEKROMME EN DE GEMIDDELDE HOOGTE 

a: Inleiding. 

VAN EEN,OPSTAND 
(with stimm~ry in english) 

door 

A. STO,FFELS 

/ , . 

In een opstand b.estaat tussen de hoogte en de di~meter, op borsthoogte 
geen streng functioneel verband. Het is niet zo, dat een boom met een 
'bepaalde diameter op borsthoogte ook eeh vaste hoogte heeft. De hoog
ten van een aantal bomen" behorende tot een bepaalde diameterklasse, 
zullen zich groeperen om een zeker gemiddelde. De daarbij optredende 
spreiding is slechts voor een klein gedeelte het gevolg van de aangenomen 
klassenwijdte. , . 

Doch wanneer men de gemiddelden van de verschillende diameter-' 
klassen, vergelijkt. dan ziet men. dat deze niet onafhankelijk zijn van de 
diameter op borsthóogte. Men moet daaruit besluiten. dat tussen hoogte 
en diameter op borsthoogte een stochastische betrekking bestaat . 

.LANGSAETER wenst, dal bij een hoogteanalyse van een opstand dit ver
band tusse!, hoogte en diameter nader wordt aangegeven door middel 
van de correlatiecoefficient. Ook BERKHOUT heeft zich met de berekening 
van een dergelijk cijfer reeds eerder bezig gehouden.. , 

Het valt niet te ontkennen. dat deze correlatiecoefficient een belangrijk 
Cijfer is, maar men mag niet vergeten, dat tussen de genoemc!e groot
heden in een opstand wel nimmer een rechtlijnig verband zal bestaan. 
De scheve (d.i. niet rechtlijnige) correlatie is uitvoerig bestudeerd, zodat 
de berekening van de correlatiecoefficient eigenlijk geen moeilijkheden 
oplevert, maar ik ben van mening, dat deze berekening zoveel tijd in 
beslag neemt, dat men "er in de meeste gevallen van zal moeten afzien. 

We moeten trachten een regressielijn te vinden. die de' betrekking 
tussen hoogte en diameter zo goed mogelijk aangeeft. In de meeste landen 
ge6eurt dit door de diameters en de hoogten van een aantal proefbómen 
grafisch voor te stellen en door de puntenreeks op het oóg een lijn te 
trekken. 

/ -

, 

II __________ ~~----~-----------------------, 
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eb. Wiskundige vereffening van de hoogtekromme. 
~ ,. . 

. Enkele' ondèrzo~ker; zoals TISCHÈNDORF en NäsLUND wijzen op de 
betekenis van een wiskundige vereffening van de hoogtekromme. Zij 
stellen van te voren een bepaalde functie vást, die enige. constanten bevat, 
. welke uit, het waarnemingsmateriaal moeten worden .beTekendL Ook 

. ,G~I!~H.!'~DT d'!"t .. in ",ez en hetzelfde,. wanneer hij aanneemt, dat tussen 
het product van grondvlak en hoo,gte enerzijds en het grondvlak ander
zijds een rechtlijnig verband bestaat. 

In het algemeen kunnen we de vergelijking van de regressielijn tussen 
hoogte h en diameter op borsthootge d als volgt voorstellen: 

h = f (d). 
Er zijn natuurlijk geen vaste regels aan te geven voor de vorm van 

deze functie. We kunnen aan een algebraische vorm denken, maar met 
evenveel recht aan een logarithmische of exponentiële gedaante. 

TISCHIlNDORF en NäsLUND hebben naar voren gebracht dat een alge
braische vorm van de tweede graad voldoende zou zijn om de hoogte-' 
kromme weer te geven: 

z 
h = Co + Cl d + Cz d , 

waarin cO' Cl en c2 drie constanten zijn, die voor elke opstand ver

schillen. Wanneer men van een' aa~tal proefbomen de hoogten en 
diameters heeft bepaald, dan kan men niet behulp van de methode van 
de .. kleinste kwadraten de beste waard.en voor co' Cl en Cz vindén. 

GERHA~DT gaat van de ond~rstelling uit, dat tussen i h en i een 
rechtlijnige regressie in· een opstand bestaat: 

dZh = md
z +:q, 

waarbij m en q twee constanten voorstellen, die voor iedere opstand 
uit de waarnemingen berekend .kunnen worden. 

Uit deze betrekking volgt terstond 

_ h=m+qUz} 

welke functie voor een wiskundige vereffening kan worden gebruikt. 
BERKHOUT heeft gemeend, dat tenminste voor de groveden in Neder

land een exponentiële functie tussen inhoud v en diameter op borsthoogte 
kan, worden gedacht: 

v ~ rds , 

waarin.r en s twee constaf!.t·e waarden zijn. . 
BäuLER en BO.SMAN hebben naar voren gebracht, dat eveneens een 

exponentiële betrekking tussen vormgetal f, hoogte en diameter bestaat: 

w y 
f = uh d , 

in welke vergelijkingen u, w en y constanten voorstellen. 
Uit de betrekking van BERKHOUTenerzijds en die van BäHLER en 
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BOSMAN anderzijds kan 
hoogtekrommë vinden: 

{,. ~ 

men door e1üninatie ook een functie voor de 

• fJ 
h = ad , 

wanneer men 
w+ I -V4r 7' a en s - y - 2 = fl stelt. 

un w+l 
Tenslotte heelt NäsLUND in -latere jaren een andere algebraische func-

tie ontworpen: 2 
d 

h= 1.3+ 2' 
(a + bd) 

waarin a en b twee constanten zijn, die voor elke opstand berekend 
kunnen worden. 

Het is moeilijk te zeg-gen aan welke van de hier genoemde vereffenings~ -
functies we de voorkeur moeten geven. Voor een dergelijk onderzoek zou 
men voor een groot aantal opstanden deze vereffeningen moeten toepas
sen en dan b.v. met de 7. 2-test de aanpassing moeten beoordelen. Mijn 
beperkte ervaring- heeft mij tot op heden geleerd, dat voor jonge op-

, standen de resultaten 'met de functies van TISCHENDORF-NäsLUND en die 
van BERKHOUT-BäHLERjBoSMAN en NäsLUND elkander weinig ontlopen: 
De vereffeningsfunctie van GEHRHARDT geeft slechtere resultaten. _-_ Bij 
oudere opstanden neemt de bruikbaarheid van de functie van "fISCHEN
DORF-NäsLUND en die van BERKHOUT-BäHLERIBoSMAN af en de geschikt
heid van die van GEHRHARDT toe. De tweede functie van NäsLUND blijft 
goede resultaten geven. 

c. Grafische vereffening van de hoogtekromme. 
De hierboven genoemde werkwijzen hebben het nadeel, dat de wis

kundige vereffening met de methode ·van de kleinste kwadraten veel tijd. 
in beslag neemt. Daarom kan' ook aan een andere methode worden ge-
dacht, waarbij het rekenwerk minder omvangrijk is. • 

We denken hierbij aan de grafische vereffening, welke n Dg steeds 
veel gebruikt yrordt. We stellen daarbij elke proefboom door een punt 
voor in een coördinatenstelsel. waarbij h en d de coördinaten zijn. Door 
de puntenreeks leggen we op het oog zo goed mogelijk een kromme. We 
gaan nu va" de onderstelling uit, dat de vorm van de zo getrokken krom-

o me juist is, doch dat men door een verschuiving in d~ rich~ing van de h-as 
verbetering kan aanbrengen. Deze verbetering moet natuurlijk gezien 

-worden in verband met de methode van de kleinste kwadraten. -
Laten we veronderstellen, dat we voor ons onderzoek k proefbomen 

kozen met dia~eters dp1 ' dp2 ' .... dpk en die de hoogten hpl ' hp2 ' 

" I .1' , "". f 

.•. , h
pk 

bleken te bezitten. Uit de hoogtekromme kunnen W!, nu bij _ 

de genoemde diameters de hoogten h I' h 2; ••. , h k aflezen. - -
, p p p 

De verschillen tussen de gemeten hoogten en die van de getrokken 
hoogtekro!"me kUltnen we aanduiden door V I' V 2' .... V k' dus: 

. .1 

VI ;= h I - hl' V 2 = h 2 - h 2' .... , V k = h k - h k' p p -p p .. -p p 
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Wanneer we' de vorm van de getrokken lijn als vast beschouwen, 
dan zouden we deze gaarne zo verplaatsen, dat de som van de kwa-

, draten van de afwijkingen rVV] zo klein mogelijk was. Stellen we ons 
voor, dat we de kromme daartoe over een afstand a in de richting 
van de positieve h~as evenwijdig aan zich zelf moesten verplaatsen. 
Dan zouden we uit de hoogtekromme niet de waarden hpl ' h

p2
' enz: 

aflezen, maar de waarden h
pi 

+ a', hp2 + a, enz. We vonden, dan niet 

de afwijkingen VI; V'z' enz. maar afwijkingen UI' U 2 , enz., waarbij 

b.v.: . U =h -eh +a) '(h ",h)-a=V-a. 
, I pi pi ,pi pi I 

De som, van de kwadraten rUU] is nu als volgt te herleiden: 
222 

rUU] = (VI -a) + (V2 -a) + ..... + (Vk -a) 
2 

= [VVl - 2a[V] + ka • 
Wij wensen aan a dlè waarde te geven, die [U U] minimaal 

d.w.z. dat het eerste differentiaalquotient = 0 moet zijn: 
maakt, 

- 2[V] + 2ka = 0 
, [V] 
a=T' 

We kunnen dit misschien met een zeer eenvoudig voorbeeld verduide
lijken. Bij een opmeting van een proefvlak in een jonge grovedennen
opstand bleken de diameters op borsthoogte te wisselen tussen 3 en 1'1 cm. 
De diameters werd.en gemeten met een interval van 1 cm en in elke 
klasse' werd van een boom de hoogte bepaald. Vervolgens 'werdén de 
hoogten en de diameters van de proefbomen grafisch voorgesteld en door 
de daarbij ontstane punten werd een kromme getrokken. De hoogten, 
die deze kromme bij de verschillende diameters aangeeft, kunnen we nu 
aflezen en daaru.it de afwijkingen V bepalen. • . ' , 

di;meter I aantal stammen 
-

hoogte hoogte pr~efboom 
. 
uit hoogtekromme V 

I 

3 16 5.0 5.0 ±O.O 
4 21 6.4 6.0 + 0.4 
5 20 6.5 6.8 - 0.3 
6 43 7.7 7.5 + 0.2 
7· 35 7.6 8.2 - 0.6 
8 '20 9.2 8.8 + 0.4 
9 22 9.5 9.3 + 0.2 

10 14 9.7 9.7 ' ±O.O 
11 5 10.3 10.0 + 0.3 
12 4 10.4 10.3 + 0.1 
13 1 10.3 - 10.4 - 0.1 
14 1 ' 10.6 10.6 ±O.O 

--
202 . + 0.6 

Uit het positief zijn van de som van de afwijkingen blijkt, dat de krom
me naar boven moet worden verschoven en wel over een afstand: 
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+0.6~,' O· 5 
a=,]2= + .0 . 

, , 

d. Gemiddelde hoogte. 
,'Uit de hoogtekromme kan men ook' op eenvoudige wijze de ge

mipdelde hoogte li 'berekenen. Noemt men de kl"ssenmiddelpunte'l 
d!, d2 , ': .. ,dn , de aantaIIen'stammen in die klassèn Y)' Y

2
, .... Yn~ 

en de uit de hoogtekromme bij deze middelpunte~ afgelezen hoogten, 
h.) , h2 , "" hn , dan is de gemiddelde hoogte: -', 

'h .,; Y, h1 '+ Y2 hl + .... + Yn hn 

Y1 + Y2 + .... + Yn 
~ , 

In ons voorbeeld vinden we zo: 

h- = 1584.6 = 7 8" 
,~ 202 . ". 

HOOGTE 
12. HEIGHT, 
IJ 

10 + 

q + 

e .' + "" "~ • .I 

1 

+ + , 
5 DIAMETER 

'3 ~ I~ 
. . ~~ " 

Bij de correctie van de hoogtekromme, zoals we die hierboven hebben 
uitgevoerd, is ook de correcti~ van, de gemiddelde hoogte ze~r eenvoudig: I 

h ,.h +a. 
cort. \ 

In ons voorbeeld vinden we de gecorrigeerde hoogte dus eenvoudig' 

, , 

' .. 

" 
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door de berekende hoogte met 0.05 m te vermeerderen. De gecorrigeerde 
hoogte is dus 7.89 m. . ..' 

Op de hier aangegeven wijze van correctie van de grafische 'vereffe
ning van de hoogtekromme is het. mogelijk met aanzienlijk minder reken
werk, dan bij de z.uiver wiskundige vereffening, tot een bevredigend 
resultaat te komen. . 
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THE HEIGHTCURVE AND THE MEAN HEIGHT OF A STAND 
(suminary) . 

We know that in a stand between the height and the diameter at 
breast height a stochastic relation exist.s. For the mathematica! adjustment 
of the heightcurve the. folIowiog functions cao be used: 

TISCHENDORP .. NÄSLUND 

GEHRHARDT 

-ËËRKHOUT-BÄHLER/BoSMAN: 

NÄSLUND 

h = Co + cl d +, c2 d
2 

h=m+l 
2 , d 

h=al 
i 

h = '1.3 + --=----=-2 
(8 + bd) 

In those formuIas the symbol h represents the height and d the 
diameter. at breast height; the other symbols are constants. 

These 'mathematica! adjustments require an abundance of time aod 
this is the reason why mostly a graphical adjustment is used. 

Denominating the differences between the heights of the k measured 
sample .trees and the adjust~d heights of the heightcurve V I' V 2' ... , 

'! k we want that. sum of squares rVV] wil! be a minimum. 
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We caD. remove the height curve over a distance a, 50 that the new 
differences UI' U2 •...• Uk are 

UI =VI-a. U 2 =V2 -a ...... Uk =Vk-a. 

The sum of squares oJ the difference will be a minimum. for 

a = [V] 
.k . 

. Denominating the means of the classes dl' d2 •...• dn • the number 

of sterns in those classes Y I • Y 2' ...• Y n' and the corresponding heights 

of the height curve hl' h2 • : ..• i\,. the mea~height h can beo calculi.ied 

by u~ing the formuIa : . _ . -'-. . _ . 

.. _ Ylhl+Y2h2+':'+Ynhn 
h= . 

, YI + Y2 + .;: + Yn ' 

Af ter ti)e correction 
calculable according 1.0: 

of the, height curve the mean height h . '. is 
. . . ... ~~r.!.~ ., 

..... '. "-'. -... ~, 

.. , 
','1 :. -.-

..... , . 
. . ' . , 

. i _ ., •• :" ~ ..,i . -~-

'. 
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