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1

INLEIDING

De studie van de waterbalans van een gegeven gebied zal zich
veelal richten op het sluitend krijgen van de balans over vooraf
vastgestelde perioden, Daarnaast is het van belang de termen van de
balans te beschouwen in afhankelijkheid van de tijd, Deze termen,
waaronder de neerslag, verdamping enz,, zijn in de tijd variabel
maar over een aantal jaren gemiddeld blijkt een soms duldelijk sei-
zoeneffect te worden verkregen. Ten gevolge van dit seizoeneffect
vertonen de termen een periodiciteit en de vraag kan worden gesteld
met welke functile dit verschijnsel beschreven kan worden,

Als meest eleﬁentaire functie kan bijvoorbeeld de cosinus-func-
tie gekozen worden en onderwerp van onderzoek is nu op welke wijze
het bestaan van een dergelijke functie met een zekere betrouwbaar-
heid uit het cijfermateriaal aangetoond kan worden,

Nu kan men stellen dat met behulp van een Fourier-analyse steeds
de mogelijkheid bestaat een uitdrukking te geven voor een periodiek
optredend verschijnsel. Ben dergelijke analyse verloopt echter al-

dus dat bij een functie van het type

y(t) = a1cos(t + ¢1) + agcos(zt + ¢2)+...+ancos(nt +9,)

de constanten bepaald moeten worden., Afwijkingen in het uitgangs-
materiaal kunnen bij deze wijze van weergeven niet leiden tot het
verwerpen van de functie y(t).Er is steeds een functie te vinden die
zich goed aan de waarnemingen aanpast.

Anderzijds kan gevraagd worden naar een criterium dat dusdanig
karakteristiek is wyoor een gegeven functie zelf dat wanneer niet vol-
daan wordt aan dat criferium, tot het verwerpen van de functie be-

sloten moet worden.

In de te volgen preocedure moet tevens een vereffening van de
gegevens plaatsvinden, waarmede waarnemingsuitkomsten over een aans
tal jaren tot een gemiddeld beeld per jaar gecondenseerd worden,Dit
gemiddelde kan in een later stadium van het onderzoek dienen als
grondslag ten opzichte waarvan incidentele afwijkingen in de loop

van elk jaar nader verklaard dienern te worden,
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In de praktijk komt het er vervolgens op neer dat met bepaalde
tussenpozen opgemeten getalwaarden ter bewerking beschikbaar zijn,
Met andere woorden de gegevens zijn discontinu. Om al deze redenen
werd in nota no.68 "Een onderzoek naar de mogelijkheid tot het schei-
den van de termen berging en verdamping uit de formule van de water-
balans" voorgesteld om met behulp van het opstellen van differentie-
vergelijkingen een analyse van de gegevens uit te voeren,

De eerste ervaringen, met deze methode opgedaan, maakten het
noodzakelijk de theorie welke aan de methode ten grondslag ligt nader
uit te werken ten einde een aantal schijnbare tegenstrijdigheden in
de uitkomsten te kunnen verklaren.

De bewijzen en afleidingen voor het werken met een cosinus-func-
tie zijn in deze nota verzameld en dienen als grondslag voor verdere
onderzoekingen, Tevens wordt nader ingegaan op de invloed van de
voortplanting van toevallige afwijkingen bij het uitvoeren van bere-
keningen met gegevens ontleend aan een differentie-tabel, Dit pro-
bleem hangt namelijk nauw samen met het opstellen van differentie~
vergelijkingen als bedoeld in nota no,68, Voor de theorie over het
oplossen van differentie-vergelijkingen wordt verwezen naar "Diffe-
renzengleichungen", Herbert Meschkowsky, Gottingen 1959 en "Finite

difference equations", H.Levy and F.Lessman, London 1959.
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2, DE DIFFERENTIE-TABEL

Als uitgangspunt bij de volgende beschouwingen dient een reeks

getallen met rangnummer t = 1, 2, ...
y1’ yz LU yt_1, yt} yt$1’ L

die verkregen is door bijvoorbeeld van een functie equidistante
ordinaatwaarden te berekenen, Van deze reeks getallen wordi ecn ver-
schillen- of differentie-tabel opgesteld, door steeds het verschil
van opeenvolgende waarde te nemen {tabeld).

Voor het berekenen van een willekcurige term uit een differentie-
tabel behoeft niet de gehele tabel uitgerekend fte worden. Zowel bij
het berekenen van differenties van een bepaazlde orde als bij het op-
lossen van differentie-vergelijkingen kan met voordeel van de volgen-

de lineaire operatoren gebruik worden gemaakt,
BYp = Tpeq ~ T (1)
-
BYy = Vium | (2)

De index t geeft aan dat op de tijdstippen t =1, 2, ..,.,t-1,
t, t+1, ... de variabele y een bepaalde waarde aanneemt; de varia-
bele y is dus een van t afhankelijke discontinue grootheid, Stceds
zal gelden dat t slechts gehele waarden kan aanncmen.

Uit (1) en (2) volgt
Ayt = (E_1)Yt
zodat de betrekking tussen de operatoren luidt
A 5 E-1 (3)
Het lineair-zijn van de operatoren velgt uit

A(ayt + bz, ) = ady, + bbz, (32)
en

E(ayt + bzt) = aEy, + bEz,

wat door uitschrijven geverifieerd kan worden.

Met (1) wordt een differentie van de eerste orde aangegeven.

Differenties van hogere orde kunnen op eenvoudige wijze met bechulp
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var (3) en {3a) berckend worden,
Zo geldt bijvoorbeeld voor de differentie van de derde orde

voor de (t+2)- de term

- 3 _ (mD . xRl

= (E_1) yt+:2 - (E 3E + 5E -1 )yt_'_g
waarna mct toepassing van (2) verkregen wordt

Yei5 = Viwg ¥ Teaz = Teuo

Volledigheidshalve kan nog gedefinieerd worden als differentie

van de nulde orde
o
Yy =Yy
terwijl voor een constante C geldt
AC = O

Een overzichtelijke indeling van de differentie-tabel wordt
verkregen door de rangschikking van de termen als in tabel 1 wordt

aangegeven ftoe te passen,

Zabel 1 Differentie-tabel equidistante waarnemingen
tijdsfip Differentie van de orde
0
¢ waarneming ! 2 3 4 A b
1 ¥y
2 P AY1 3
Ay2=y5-y2 A y1
2
3 Y3 8%, 3 A4y1
2
2 4 Y
t
874417 ATy
2 4 P
t
f1 o4t ATy 3 At 4 A yt—%p+1
A1 T g4V gy g A g
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De tweede term van de tweede-orde differentie, Azyz, wordt dus

6pgebouwd uit de elementen y4', y3 en ¥, Hiermee zijn tevens de in

het volgende te gebruiken begrippen "term" en "element" gedefinicerd.

158/0661/30/6



ikl

[

-7 =

%, DE ALGEMENE OPLOSSING VAN EEN DIFFERENTIE-VERGELIJKING VAN DE TWEEDE

ORDE MET CONSTANTE COBFFICIENTEN

Een betrekking waarin differepties van de pgrorde voorkomen
wordt een differentie-vergelijking van de ﬂi orde gencemd, De oplos-
sing van de differentievergelijking levert cen functie die p wille-
keurige clementen bevat, Deze willekeurige elementen moeten door
middel van de randvoorwaarden zo bepaald worden dat de functie de
discontinue gegeven waarden verbindt (zie de figuren in de volgende
paragrafen). De indeling van dit soortvergelijkingen komt overeen mot
die van de differentiaal-vergelijkingen, Ook de methoden van oplos-
sing verionen, naast enkele principiele verschillen, onderling over-
ecnkomsten. Zonder nader cp de theorie in te gaan wordt in deze pa-
ragraaf het verloop van de oplossing van de differentie-vergelijking

van de tweede orde gegeven (zic literatuuropgaven aan het slot van

de Inleiding).

Beschouwd zal worden de differentievergelijking

2
aOA vy ¥ Ayt + ¥, o= C0 (4)

In deze betrekking zijn a, en Co constanten, Opgemerkt kan wor-
den dat (4) ook geschreven kan worden als (4') door (2) toe te pas-
sen

2 .
a Ay, + ¥, = Cf (4")

Hiermede wordt dus een betrekking gegeven tussen de (t+1)ste
term van de O-de orde en de t-de term van de tweede orde differentie.
Beide termen komen in de differentie-tabel op dezelfde regel voor.

Een grafische voorstclling wordt verkregen door alle termen
van de O-de en tweede orde diffcrenties op cenzelfde regel van ta-

bel 1 tegen elkaar uit te zetten volgens
yt+1 T ao A2‘Yt * Co (5)
De oplossing van de gerecduccerde differentie vergelijking
a, Azyt + ﬁyt + ¥y o= 0 (6)

verloopt via de karakteristiecke vergelijking in E,
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Uit (4') volgt achterecnvolgens
a (E-1)2y + By, = 0
o t t
2
(aoE -2 B +a + E)yt =0
zodat de wortels gezocht mocten worden van

a°E2 -(2a, - 1)E+a =0 (7}

Algemeen kan gesteld worden dat deze wortels zijn

E, =« (72)

De complementaire functie is dan

= C t £
th 167 4 C,P (8)

waarin 01 en 62 willekeurige constanten zijn.

Een particuliere oplossing van (4) is eenvoudig te vinden
doordat ACO = 5200 = 0 waaruit blijkt dat Yy = Co aan de differen~

tie~-vergelijking voldoet zodat de totale oplossing luidt

(82)

Vg = Cqat c, Bt . ¢,

Uit (7) volgt voor de wortelsamen B

(22 -1) +V1-4a
@, B = 2a0

Afhankelijk van de waarde die de discriminant D = 1-—4aO zal
aanncuen doen zich drie gevallen voor die achtercenvolgens besproken

zullen worden,

3.1 D=0 ) indien & = T

Onder de voorwaarde a =4 geldt voor @ en P

2

o =p= -1

Door de gelijkheid van de wortels neemt de complementaire func-

tie de volgende gedaante zcani

158/0661/30/8
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1
Een grafische voorstelling van dit resultaat wordt gegeven

in figuur 1,

Figuur 1, Dc zwarte stippen (de discontinue gegevens voor ge-
hele waarden van t) worden verbonden door de functies
welke door de oplessing van de differentie-vergelij-
kXing worden bepaald,

Het is mogelijk deze oplossing om fe werken tot cen cosinus-

functic cn de gedaante van (14) te geven. Zie Appendix 1.

3¢2 lD > OL indien a,< %

Voor de complementaire functic geldt (8) waarin nu a#f ., tor-
wijl beide wortels reeel zijm. Wordt bovendien gevenden dat o > 0
en g > O dan kan (8) nog in de volgende vorm worden gebracht
alt

[}
vy = Cyett e ¢ ef tJ (10)

waarin ' = lngen f' = 1nf

158/0661/30/9
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Een schematische voorstelling van de oplossingen van dit type

staat in figuur 2 aangegeven,

Figuur 2, De zwarte stippen (de discontinue gegevens voor gehele
waarden van t) worden verbonden door de som van de
functie welke uit de oplossing van de differentie-ver-
gelijking verkregen worden,

3.31 p<o0 }, indien a_ %

Dit laatste geval houdt in dat de wortels van (7) toegevoegd

complex zijn, waardoor deze wortels overgaan in de vorm

(2a,-1) =i {f 22 -1

oy ﬁ = 2a°

zodat gesteld kan worden

a + bi
s = ga-= bi

]
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2a_~1
o
a = Za, (11)
VZaO4T
'b_ ———————
2a
De herleiding van (8) verloop voor dit geval als volgt:
RN A -
Yy = C1(a+b1) + C,(a-bi)
t t
=-‘.fa2 (6.+bl +02(a-b3;) (12)
i Va+b a +b
Stel nu
a b ;
*:Ezzg = cos B en ——=r—= = sin & (13)
Vﬁ +b a“+b

dit is pgeoorloofd door deze transformatie geen beperlding van de
waarden die a en b kunnen aannenmen inhoudt terwijl tevens aan
cosze + sin29 = 1 voldaan wordt,

Uit (11) volgt

zodat (12) wordt
- t A t
Yp = C1(cos 6 +ising ) + Cz(cos & =-1ising )
en na toespassing van de stelling van de Hoivre

Ty = (01 + 02) cos § t + 1 (01 - C,.) sing t

5)
of, na invoering van nieuwe constanten

Ty = B1cus e.t + 32 sin 6t

———" B B
='\[B1 + BZ { 1 =co8 6 t + 2«?— sing t %
MB?+B§ HB1!+B2

vervolgens wordt gesteld, overeenkomstig (13)

158/0661/30/11
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B -B : -
—1— - cos 9 2 = sin 9 en, B2 + B% - ¢ (13°)
2. 2 ! 2 2 1 2
'VB1+ B, B; + B,

zodat ten slotte voor de complementaire functie verkregen wordt

‘ y, =C cos (0t +¢ ) } (14)
| ¢

In deze oplessing zijn C en ¢ willekeurige constanten, De
waarde van § hangt samen met de waarde voor a, uit (4). Uit (13)

volgt nameli jk nog
b.
’te:a

en in verband me:t (11)

Hieruit ontstaat een vierkantsvergelijking in a nameli jk

1-cos’g _ 4851 (15)
cosze (2&0-1)2

waaruit na enige herleiding volgt

1

% T 207 —co5.H)

wat voor de positieve wortel wordt

’ 1
a, =
o

(16)

2

dsin -;-I)- a

Opgemerkt wordt dat de keuze van de positieve wortel uit
{15) in (26) verantwoord wordt. 2Zie ook Appendix 2.Evenals in (8a)
kan als particuliere oplossing genomen worden ytmco-zodat de vol-
ledige oplossing luidt \ * (17)
R =
Y, = C cos (6t +g) ¥ Cy (17)

Hiermee is aaﬁgetoond dat aan het gegeven verband volgens
(5) met a > %-slechts een cosinus-funciie aan de elementen van de
differentie-tabel ten grondslag zal liggen,

De grafische voorstelling van dege oplossing volgt in figuur 3.

158/0661/30/12
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Figuur 3. De zwarte stippen (de discontinue gegevens voor ge-
hele waarden van t) worden verbonden door de functie
die als oplossing uit de betreffende differentie-
vergelijking ontstaat,

158/0661/30/13
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4, DIFFERDNTIE-VERGELIJKINGEN VAN HOGERE CRDE

De algemene betrekking tussen de termen van de O-de en de
tweede orde op eenzelfde regel uit de differentietabel luidt vol-
gens (5)

2
Tieq = 7 3By ¥ O

(18)

De overeenkomstige betrekltingen voor hogere orden kunnen uit

(18) afgeleid worden door opnieuw differenties te nemen. Achtereen-
volgens komt er (ACO = 0):s

Nipq = - aoA5yt (19)
A2Yt+1 =T aoA4yt (20)
A4yt+‘| -7 aoA5yt

& P;t+1= 'aoﬁé+2yt.

(21)

Opgemerkt moet worden dat (18), (19), ..., (21) steeds een re-

gel lager in de differentietabel voorkomen. Hieraan kan veoreerst

voorbijgegaan worden,

De oplossing van bijvoorbeeld (20) verloopt nu als volgt

4 2 _
a by, +A Ytgq = a

4 2
ao(E—1) Yi o+ (E-1) Ey, = 0

De karakteristieke vergeliljking is
29 2
(B~1) i a B - (2a_-1)E + ao§ =0
waarvan de wortels zijn (zie ook (7) en(7a))

.E = o

4= Yy =1

De algemene oplossing van (20) met DXO - volgens 3.3 - is nu,

rekening houdend met 2 gelijke wortels v,

158/0661/30/14
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¥, = C cos (et+g) + (C1+Czt) ft | (22)

In deze uvitdrukking is dus y= 1. Cm aansluiting te virnden bij de
oplossing van de differentie-vergelijking (4) kan voor de willekeu-
rige constanten genomen worden C1=Co en 02=O waarmee weer de oplos-

sing (17) verkregen is.

158/0661/30/15
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5. TOEPASSING OP AARNEMINGSUITKOISTEN

5.1 Inleiding

In principe kan het bovenstaande op een reeks waarnemingsuit-
komsten toegepast worden, Hiertoe worden gegevens afkomstig van met
gelijke tijdsintervallen verrichte waarnemingen in een differentie-
tabel samengebracht waarna de differenties van de orden 1, 2, ...
worden berckend,

Vervolgens worden de in tabel 2 genocemde paren gegevens gra-
fisch uitgezet. Opgemerki moet worden dat vanaf (19) de constante

C0 door het nemen van hogere differenties verdwijnt.

Tabel 2 Mogelijkheden tot grafische voorstelling van de differen-

“tievergelijkingen van een cosinus. functie,

formule y-as X-as hellingstangens constante
2
(18) I 41 & Ty 2 Co
(19} AY 3
t+1 A Yy -a 0
2 4
(20) a yt-l—'] A yt --ao O

Indien de waarnemingen in verband gebracht met de tijd aan een
cosinus—functie voldoct, 2al met de genoemde mogelijlkheden (18),
(19), (20), ... steeds cen lineair verband gevonden moeten worden,

Theoretisch is het dus mogelijk volgens (18) de constanten
a, en CO dic in de differcntievergelijking (4) voorkomen te bepalen
en met (19), (20), ... te controleren of a, blijst gelden.

Wanneer hicraan voldaan wordt kan besloten worden de veronderstol-

158/0661/30/16
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ling dat de woarncmingen aan ecn functie van het type (17)

voldoen te aonvoarden,

5.2 De afhonlielijkheid van de waarncmingsfreguentice

Het verband tussen de constante & uit de differenticevergeiij-

king en uvit de complementaire functic was volgens (16)

1

a =
4 sin2 % <]

e}

Do waarde die € aanncemt is bepalend veoor de golflengte van de
cosinusfunctic zie {14). Hicruit volgt mctecen dat aan O cen voor-
waarde onpgelegd moet worden indicn cen periodiciteit van cen Jaar
aan het uvitgangsmateriaal ten grondslag ligt,

Stel dat met gelijke intervallen k waarnemingen per jaar ver-
richt worden. Dan is

¥ = C cos (iggt+p) +C, (23)

zodat a, vordt

o = 21 180
4 sin =

Voor cen aantal gebruikelijke waarnemingsfrequentics k wordt
in tabel 3 de thecoretische waarde van a, gegeven. 2o Zal bij het
werken net bijvoorbeeld decade gegevens, indien (23) geldt, bij het
uitzetfen van de gegevens, zoals in tabel 2 werd aangegeven, cen hel-

lingstangens van —ao=m—32,9 gevonden mocten worden,

158/0661/30/17
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Tabel 3 De invioed van de waarncoingsfrequentie op de waarden van a,

tijdvak tussen aantal (s}
¢ wagrneningen k. ¢ - %EQ_ %

per jaar
1 dag 365 0%59 5000 (afgerond)
pentade 72 5 131,5. ...
decade 36 10 32,9....
% naand 24 15 14,6....
maand 12 30 337304
1% naand 8 45 1,707...
2 macnden 6 60 -1
lwartasl 4 90 0,5
trimester 3 120 0,333,
L jaar 2 180 0,25%
jaar y| 360 ca

Opgenerkt moet nu worden dat de gegeven waarden voor 2 slcchts
gelden net theoretisch juiste woarden van de cosinusfunctie, Zodra
echter afrondingsfouten of andere onnauwkeurigheden van invloed zijn
worden lagere waarden voor a, gevonden, VWanneer bij het uitzetten
van een reclks waarncemingsuitkomsten volgens het prineipe van tabel
2 achtereenvolgens (18), (19), (20), ... beschouwd worden blijkt cen
steceds kieinere waarde van a, achtercenvolgens het verband tussen de
differenties weer te geven., Het blijkt tevens dat deze lage waarden

van ao onafhankelijk van de waarnemingsfrequentie zijn,

In dc volgende paragrafen zal aangetoond worden dat de invioced
van afrondingsfouten en toevallige fouten zich bij deze differcntie-
methode zodanig voortplant dat in het verband tussen differentics
die 2 in orde verschillen bij steeds hogere orden, onafhankelijk van

. . P 1 .
de waarneningsfrequentie, een limietwaarde van a, = E— bereikt wordt,

1)

Voor deze waarde geldt de oplossing (22) nict. 2Zic 3.1 en

Appendix 1.

158/0661/3C/18
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6, DE_ALGRHENS T&RM I DB DIFFERENTIETABEL VAll EEN COSIWUSFUNCTIE

Voor de verderc beschouwing van de cigenschappen van de uit cen

cosinusfunctic ontwillielde differontictabel wordt nu uitgegaan van de

functie

y, = C cos ( et+gp ) + C,

wat tevens de algemene vorm van de termen van de g-de orde is,
rlke Yy voldoet theoretisch aan de gegeven functie.
De algemene term van differentics van de cerste orde is

Bye = Yguq = Yy

= cos%@ {t+1) +?% - cos ( 6t+9p )]

=0 | cos{ ©t+e6) - cos (&t +¢)]

- . 1 .
=0 |- 2 s:.n(-9t+q:+ -2-9 ) sin -2-9 ]

-

zodat voor de orde p=1 geldt

Ay, = -2.Cy sin %9. sini ( ty%)e +m§ (24)

Ilu werdt gesteld dat voor de orde p de algemenc term t voor-

gesteld wordt door

ﬁpyt= (-2 sin%e yP C[ sin% (t#%)e +¢}5in %‘P“
- (25)

+ cosi ( t+7)6 + $§ cos 1 pTW :
2 . 2. .=

Door volledige inductic Itan deze bewering bewezen worden.

Nemelijk uit tzbel 1 volgt dat bijvoorbecld

2
Moy by -by, = A(A
¥o=hys-ty, = &(4y,)

cn algencen
APHle L oA(aPy ) o AP —AP
¥, = M8%,) Vpoq ~8 ¥

Hot laatste 1id van deze betrekling wordt toegepast op (25)

158/0661/%0/19
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A =(“2Sin';je )P ¢ { sing t+9+f% 6+ ¢) sin%pm

1

Tta
+ cos(6t+6+-g-8+cp ) Cos—z-p)'[]

Apyt ~ zie {29)
Het verschil wordt, door toepassing van de formules voor het

verschil van twee goniometrische functies

P _ Ak v PR o X " 241 .1
Eyi,q- By = (-2 5in9 ) O- 2 51n26cos(6t+~§—6 +@)81n§pn +
-2 sin%esin(9t+3§19+¢ ) cos%pn]

Rl

BT st e
51N 5 T en Sln2 pTL-COS )

Aangezien cos% PN

wordt het verschil
=(-2&3:’r.n%8)p+'i Ct sin%(t+B%l)9+¢§ sinE%lﬁ +

+ cosi (t + E%l)e +¢} cos E%ln]

A D1
=A yt

Hiermce is de gedaante van (25) terugverkregen. Voor p=1 is
(25)juist en ontstaat (24)., In het bovenstaande is bewezen dat als

p=1 voldoet dat ook p+1=2 voldoet enz. waaruit volgt dat (25) alge-
meen geldt1 ..

De betrekking tussen de termen op eenzelfde regel in de diffe-

rentietabel (tabel 1) kan nu algemeen uit (25) afgeleid worden.

-

. 1 . oo
Apyt+1=(-251n59)p C 51n2(t+1+%)9+@:=51n§ P+
. - J
+ cos i(t+1+§)6+¢§ cos% pnl (25a)
en

P+2g sin% (t+E§2)9+Q§ sin %(p+2)n +

+ COo8 %(t+R§g)6 +9 cos% (p+2)1t] (25b)

1jMot C, =0 geldt (25) ook voor p=0 en wordt de algemene term van

de O-dc orde volgens (14) verkregen.

P2, _ (omiad
Ty, = ( 251n29)
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In deze Jdaatste uitdrukking is

sinl(p+2)n = -sinlpn
2 2

cosl(p+2}ﬂ = —coslpn
2 2

De vormen tussen de vierkante haken van {25a) en (25b) zijn dus

op het teken na gelijk, zodat voor de verhouding (25a):(25b) gevon-
den wordt:

P
A yt+1 = = = - g

£p+2 2%6

0 (26)
Ty 4 sin

Hiermee is de keuze van de positieve wortel in {(16) verklaard,
(Zie Appendix 2).

Wordt (26) voor de orden p, p+1, p+2,... toegepast dan geldt

de betreklting voor opvolgende regels in de differentietabel zoals

in figuur 4a staat aangegeven.
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Het verband tussen achtereenvolgende termen op cenzelfde regel

volgens figuur 4b wordt voor de cven orden
y, - C = -a 0%
t 0 o vi-1 (27a)

-a 152 —(—ao)2 1'_":4

0" Tt~ Yioo

(a)" try 52,

voor dc oncven orden
o 3
Byy = -85 rpy (270)

~a 47 (=)? &

Tusq™ Yyoo

()% & (a;)?

g2 It-3

(_ao)%'(p-1) AP

1l

yt—% (p-1) P =1’ .?)y S5y eve

Door het nemen van differenties kunnen beide reeksen uit clkaar
verkregen worden n,l,
1
20 P

Y

1
- P, PH
p} = ("a.o) 2 A yt“"1 P=2,4,6,00-

4 (-a,)
2

-1
2
waaruit voor het tweede 1id volgt

1 (1)

| (—a ) A y't—l

=3 7,
o 5 (p-1) P ,'ET::

(27¢)

Aan deze laatste vorm voldoet ook p=1 waarmee de vergelijkingen
recks (27b) verkregen is,

De waarden van de termen van de p-de orde, uitgedrukt in de

eerste term wordt volgens {27a) en (27b)
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Yy = C P
P t 0 -1 _
A yt_Jp —_vzzzzﬁ;: p=2,4,6,... (28a)
[

en
4P t: T &b

yt-l-(p—1) N P ~1 p=1,3,5,4.. (28b)

2 \Ja
O

Wordt nu volgens het schema van figuur 4 b steeds hogere orden
in beschouwing genomen dan zal bij toenemende p de absolute waarde
van (28a) cn (28b)} naderen tot O indien a  >1 wat overcenkomt met

cen waarncmingsfrequentie k >6 (pag .....)}, zodat

Lim APy

p—mo

t_v—;-P = O a0> 1, p=2’4"6ﬁnnn (28c)

Voor het geval dat ao=1, dus met 6 equidistante gegevens per
jaar (tabel 3), worden de nccmers in de rechterleden van {28a) en
(28b)} onafhankelijk van a - De gechele differcentietabel zal nu uit
termen bestaan gelijk aan de elementen verminderd met Co (zie bijla-
ge 3).

Met a, <1 zal de groctte van de termen bij hogere differentics
toenemen. De verhouding zoals die volgens (26) berckend wordt blijft
steeds onafhankelijk van de orde van diffoerentie p. Enkele voorbeel-

den worden” gegeven in bhijlage 3,
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Gevraagd werdt nu naar de verhouding tussen de termen indien
dezc voor stceds hogere orden opgesteld wordt. Als voorwaarde moet
gesteld worden dat van (30) inderdaad cen volidoende aantal differen-
tics genomen kan worden met andere woorden dat er geen cindige waar-
de vanr p is waarvoor alle tcrmen 2
dix 4),

Bij cen waarncmingsfreguentie van meer dan 6 waarneminger per

+ gelijk aan O zijn. (Zic Appen-

jaar zal volgens (28 c) indicn p stceds grotere waarden aanncemt.

. iéif Pyt_%p =0 | (a, >1) p= 2,4,6,... (31)

De hetekenis van p — o« voor de index is dat verondersteld moet
worden dat cen voldoend aantal clementen aanwezig is voor het nemen
van de differenties, een voorwaarde die met ecn goniometrische func-
tie zeker kan worden vervuld, D¢ betekenis van de gebruikte index

{(t - %p ) kan cok in tabel 1 nagegaan worden,

Dc uitkomst van (31) houdt in dat voor » — e« indicn a, >1 de

Apetulp
-2 p=2,4,6,... (32)

AP+20 1
t—'§-p-l
Door nog ecnmaal ecen differcntie te nemen gaat in (29) de cven
recks over in de oneven reeks op de wijze als in (27¢) is afgeleid.
Voor de limiet geldt dat p—w = (p+1)— e zodat cen analyse van

de cven recks alleen voldocnde is,

Berckend moet. dus worden, symbolisch voorgesteld met a in (32)

afhankelijk van p,

Lim a (p) (32a)
p—.oo
~0-0-0~0-0-0=0=0=0=0~0=0m0=0m

Een term in de differentictabel varn willekeurige orde p op

dezelfde regel als e_ voorkomend Kan uit de elementen berekend

t
worden volgens (3)
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= (520

wacrin voor cindige p nict alle termen van cen zelfde orde gelijk
aan 0 zijn (Appendix 4),

Cntwilllzeld volgens het binomium van Newton
r
_a8F S p-i , ni
(E-1) egl, = 22 () =® (<1) ey 1y
2 =0 2

kml

Yanncer dc operator B volgens (2} op het argument inwerkt
p

AP ==§£ Py oyt . '
pdp =6 Q) (et (33)
L=0 l

Voor de nocner van {32) wordt dit

p+2
AD+2 _ . P+ _ i
et—%pul"zz (F57) (1) ®talp-is]
1=0

Uit dezc laatste vorm wordt nu het cerste (i=o) en het laatste
cloment (i=p+2) afgesplitst. Gomakshalve worden deze beide samen

voorgesteld door T zodat, daar p+2 stceds cven is
g ’

1
T (gp+1) = et+(-?2-p+1) +et-(%-pﬂ) (34)

In het linkerlid moet (%p+1) opgevat worden als argument van
T. Er komt dus

| P2 1 T i
Cdpg TP+ ) () ) et (35)
i=1

Onder het somteken van (%3) en (35) staan nu dezelfde clemcnten,

namell jk

et+%p’ °t+%@-1,"" et-%p+1 "et-%p

wat aan de hand tabel 4 gemakkelijk geverifieerd kan worden.Tevens
blijkt dat dezclfde elementen in (33) en (35) met cen verschillend
rangnunner van de binomiaalcoefficicnten voorkonmen; dit is in tabel
4 op regel p aangegeven, Door voor de differcntic van de orde p+2

de binomiaal-indices te verschuiven volgens regel p+2 in tabel 4
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ontstaat de situatic dat voor de differenties dic in orde twee ver-
schillen onderling elke i hetzelfde element aanduidt, Hiertoc wordt
in (35) overgegaan op de index i+1 die loopt van o—p. De soumatie

wordt nu geschreven als

p+2 341
(i+1) (-1) 1

o et+§ p-i (36)

P ‘
Rt

Z2ic ook bijlagen 1 eon 2,

De gebruikte numnering met index i heeft nu nog het nadeel dat
et toencmende waarden van p de vernummering van de elcmenten ver-
springt, zodat voor bijvoorbeeld t=4 voor de termen met differcntices
van de even orden het overzicht uit tabel 5 ontstaat. De stinpen in

de tabel stellen de afgesplitste elementen voor,

Tabel 5 De nunnering van de clementen in een aantal termen uitgaande

van het clenent e

4

. AO A2 A4 v AP
index
e, 95-2e4+95 06-4e5+6c4—4e5+e2
i voor p 0 0 1 2 0 1 2 2 4
i voor p+3 ., . 0 . . 0 1 2 .
j voor 0 -1 0 11—-2 -1 0 17 2 ‘o
elke p

Door over tc goaan op de index j krijgt elk element in clke teorm

op dezelfde regel als e, dezelfde aanwijzer., De betrekking is

4
. 1 .
1 = 5p+j

waarvoor de grenzen worden

Ben schematische voorstelling van deze betrekking wordt nog gegeven
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in Apwendix % en bijlage 1.
Met deze herleiding wordt (32), of %%%%, geschreven als

1
= P 5
4 - - Py
ﬁet-EP 2} (-1) 2 T
2T I
J= 5P PN
) . ! +2 y
p+2 1 e /P 28+
A et~%p~1 T(Zp+1) - 2 (=1) ®t_
SRR
j= ——,P ‘EP%J-H]
~G=0=0=0=0=0-0-0-0-0-0-

Eerst zal acngetoond worden dat in (37) bij tocnemende p onder
de op pag. .24 gestelde voorwaarden T (%p +1) verwaarloosd kan wor-
den, met anderc woorden dat de som van clementen in de noemer steeds
groterec wacrden krijgt.

Voor het bewijs wordt de nocmer uitgeschreven in de parcn elemen-

ten met dezelfde binomiaalcoéfficiénten, uitgaande van ey dus van

Ciy Cppq F Croqy Bpan h Cppy eeo (382)

wat met het symbool T kan worden wcergegeven als
1 ,
5T (0), T (1), T (2), ... (38b)

De bijbchorcnde binomiaalcoefficicnten worden verkregen uit (37)

en wel uit

p+2 Jp+j
1 . -1} 2 .
(E'P +1+J) (-1) , d=0,+ 1, + 2, ..., i_% P
of
Ip+s dovi (pea)
(-1) 2 {p+2)! (-1)2
1 . 1 . - 3 .
(E'P+1"3)! (Ep+1+3)! i(%p+1)2-32} !

Voor oplopende waarden van p wordt de noemer van (37)
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-0, §=0 T (1) - 2. 5 7(6)
p=2, j=1 T (2) + 6. 5 T (0) -4 T(1)
p=4, j=2 2(3) -20. 2T (0) + 15 T(1) - 6 7(2)

' 1 |7 p+2 +2 .
p=p, j=3p T )02 | (s )37 (C) LLyyg) T (D

pP+2 i 1p 1 y
"'"(%p+1+%p ) (=1)2% T(3p)

Uit decze laatste vorm kan dus cvencens elke term voor ecen wille-
keurige p berckend worden, De grenzen voor j worden in deze uitdruk-~
king tcruggevonden in de laatste term; deze heeft namelijk het argu-
ment (%p). _

De algemene term wordt, tcneinde de limiet overgang p— &
voor tc bereiden verder herleid., Hiecrtoc worden de birnomiaslcoeffi-

¢cienten uitgeschreven waardoor ontstaat:

1
T (Gpen)- ()P | 2R dpgo). ——(ErAll oy,
2 (To+1) 1 (Fpe1)1 2 (o)t (F +2)
+2 11 1 ! !

g it e )

> "3 ! ! §p+Ep+1)!
waaruit volgt:

; 1 (p+2)! (Zp+1) (%) (Fo+1)
2(Jo+1)- (1) ———y | 1 (0= 2 D)+ (2)- .

(o)t 2] Ip+2 Tp+2) (% 293)

. 2m3...(%p+1)

e 1.

1 1
‘.- | 1 (-1)2% 1(2F)
(Zp+2) (zp+3). .. (gp+143p)

De factor voor de rcchtc haak kan als volgt herlcid worden

(p+2) (p+1). . . (p=3p+2) (p=p+1) ... 3.2.1

(G + D) (G- 320 2
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wat overcenkomt mect

(2+2) (p=1) (p) (p1) .. (Fp+4) (Jo+3) (Jov2) (L) tormen

(Zp+1) (30) (3o-1) (3p-2)... 3.2.1

De limict van deze oneindig voortlopende rceks wordt na de
volgorde van de factorcn omgedraaild te hebben

1 1 1
. =p+2 =p+3 —p+d
L 2 2 2
B oo . . TR (392)
Co- 1 2 3

De vorm tussen de rcchte haken wordty als oneinrdig voortlopende

reeks geschreven:

y S 1.4+ ’
5 T(0)- f % (1) + 21 22 1p T(2) - ... ,(Ep+1)termen
B (3 +2) (3+2). (3+2)

De limict voor p —w geeft dan, onder de cerder gestclde voorwaar-
de dat het aantal termen zo groot is dat de limiet gernomen kan wor-

den

%m (0) =T(1) +T (2) =T (3) + T (4) - --%

Uitgeschreven in de elementcon volgens (38b) en (38a)

! ®t7 Cra1TC-1 a0 2 %3 g T e ]

-
-

= l ( "'et-2+et+et+2+"’)-("'et—5+et-1+et+1+et+5"")J

Deze vorm houdt in dat het verschil genomen m.et werden van @

1ste de som van L met alle elcmenten die op "even: afstand" van e

liggengmet 2de de som van alle elementen die op "oneven afstand" wvan

t

e liggen, Beide sommen zijn weer oneindig vooritlopende reeksen,

In symbolen samengevat

S@%Mﬂj (39b)

Voorts wordt wecer de betceckenis van

Lin T (Zp+1) =T (Zp+1) (39¢)
p—)oo
deze dat cr cen veldocnde acntal T—termen zijn. Opgemerkt moct

worden dat de T-termen zelf alle slechts cindige waarden kunncn
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aannemen zoals in het begin van deze paragraaf werd gesteld.
Voor de limict van de nocmer van (37) kan met behulp van (39a)

(39%) en (39c) geschreven worden, bedenkend dat /=¥ slcehts het
tcken bepaalt

Lim & P*2 et__;_‘p_:l =T (Zp+i)= i\ %&% lps(e)-S(Oﬂ (40)
P - !

Over de¢ze uitkomst valt nog hét volgende op te merken,
In S(e) komen alle mogelijke toevallige afwijkingen zowel positieve
als negaticve van Zy ten opzichte van y, voer, dic op def7duur tcgen
elkoar weg zullen vallen. Evenzo in S(o).
Dit houdt in dat zowel S(e) en S{o) naar nul naderen en dat
ook hot verschil van beide oncindig voortlopende recksen (39b) op
de duur de waarde O gaat aasnnemen, .
Aangezien cchter in (392) alld-%p+1) termen afzonderlijk
oncindig worden zal (39a} sneller tot ® naderen dan (39b) tot o
on zal de limiet van het produkt cvencens oneindig zijn. Asngezien
voorts T (%p+1) slcchts eindige waarden aanneomt kan deze t.o.v, de
tweede torm in het rechterlid van (40) voor- p~Uiverwaarloosd worden,

hetgecen te bewijzeon was,

Onafhankelijk van T (%p+1) is dus

Lim P2 4 = o '

Het is duidelijk dat veor de teller van (37) op analoge wijze

bewezen kan worden dat

Lim APe, 1

P t =P vy (40v)

Dit is tevens de uitdrukking van de limiet voor d¢ algemenc
term, De termen van hogere differenties in ecn differentietabel
van willekeurige cnafhankelijke clcmenten nemen dus in grootte toc.
Tevens kan bewezen worden dat op de duwur (p—° ) de termen cen al-

ternerend teken krijgen {Appendix 5).

~0=0-0-0-0-C=0-0~0-

Pén .slotte blijft nog over te berckenen de limiet van (32),
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symbolisch voorgesteld in (32a),

P, 1
Lim & St-2P
po% o Bre,
t-ap-1

waarveor uit (37) volgt, onder verwaarlozing van T(%p+1) volgens

(40):

:
o
27 P ZPH
2; TR B ®t-3
g 2P
Lim TP (41)
P 2p

1. ..
+
_yy 2P

P
]
-—
Dvﬂ_
Lw]
+
g

. 1 s ( -3
J=-3P §p+3+1
Het is niet mogelijk de limiet te berekenen uit de limieten van
de teller en de noemer daar beide volgens (40a) en (40b) tot ® na-
deren. De volgende herleiding kan toegepast worden,
De som van produkten in teller en noemer wordt beschouwd als

het inproduct van de vectoren

e = (e, 1, e, 1. cen, e 1
- t-ﬁp’ t_§P+1’ t+§p) |
P 1 . .1 1. .1
By - () (-0 1=, e g
1. )
Ip+3 (42)
1 .
+2 . 1 1
b= (P2 ) (-1)2PH J=gp, =1, -v., -2
2 1 . 2 z2 2
§p+3+1

waardoor (41) wordt

Lim _29°8
e EQ‘E (43)

Wanneer nu zou blijken dat de verhouding tussen de kentallen

van de vectoren Eq en 22 voor p— ® tot een limiet L naderen, onaf-

hanlielijk van het volgnummer van deze kentallen j, dan kan (43) ge-

schreven worden als

21'3 (L Rz)'i
Lim = = e (43a
pﬁ (=] 22‘2 Rg'g :
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De vector Pq is dan namelijlt L maal zo lang als de vector QQ.

Het onderzoek naar de verhouding tussen de lkentallen verlcopt

als volgt.
Uit (42) ontstaat voor de verhouding van een willeikeurig paar
kentallen
(1))
1 .
b, . + . 1 1 44
13 = i J=%P, eees P (44)
b2 i +2

)

( P

- (1 .
EP+J+1
In bijlagen 1 en 2, worden waarden van de coefficienten en hun ver-

houding gegeven, zie ook Appendix 3.

De noenmer lkan ontwiklzeld worden tot

| ( p+2 ) (p+2)! (p+2) (p+1)p!

i 1 . = =
—=p+j+1 A v o] N : % .
2P (Fo+1-3) (Gp+1+1) 1 (Zp+1-3) (Gp+1+3) (Fo-3) ¢ (Fpd)

waaruit velgt

pi2 (p+2) (p+1) P

(4 i ) = (dps1)2 - 32 g +.)

5P+ 5P ] o+

Ingezet in (44) cn teller en ncemer gedeeld door p° geeft

1 1,2 iy 2

b,. (24=)S= (&)
Lim H- - Lin 3—92 ; - -% ) (45)
pqw 2j pam “(1+§J(1+5) (Voor j =0r1!2:"')

Deze uitkomst is dus onafhankelijk van j en geldt dus voor alle
overeenkomstige kentallen,

Het blijkt dus dat de vector 22 nadert tot een vector in de
richting tegengesteld asan die van 21 en met een lengte van 421.

Na deze bewerlkingen geldt ten slotte voor (37).
AP

et—ip
Lim 2 1
T (46)
P ﬂp+2e 1 4
t—‘ép—1 —_!
In bijlage 2 wordt de verhouding van de binomiaalcoefficien-

ten weergegeven voor de orden p=0,1,2,...,15.

-0-0-0~-0-0-0-0-—

158/0661/30/34



—36-

volgens (5) respectievelijk(30) in een reeks toevallige elementen

met oplopende orde p tot een limiet nadert.

Is de waarnemingsfrequentie hoog, k> 6, dan zullen in de dif-
ferentietabel de cosinus termen Y in orde van greootte afnemen met
het tcenemen van de orde van differentie p (31)(pag.26 )., De toe-

vallige fouten e, krijgen hierdoor en mede door het feit dat deze

t
in orde van grootte toenemen (40b) een steeds grotere invloed (zie
bijlage %), De verhoudingsfactor a (pag .34 ) blijkt onder deze

omstandigheden tot een limietwaarde % te naderen. Voorbeelden

van de wijze waarop deze limiet bereikt wordt, worden gegeven in

tabel 6 in Appendix 3 en in bijlage 2.

Het criterium voor de cosinusfunctie kan dus gevonden worden
in de eis dat bij het grafisch uitzetten van de termen die twee in
orde verschillen, voorkomend op eenzelfde regel van de differentietabel
die hellingstangens a, gevonden moet worden die past bij de gebruik-
te waarnemingsfrequentie k.
Wordt een andere, lagere hellingstangens gevonden dan behoeft
nog niet tot verwerpen van de cosinusfunctie besloten te worden,
maar zal het criterium geen maztstaf kunnen 2zijn ten gevolge van het

feit dat mogelijk toevallige afwijkingen te sterk gaan overheersen,

-0=0=0~0-0-0~0=
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9. CIJFERVOORBEZLD VAN DE AFGELEIDE EIGENSCHAPPEN,

In een cijfervoorbeeld zullen de gevonden resultaten nog eens nader
geillustreerd worden. De bijlagen 3 hebben cp deze paragraaf betrekking
en dienen tot tcelichting op het besprokene., In het cnderstaande wordt

steeds naar de desbetreffende plaatsinde theorie terugverwezen,

Als cijfervoorbeeld zouden gegevens van b,v. waterstandswaarne-
mingen, berekende of gemecten verdamping, enz. gebruikt kunnen worden.
Ervaringen hiermee opgedaan zullen in een afzonderlijke nota vernmeld
worden, Hier wordt er de voorkeur aan gegeven een cosinusfunctie tot
uitgangspunt te nemen. Door afronding ontstaat een zekere fout t.o,v.
de werkelijke waarde. Deze fout komt overeen met de e uit (29); gezien
hun periodiciteit zijn de e's niet onafhankelijk. Hieraan kan in het

volgende voorbijgegaan worden,

In bijlage 3.1 wordern ordinaatwaarden gegeven voor het geval 36
gegevens per golflengte ter beschikking staan. (k=36), alle waarden zijn
in zeven decimalen gegeven,

In bijlage 3.1 worden achtereenvolgende differenties genomen,

Het blijkt dat de absolute waarde van de termen overeenkomstig (31)
weliswaar steeds kleiner wordt doch slechts tot de 6e differentie;
daarna nemen de termen bij hogere differenties in grootte toe doordat
de toevallige fout gaat overheersen (40b), In de differentie-orde p=20
hetben de termen een alternerend teken, (Appendix 5) behalve op de
plaats waar naar het volgende kwart van de golflengte wordt overge-
gaan, dit als gevolg van de periodiciteit in de e-reeks. (Hierdoar
blijft ook de O bij de hogere orden gechandhaafd),

In bijlage 3.2 worden de verhoudingen gegeven tussen termen op
eenzelfde regel van de differentietabel. Zo is voor de 3e term van de
nulde orde deze verhouding

0,9396942

-0,0285519 = = 22,9118 = ~a,

Deze waarde komt gocd overeen met de theoretische voor k=36, n,l.
a, = 32,9124... Ock voor de tweede orde differenties worden waarden
gevonden die goed met de theoretische overeenstemmen, resp., 32,9254;

32,9213;... Tot dezc orden gelden de verhoudingen nog als karakteristiek
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voor de cosinusfunctie en is deze verhouding een criterium voor het
bestaan van de cosinusfunctie; voor hogere orden nadert de verhouding
. . 1 .
al spoedig tot waardern die ongevecr Z zijn.
1

In de lzatste kolom van bijlage %.2 wordt de limiet = 7 (46) a1

zeer dicht benaderd.

In bijlage 3.3 worden de cordinaatwaarden gegeven voor het geval
6 gegevens per golflengte békend zouden zijn (k=§). Volgens dec thecorie
moeten de exacte wzarden van de termen bij opvolgende differenties
gelijk blijven (tabel 3, a0=1). Ten gevolge van de afrondingsfout is
dit in tabel 3.3 rnict het geval doch de fout plant zich nu slechts

relatief langzaam voort, (Appendix 6)

In bijlage 3.4 tenslotte wordt aangenomen dat de waarnemings-
frequentie k=4, Dc termen op dezclfde regel in de differentietabel
nemen naar de hogere differenties met een factor -2 in grootte toe
(ao=%) zoals theorctisch werd afgeleid (16).

Er kan bewezen worden dat zan dcze waarde van a identiek vol-
daan wordt, zodat het steeds mogelijk is een cosinusfunctie exact aan
gegevens van dit type aan te passen, Namelijk voor de uitgangsgegevens
geldt z,=a, zt+1=b, zt+2=-a¢ zt+3=—b, . zodat

2

2
Bzp= (B-1)"2y=2y =22y 4 + 2y

=~g-2b+a==2p

zodat steeds geldt, ongeacht de afrondingsfouten

2
t+1 1
—t - 2o g (k-_-4)
ﬁzz 2 o
t
Y o JU0Y s TN, YU, O PO
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APPENDIX 1.

1. De willekeurige constanten als functie van de tijd

Een bijzondere cigenschap van een differentievergelijking is
het discontinu zijn van de onafhankelijk variabele. Deze eigenschap
maakt het mogelijk aan de willekeurige constanten een functioneel
verband op te leggen, Hiervan kan gebruik gemaakt worden voor het

herleiden van een polynomium in een goniometrische functie,

De verkregen oplossing (9) in paragraaf 3.1 luidde

(1)

ye= (-1)(c b + )

De volledige oplossing werd verkregen door aan (1) een particulie-
re oplossing yt=co toe te voegen, Voor de volgende beschouwing is het
niet noodzakelijk hiermee rckening te houden zodat (1) de oplossing
van de differentievergelijking van pag . voorstelt.

De willekeurige constanten in dit "polynomium" worden als volgt

gekozen:
C1= 0
Cz= B
waardoor ontstazat
N .
yt=("'1) 3 (2)

Een grafische voorstelling van deze oplossing wordt gegeven in fi-
guur 5. (zic ook fig, 1)

fig 5 De zwarte stippen (de discontinue gegevens voor gehele waarden
van t) worden verbonden door de functies welke door de oplossing van

de differentievergelijking bepaald worden,
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lMet (2) is dc oplossing gegeven van de vraag naar de functie
die voor t=1,2,%,,.. dc waarden -B,+B,-B, ... aanneent,

Het is echter duidelijk dat ook clke continuc functie die voor
t=1,2,3,... dcze waarden aanneemt ecn oplossing van de differentic-
vergelijking moct 2zijn. Dit houdt in dat B een continue functie van
t kan zijrn mits t niet-gehele waarden kan aanncmen, wat met ecn tijd-

functie zeker het geval is.Dus

vy, = (-1)° B (8) (3)

mits cechter

Y o= +B(2)= +B
enzovoorts

Ecn willckeurige functie B (t) die aan (4) voldoet is de

Fouricer-rccks met periode 1 dus

[= =)
[« ] .
B (t) =-;-A + ‘,:\_I a,c08 2 Tat+ Z bysin 21 nt (5)
n=1 n=1
Waarin 8oy By, Boy eesy b1, b2,... nader te bepalen constanten zijn.
Dat (5) voldoet volgt uit
o0
-l
B o
(1) = A+ a_
n=1
o
Lav),
B (2) ==
(2) S A+ a,
n=1
enzoveorts

door dc som van constanten gelijk B te stellen,

Wordt gevraagd de oplossing (1) en dus (3) de godaante van een
cosinusfunctiec tc geven dan kunnen in (5) de hogere termen wegge-
laten worden zodat

B(t)= %ﬂ +acos 2nt + b, sin 25 ¢

en mcet A

1t

0 kunnen de alternerende B-waarden verkregen worden uit

(-1)®B(%)= a,cos 1t + b, sing t (6)

1 1
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Deze betrelliing voldoet acn (4) door te stellen dat a,=B. De

herleiding van (6) verloopt dan verder

Yy= D coocni + b1 sinnt
=VB2+b$ B cos nt+ b1 sin ntg
e —_—
B +b$ VB2+b$
stel
-b
B v 1 ,
S = GOS8 e 1 = sin ¥ (7)
‘VBZ 4 bf " 5%

In het beschouwde geval is D=0 en a s (zie pag . 8.)

)

Uit tabel 3 op pag, 18 volgt dat de waarnemingsfrequenfie voor

dit geval k=2 is, Inveceren van deze frequentie geeft

..' &
¥y :VB2+b$ cos (31{—'1:+‘F ) (8)
waarmee voor t een nieuwe schaal gekozen kan worden,
Deze oplossing ic gelijkwaardig met die volgens {23) van pag
voor ao> ] . Door geclijkstelling var de willekeurige constanten uit

*
(7) aan die uit (13 ) van pag.12

V'Bz + bf _ ¢
B -3,
b, =B,

wordt ook

zodat hiermede (3) en dus ook (1) herleid is tot
21'E
yi= C cos ( ft+g) (9)

De grafische voorstelling van deze oplossingen zijn bijeengebracht

in figuur 6.
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Fig. 6. De oplessing uit figuur 5 wordt getransformeerd tot
een wellte voor niet gehele waarden van t ook beteke-

nis heeft,

De oplosscing (9) kan dus verkregen worden met een waarnemings-
frequentie k=2 door de differentievergelijking op te lossen en daarna
de willekeurige constante(n) door middel van een Fourier-reeks aan
overige bekende punten gelegen tussen t1 en t2, t2 en t5, vess, AAND
te passen.

Tevens kan (9) verkregen worden door rechtstreeks de differentie-

vergelijking op te lossen voor die gevallen waarin kK 2,
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APPENDIX 2 De tweede oplessing voor a .

In paragraaf 3.3 werd in (16) de oplossing voor a  gegeven door
het nemen van de positieve wortel uit (15).

De beide wortels zijn

& (+) = ! ' ao(_)= 1
© 2(4-cos ) 2(1+cos 6 )
waaruit
a 1 _ 1
o {(+) = > en ag( 3= 5
4 sin le 4 cos” 1 5
2 2

In paragraaf & werd in (26) voor de gebruikte differentieverge-
lijking het toepassen van de positieve wortel verantwoord,
Ook voor het geval dat voor de differentievergelijking een sinusfunctie
als orlossing gekozen wordt geldt de positieve wortel., Met weglating

van de niet ter zake doende constanten ontstszat nameldjk:
yt = Sine t
Ay, = sin (ot+e) - sing t

= 2 sin %e cos (et+%e )

Qok voor een sinusfunctie wordt de factor waarmee de termen voor

volgende differenties toenemen dus gevormd uit sin %e .
De keuze van de positieve wortel wordt vereist voor het geval dat
met voortschrijdende sommen van twee termen wordt gewerkt en wel
Yy = cosg t
ti,q *+ Y= cos O(t+1) + cosh t

waaruit volgt:

+ ¥, = 2 cos %e ’ cos(9t+le )

yt+1 2

Of, overgaand op hel voortschrijdende gemiddelde, wat gedefinieerd zou

kunnen worden zals

158/0661/30/43



_44..

ten. s8lotte
; ==cosl-e cos(etﬁl e)
t 2 ' 2

Voor een sinusfunctie wordit dit resultaat

> 1 . 1
¥y = cos; 8. sin (9t+§o )

Opgemerkt moet worden dat een voortschrijdende som over steeds
twee elementen y niet de bewerking is die de tegenhanger vormt van het
nemen van differenties. De tegengestelde bewerking van het nemen van
differenties is namelijk het docrlopend sommeren vanaf een vast begin-

punt, Het volgende willekeurig cijfervoorbeeld maakt dit duidelijk

Yy 2 4 12 10 & . .
Ay, 2 8 -2 -4 . .
mhyt 0 2 10 8 4 -(+‘constanfq)
_hyt + 2=y, 2 4 12 10 6 . .

i

De beginvocrwaarde, waarmee de willekeurige constante bepaaléd moet

worden luidt vooer dit geval

y1=2
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LPPENDIX 3 De limiet voor de binomisalcoefficienten.

In bijlage 2 vwordt acngegeven op welke wijze de verhouding van
binomiaalcoefficienten in de driehoek van Pascal nadert naar de limiet-
waarde 0,25 volgens {45) op pag. 34.

QOok kan esn indruk gegeven worden van de nadering van (46} tot de
limietwaarde, In dit geval kunnen verhoudingen berekend worden van de

sommen van binomiaalccefficienten, indien aangenomen wordt

cee Tt e T T T TS
zodat (41) wordt P
1
\ 1.
Lim 42, ( §p+3) =Lim A_,(p even)
P e _\ p+2 pre P

In schema komt dit neer op het berekenen van de verhouding Kp

voor p=0Q, 1,2,3,...,7%

P ° L 2 3
- 141, 14241 ,1+3+351 , ...
houding 2 5+ 3 4 +6+4 5410+ 10 +5
A _
Y
In 2
decimalen 0,50 0,33 0,29 0,27 ...

De tellers en noemers worden verkregen uit de drichoek van Pascal vol-
geas het onderstaande schema
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De berekening van deze verhoudingen A kan als volgt vereenvoudigd

worden.

De algemene term wordi geschreven als

> /P,
L {a

- (1)

h = 1
P ops p+2
i=% i

Voor een schematische veoorstelling wordt verwezen naar bijlage 2.

Voor de teller kan geschreven worden
P D
\' P \| P -1 i
Z (i) =2} '(i) 12700 1t ()P 2 2P
i=0 i=0
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Voor de noemer:

P+ p+2) pt2 (p+2
Z‘ . i - = 2-' ‘u\' i -
i=1

i=0

p+2

(1+1) -2

4‘02p - 2

Zodat de algemene term 1is

-2

(2)

De limiet volgt uit
o 1
= Lim — "=
4-217P

Lim A
P D

ENTEN

Berekend tot in 6 decimalen voor p= 0,1,..,,18 wordt het resul-

taat gegeven in tabel 6,

Tabel 6 Verhoudingen van sommen van

binomiaalcoéfficienten volgens (1)

PoAy PoAy PRy

0 0,500 000 § 0,250 489 16 0,250 002
10,333 333 9 0,250 244 17 0,250 001
2 0,285 714 10 0,250 122 18 0,250 000
3 0,266 667 11 0,250 060

4 0,258 064 12 0,250 030

5 0,253 968 13 0,250 015

6 0,251 968 14 0,250 008

7 0,250 980 15 0,250 004
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APPENDIX 4 De oplossing van é.pxt = 0

In paragraaf 7 (pag.24 ) werd de veronderstelling uitgesloten dat
alle A?xt gelijk aan O zouden zijn voor eindige p. In dit geval na-

melijk ontstaat de volgende oplossing

Apxt =0 (1)

of, met operator L

(B-1)Px, = 0
t

De karakteristieke vergelijking heeft de wortels

E = 1
1,2,.0., P

De oplossing van (1) is hiermee (zie ook (22) op pag.15)

- p-1 2.
xp= Cp gt 4 e + 0T+ CuE 4 G (2)

Deze functie, een polynomium van de (p-1)ste graad in t, heeft
dus tot eigenschap dat in de differentie van orde p alle termen gelijk
aan O worden, Deze megelijltheid kan dus terecht verworpen worden daar

deze niet de aangenomen cosinusfunctie tot grondslag heeft,

Opgemerkt kan nog worden dat de oplossing (2) slechts tot de
cosinusfunctie
2T
x, = C cos ({ it e ) (3)
herleid kan worden indien de waarnemingsfreguentie k=1 is,
Volgens (5) uit Appendix 1 namelijk kan voor (2) geschreven worden
met CP= ..,=C2=C1=O, en Cozco(t)

X, = a,cos 2 ©nt + b1sin 2 t + 1 A

t 1 2
waaruit
1 .
x,= Ccos (21t + 9) + = A (4a)
en na invoering van de waarnemingsfrequentie k=1
2% 1
Xy = C cos ( . t +9 ) + 5 A (4b)

Indien echter voor (1) een andere wazrnemingsfrequentie geldt
(k # 1) kan de herleiding van (4a) tot (4b) niet plaatsvinden.
Een grafische voorstelling van de oplossing (4b) wordt gegeven

in figuur 7, veor het geval A=0.
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fig. 7. De zwarte stippen (de gegevens voor gehele waarden van %)
worden verbonden door een funciie, afgeleid uit de oplossing
van de differentievergelijking, die ook voor niet gehele

waarden van t betelkenis heeft.

Ock voor {32a) op pag. 26 ) werd aangenomen dat voor eindige
p niet alle termen gelijk 0 zijn. Deze aanname is juist, daar het een
gevolg is van het feit dat de elementen e onderiing als onafhankeli jke
grootheden beschouwd worden,
Allefxpet =0 leidf namelijk via de analoge vorm via (1) tot de
functie

e, =C_ tPTy .. sct?ictec
2 1 0

terwijl in tegenstelling hiermee aan de elementen e geen voorwaarden

opgelegd konden worden (pag. 24 ).
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APPENDIX 5 Alternerende reeksen in de differentietabel

In paragraaf 7 is met {40 b) aangetoond dat voor een willekeurige

term
, P ~ ‘ 1
Ll?“, A et—%p = ( )

Het toenemen in grootte van de termen bij opvolgende differenties

“verloopt snel indien de termen een alternerend teken hebben., Bij voor-

beeld

Tabel 7 Differentietabel van termen met alternerend teken

t o Al A2 enz.
K °t (g qr2eprey )
“(egyq *o4)
t+1 -e
t+1 (et+2+2et+1+et)

(et+2+et+1)

$+2 e
t+2 '(et+3+2et+2 +et+1)

'(et+3+et+2)

43 -e
v+3 (e q*2ep 3+eryp)

In dit geval worden dus steeds de absolute waarden van de eleméen-
tern gesommeerd, |

Bewezen kan worden dat op de duur,p~>,van een kolom in een diffe-
rentietabel van eindige onafhankelijke willekeurige elementen e, de

op elkaar volgende termen alternerende tekens verkrijgen.

Voor het bewijs wordt uitgegéan van de algemene term zoals deze

in de teller van (37) voorkomt

Lo 1.
zf 4o PP
(-1) e, .
j=-7p 2
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Het verloop van het bewijs is nu als volgt. Uitgaande van de ele-
menten ..., €, _,, €y, €p. 4,y seo 18 bijvoorbeeld de vierde orde diffe-

rentie voor twee opeenvolgende termen (zie tabel 4, pag, 25).

4

Aley = epp = A epyq T O et A%y T % (3)
~,

- NN NN .

bl ey g = 4oy, * 0oy - et ey y 4

N \
index E@%p Eﬁ... \\?%, -%p+1

De pijltjes in bovenstaand schema verbinden de elementen met ge-

lijke index .

Wanneer algemeen aangetoond kan worden datin het algemeen voor

twee opeenvolgende termen geldt

Apet
Lim  ——— <0 (5)
e Ve
dan zullen de termenbpet, Apet+1, Apet+2, coe (proee )

een alternerende reeks vormen,

Het bewijs verloopt als volgt

Met (2) wordt dus de algemene uitdrukking van de teller van (5)

gegeven., De noemer wordt

w !

2 P Eak

Z ( ) (1) St+1~] (6)
2F

Nu worden in {2) en (6) de niet gemeenschappelijke elementen

afgesplitst, wat in (3) en (4) de elementen e en e, ; zijn, zodat

t-2
er komt

]
=P
2 1
o P S+
Teller: (-1)%e, 1+ 2: ’ (1) €y _4 (1) .
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Ook nu kan gezocht worden naar een mogelijk constante verhouding

tussen de kentallen van de vectoren Y, en ¥, Voor poe«, Dus

P
. 1 )
Lim ( + . 1 1 1
P -QT ) : -]""_2?'1: EP: ceoy —EP
(7 )
%p+j+1
. i . 1 .
- Lim P! ( Zp-i-1)(Zp+i+1)!
P seo .
1 . 1.
(5p-3) 1 (5p+3)! p!

. . RV
s fam (p-3-1) 1 (Zo+i+t) (Fo+3)!

P 500

(Jo-3) (Fp-3-1)1 (Gp+3) !

1
- Lim 2273
pPei s
HP=d
Voor de limietovergang wordt ] ontwikkeld volgens de reeks

j= 0, + 1, £ 2, ... zodat er komt (zie ook tabel 5)

Lim +

p—m

I+

S e b
1S [

i=0, £ 1, £+ 2,...

+1

De verhouding tussen de kentallen van de vectoren Y, eny,

nadert dus tot 1 zodat

Lim =1 " £
p—'°°—_1_r'2.2

Hiermede is zanrngetoond dat in (5) de verhouding dus negatief is
en de termen in de differenties van hogere orden op de duur zullen

alterneren van teken,
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GRAFISCHE VOORSTELLING VAN
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fig. 3
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