NN31545.1335 » 13T et 1982

Instituut voor Cultuurtechniek en Waterhuishouding
Wageningen

e

OPTIMALE ALLOCATIE VAN ZANDWINOBJECTEN

drs. J. Vreke

& Nota's van het Instituut zijn in principe interne communicatie-
‘ middelen, dus geen officiele publikaties.
) . ' Hun inhoud varieert sterk en kan zowel betrekking hebben op een
' ' eenvoudige weergave van cijferreeksen, als op een concluderende
discussie van onderzoeksresultaten. Inde meeste gevallen zullen
; de conclusies echter van voorlopige aard zijn omdat het onderzoek
.1 nog niet is afgesloten.
hr' Bepaalde nota's komen niet voor verspreiding buiten het Instituut

G

31 DEF, 1982 L
JSWrpsang o




4,

INHOUD

INLEIDING
PROBLEEMSTELLING

DE RELATIE TUSSEN DE INHOUD VAN EEN WINPUT EN HET
GRONDOPPERVLAK

DE KOSTEN VOOR EEN ZANDWINOBJECT

4.1, Algemeen

4,2, De kosten van aankoop van grond &

4.3. De aanlegkosten

4.4, De kosten van winning en transport bij
transport per as

4.5. De kosten van winning en transport bij
trénsport per persleiding

4,6. De totale kosten

HET KOSTENMODEL ALS MINIMALISERINGSPROBLEEM
5,1, Model formulering

5.2. Invoering matrix notatie

DE FORMULERING VAN HET OPLOSSINGSALGORITHME

6.1. Enkele opmerkingen over lineaire programmering

6.2. Enkele opmerkingen over gemengd geheeltallige
lineaire programmering

6.3. Formulering van een oplossingsalgorithme

6.4. Een selectieprocedure voor nul-@&én variabelen

6.5. De Revised Simplex methode

Blz.

11
.l
12

- 14

16
18

20
20
24

28

30
36
37
45



Blz.

7. HET ALLOCATIEMODEL ‘ 50

7.1, Algemeen ' , 50
7.2, De bepaling van een ondergrens voor de totaie

kosten | 52

7.3. De bepaling van de startoplossing voor het duale

probleeﬁ ' : 56
7.4, Toepassing van hét_algorithme op het allocatie-
probleem ' | 59
8. SAMENVATTING \ - sl

9. LITERATUUR : ' 64 .



1. INLEIDING

In IJKELENSTAM (1980) is de opzet béschreven-vdn_een onderzoek
dat bebogt eenibijdtage te leveren aan de ondersteuning van het pro-.-
vincinlé'beleid met betrekking tot het verstrekken van ontgrondingsv
vérgunningen. Het onderzoek is gericht op de invioed van het aanthl.
de ligging en deIOmvang van zandwinobjecten op de totale kosten. De
opzét van dit onderzoek.is de volgende:

Voor een stpdiegebied'waarin een aantal potentiéle zéndwinobjecten
worden onderscheiden en waarbij wordt uitgegaan van een gegeven.
'vraag naar ophgogzand (zowel vraagpunt als gevraagdé hoeveelheid
gegeven) wordt uit de potentiéle zandwinobjecten de uit het oogpunt
van kosteﬁminimalisering optimale keuze gemaakt.'bit kan ertoe leiden

dat meer dan &&n zandwinobject in produktie wordt genomen,

Eén van de hulpmiddelen bij dit onderzoek is een kostenmodel dat,
veor ieder zandwipobject, een beschrijving geeft van de aan de zand~
winning verbonden kosten. De formulering van dit kostenmodel en de
formulering van een oplossings algorithme waarmee de optimale keuze
kan worden bepaald zijn onderwerp van de onderhavige nota. In een
vervolgstudie zal getoetst worden of het geformuleerde algorithme
voldoende snel naar de optimale oplossing convergeert. De Berekening
van de hierbij benodigde kosten parameters is beschreven in TJKELENSTAM
(1980). | '

De indeling van de nota is als volgﬁ. In hoofdstuk 2 wordt nader
ingegaan op de probleemstelling van het onderzoek. In hoofdstuk 3
wordt de pelatie tussen de inhoud van een winput en het benddigde
grondoppervlak besproken. De totale kosten per zandwinobjéct worden
behandeld in hoofdstuk 4 waarna in hoofdstuk 5 het uiteindelijke kos=



‘tenmodel (ook wel allocatiemodel genoemd) wordt geformuleerd. In
‘hoofdstuk 6 worden enkele algemene onderwerpen uit de lineaire pro-
grammeringstheorie zeer summier behandeld en wordt het oplossings-
algorithme geformuleerd. De toepassing van dit algorithme op het
allocatiemodel wordt behandeld in hoofdstuk 7. Hoofdstuk 8 bevat een

samenvatting.

2., PROBLEEMSTELLING

Het doel van het onderzoek is de formulering van een optimalise=~
ringsmodél dat bij een gegeven vraag naar zand (hoeveelheden per
vraagpunt) uit een aantal potentiéle zandwinobjecten de uit het oog-
punt van kostenminimalisering optimale keuze maakt. Dit betekent dat.
voor elk vraagpunt wordt bepaald vanuit welke zandwinobjecten zand
wordt verkregen zodanig dat voor ieder vraagpunt aan de vraag is vol-
daan terwijl de totale kosten verbonden aan winning en transport van
het zand minimaal zijn. Tevens is dan bepaald welke zandwinobjecten
in produktie worden genomen. '

Voor de plaatsbepaling van dit onderzoek binnen de zandwinproble-
matiek is het nuttig een beknopt overzicht van het probleemveld te

geven. Van beiang zijn:

1. de keuze (locatie) van mogelijke zandwinobjecten;

2. de afweging van alternatieven door de provinciale beleidsvoerder.

Ad 1. Bij de keuze van mogelijke zandwinobjecten moet rekening worden

gehouden met onder andere:

- geologische factoren als de korreldiameter van het zand, de

dikte van de laag winbaar zand en de alternatieve toepasbaar-

heid van de voor de zandwinning niet bruikbare bovenlaag;

- geografische factoren als de mogelijkheden voor transport
(b.v. per schip of per trein), de ligging ten opzichte van de
vraagpunten en dergelijke;

- de inrichting en de bestemming (b.v. recreatie} van het zand-
winobject nadat het zand gewonnen is. Dit kan ertoe leiden

dat vooraf de omvang van het object wordt vasctgesteld, gekop-



peld aan voorwaarden met betrekking tot de inrichting en de
afwerking nadat het zand gewonnen is (b.v. de Bergerheide).
De omvang van het object is in dit geval onafhankelijk van

de-vraag naar zand uit het object.

‘Ad 2, Bij de afweging van de alternatieven krijgt men te maken met
de gevolgen van de zandwinning voor de landbouw, voor landschap,
natuui'en milieu, voor recreatie etc. Dit leidt, afhankelijk
van de doelstellingen van het provinciale beleid, tot een af=
weging van een aantal vaak moeilijk kwantificeerbare, onderling

niet of moeilijk vergelijkbare grootheden.

Voordat een dergelijke afweging kan worden uitgevoerd is inzicht
nodig in de kosten die aan de winning van zand verbonden zijn. De
kosten verbonden aan de uit het oogpunt van kostemminimalisering

optimale toewijzing kunnen hierbij een rol spelen:

~- als feferentieniveau;
- voor de bepaling van het effect dat afwijken van de optimale toe~

wijzing op de kosten heeft.

Voor de bepaling van de kosten is een kostemmodel geformuleerd. Enke-

le complicerende factoren hierbij zijn:

~ het tijdaspect. In de praktijk zijn het tijdstip van winning en het

- tijdstip van gebruik vaak niet op elkaar afgeétemd. Dit kan worden
opgelostmm door de vorming van zanddepots wat extra beslag op grond
(extra kosten!) betekent. Een tweede aspect waarﬂee'rekeniﬂg gehou-
den moet worden is de beperkte winning- en transportcapaciteit per
tijdseenheid. Uitbreiding van deze capaciteit (plaatsing van extra
zuigers, inzetten van extra auto's etc.) is mogelijk maar werkt
kostenverhogend;

- de keuze van de wijze van transport. Het transport van zand kan
plaatsvinden per schip, per trein, per persleiding of per auto. Om-
dat de keuze uit deze mogelijkheden van een aantal factoren afhanke-
1ijk.is (o.a. de omvang van de vraag per vraagpunt, combinatiemoge-

" lijkheden met transport naar andere vraagpunten) kan niet worden
velstaan met een eenvoudige kosteﬁmatrix;

- de relatie tussen de putproduktie (d.i. de hoeveelheid zand die

gewonnen wordt) en de benodigde grondaankopen (zie hfdst. 3).



Het kostenmodel is uitgangspunt voor het keuzemodel (of allocatie-
model). Het allocatieprcbleem wordt geformuleerd als een gemengd

geheeltallig lineair programmeringsprobleem waarbij de vaste kosten
met behulp van dummievariabelen in het model ingeﬁoerd worden. Com-

plicerende factoren bij de modelbouw zijn onder andere:

- de niet lineaire relatie tussen de omvang en de inhoud van een zand-

 winput;

- de samenvallende trajecten. Bij transport per persleiding doet het
verschijnsel zich voor dat een deel van het persleidingennet bij
het transport naar meer dan &én vraagpunt kan worden gebruikt. Dit
heeft als consequentie dat de vaste kosten van de aanleg van het
persleidingennet niet rechtstreeks aan de vraagpunten gekoppeld

kunnen worden.

In het onderzoek ligt de nadruk op de formulering van een oplossings-
algorithme voor het allocatiemodel. Hierdoor is in de eerste plaats
de structuur van het kostemmodel van belang en zijn vereenvoudigingen
die de modelstructuur niet aantasten toegestaan. Immers, als door de
vereenvoudiging de modelstructuur niet verandert blijft het oplossings~
algorithme van kracht. De buiten beschouwing gelaten factoren kunnen
vervolgens zonder moeilijkheden te vercorzaken in het model worden
ingevoerd. De vereenvoudiging betreft onder andere het invoeren #an
‘'slechts twee alternatieven met betrekking tot de wijze van transport.
en het niethpnemen van de kosten van inrichting (nadat de winning

is gestopt). Een vereenvoudiging die de structuur van het model wel
aantast is het buiten beschouwing laten van het tijdaspect. Dit zal
in een vervolgstudie zan de orde moeten komen.

Uitgangspunten bij het onderzoek zijn:

-~ de omvang van een zandwinobject wordt bepaald door de vraag, met
dien ve;sfande dat per object wordt uitgegaan van een minimaal te
winnen hoeveelheid zand in het geval dat het object in produktie - B,
wordt genomen;

- de kwaliteit van het zand (korreldiameter} is van belang bij de
berekening van winning- en transportkosten. Waar het de vraag naar
ophoogzand betreft worden geen eisen met betrekking tot de kwali-

teit gesteld;



- het tramsport van zand vindt plaats per as (vrachtauto) of met

behulp van persleidingen;

- de kostencategorieen die in de beschouwing worden betrokken zijn:

a. de aankoopkosten van de benodigde terreinen;

b. de aanlégkosten. Dit zijn de kosten die verbonden zijn aan het
'winklaar' maken van het zandwinobject. Demk hierbij bijvoorbeeld
aan de plaatsing van het bij de winning van het zand benodigde
materieel; :

¢, de kosten van de winniﬁg en van het tramsport van zand.

Uit deze opsomming blijkt dat depotvorming buiten beschouwing
~ gelaten wordt;
= het studiégebied. Als studiegebied is een deel van de Betuwe geko-
zen. Er wordt uitgegaan van de voor de periode 1975-1986 geraamde
vraag naar ophoogzand (dit geeft 47 vraagpunten) en van 19 mogelij-

ke zandwinobjecten.

- In IJKELENSTAM (1980) wordt het studiegebied beschreven en worden
de kostenparameters berekend. De onderhavige nota is gericht op de

modelformilering enop de ontwikkeling van een oplossingsalgorithme.

3. DE RELATIE TUSSEN DE INHOUD VAN EEN WINPUT EN HET GRONDOPPERVLAK

In hoofdstuk 2 is gesteld dat de omvang van een zandwinobject
wordt bepaald door de vraag naar zand. Dit betekent dat in het 31104
catiemodel het benodigd grondoppervlak moet worden opgenomen als een
functie van de putproduktie*., De relatie tussen het grondoppervlak en

de putproduktie is afhankelijk van:

- de vorm van de winput;
- de ruimte die in beslag wordt genomen door opslag, machines en der-

gelijke;

de dikte van de voor de zandwinning niet bruikbare bovenlaag;

de dikte van de laag winbaar zand.

*De putproduktie is de hoeveelheid zand die uit een winput gewonnen is



In fig. 3.1 is de doorsnede van een winput getekend. Hier is de
. invloed van de genoemde factoren op het benodigd grondoppervlak zicht-

haar.

i,
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Fig. 3.1. Dwarsdoorsnede van een winput met een talud van 1:t

Met betrekking tot de vorm en de omvang van een zandwinput worden

de volgende uitgangspunten gehanteerd:

- de winput heeft de vorm van een, al dan niet afgeknotte, piramide
met een vierkant grondvlak en een talud, dat is de helling van de
_zijden ten bpzichten van het grondvliak, van lztj '

- de voor de zaﬁdwinning niet bruikbare bovenlaag heeft.een, per ob—
ject verschillende, constante dikte van v meter;

- de laag winbaar zand heeft een, per object verschillende, constante
dikte van d meter;

- indien een object als winput in produktie wordt genomen moet mini-

. maal een, per object verschillende, hoeveelheid rq(o) gewonnen
worden. Aan de produktie per put wordt verder geen beperking opge-
legd; ‘ |

- de ruimte die in beslag wordt genomen door opslag, machines en der-

gelijke wordt buiten beschouwing gelaten.

' De inhoud van de winput kan worden berekend met de formule voor de
inhoud van een (afgeknotte) piramide. Dit geldt zowel voor de inhoud
‘van de gehele winput als voor de inhoud van het gedeelte van de win-

put dat zich in de zandlaag bevindt (de putproduktie). De inhoud van




een afgeknotte piramide kan worden berekend met vergelijking (3.1):

T=5h{0+T+ (0x 1)} (3.1)

waarbij: I = de inhoud van de afgeknotte piramide
h = de hoogte van de afgeknotte piramide

0

I

de oppervlakte van het basisvlak

T = de oppervlakte van het topvlak

Voor de berekening van de inhoud van een normale piramide kan gebruik
gemaakt worden van vergelijking (3.1) met T = O,

De winput heeft de vorm van een piramide als h < d en de vorm van

' eeh'afgeknotte piramide als h = d. Voor de produktie geeft dit:

q= %—h(Zt h)2 h<d (3.2)
= 540r” + 6tar + 4t7d%) h=d
terwijl voor het beﬁodigd grondoppervlak geldt:

R = {2tv + 2th}? h<d (3.3)
= {2tv + 2td + r}2 h=d

waarbij q = de putproduktie

h = de diepte van het deel van de winput dat zich in de zand-
laag bevindt |

t = het talud

r = de lengte van de zijdem van de bodem van de winput

d = de dikte van de laag winbaar zand

v = de dikte van de voor de zandwinning niet bruikbare boven-
laag

R = het benodigd groﬁdoppervlak

Gebruik makend van de vergelijkingen (3.2) en (3.3) kan worden afge-
leid dat R als de in vergelijking (3.4) gegeven functie van q kan

worden geschreven:




| 142 o
R{q) = {Ztv + (6tq)3.g rq(0) < q < rq(1) = d(2td)2

1
3
- {(% - .:].,’. tz.;lz)i + td + ztv}z q 2 rq(1) (3.4)

In VREKE (1982) wordt nader ingegaan op de afleiding van boven-
.-staande vergelijkingen. Hier wordt ooic de afleiding gege'ven van de
_iineaire benadering RS(g) van R(q). Dit is een benadering door middel
van een lineaire spline functie. Een lineaire spline functie is een
gebroken rechte, in fig. 3.2 is een voorbeeld van een lineaire

spline functie getekend.
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Fig. 3.2. Een lineaire spline functie

De lineaire benadering is noodzakelijk omdat het benodigd grond'
oppervlak &&n van de variabelen is in de doelstellingsfunctie van
- een gemengd geheeltallig lineair programmeringsprobleem. De voorwaar-

den voor de benadering zijn:

- de benadefde waarde moet groter dan of gelijk aan de werkelijke
waarde zijn, dat wil zeggen RS(q) > R(q);

- de benadering moet continu zijn;

- de benadering moet plaatsvinden door een zo klein mogelijk aantal

lijnstukken;




- de som van de afwijkingen {RS(q) - R(q)} moet minimaal zi.jn_T Dat
wil zeggen {RS(Q),- R(Q)} dd minimaal} :

- op het interval {rq(0), rq(1)] moet de benadering plaatsvinden
door middel van twee lijnstukken terwijl voor q = rq(0) en q = rq(})
moet gelden RS(q) = R(q);

- op het interval [rq(l), ) zijn twee nauwkeurigheidscriteria gede-

finieerd:

1. de afwijking {RS(q) - R(q)} mag niet groter zijn dan 4;

{Rs(q) - R(q)}
R(q)
waarbij A en p vrij gekozen mogen worden (A, p > 0). Bij de

2. de relatieve afwijking

mag niet groter zijn dan p

benadering moet, naar keuze, &&n van beide criteria gehanteerd worden.

In VREKE (1981) is afgeleid dat de benadering RS(q) als volgt

geschreven kan worden®:

RS(q) = R(rq(0)+ R'(rq(0) . qx(0) + ¥ y(k) qx(k) (3.5)
k .
waarbij:
1 2
R(q) -{ 2tv + (6t'q)3 z . rq(0) < q £ rq(1)  (3.4)
| } | -
{(% - % tzdz) + td + 2tv}2 q > rq(l)
-2 1
R'(q) = 4t(6tq) ° {Ztv + (th)S} rq(0) £ q £ rq(1)  (3.6)
- é‘{‘ s —td* 2ty i'l q 2 rq(l)
& - 1-t2d2)

d 3

*met de notatie x = max{a, b} wordt aangegeven dat x gelijk is aan het
grootste van de twee elementen a en b




qx(0) = max{0 , q ~ rq(0)} | (3.7)

| qx(k) = max{0 , q - kq(k)} k:- 1, 2, ... . {3.8)
y(k) = R'(rq(k)) - R'(rq(k - 1)) <.0 k=1, 2, ... (3.9)
ra(1) = 1 d(2ta)? (3.10)

rq(k) = -;- e + afral) ék_) -% a%} /{—L———r (k= 1) 3 e2a?}

k=2,3, ...  (311)
kq(l) = R(rq(l)) R(rq(0)) + rq(0) . R'(rq(0)) - rq(l) R' (rq(l))
at’ R'(rq(O)) - R'(rq(1))

(3.12)

“en kq(k) afhankelijk is van het gehanteerde nauwkeurigheidscriterium,
Als is gekozen voor {RS(q) - R(q)} < A, dan geldt:

} i
_1.23 A o frqxk - 1) 1 2.2
kq(k)& . 5 t'd +d{(dR'(.rq(k-l))-.l)' +( T 3i:d) %
k=2,3, ... (3.13)

[Rs(q) - R(q)}

en als 1srgekozen voor R(q) 2p, dan ge}dt:

kq(k) = + t2a3 + d[?R(rq(k_- 1) . (R Crq(k - 1)) = l)o‘4 + (1 + p) (td + 2tvi]

-3 dR'(rq(k = 1)) =1 - p
' (3.]4)
Hierbij hebben de variabelen de volgende betekenis: L
q = de putproduktie, dat is de hoeveelheid zand die uit de winput

gewonnen wordt
R(q) = Het voor de winput benodigde grondoppervlék als functie van q
RS(q)-= de lineaire benadering vaﬁ R{q) _
rq(k) = de hoeveelheid g waarb1J RS(q) aan R(q) raakt in het k€ raak-
punt
kq(k) = de hoeveelheid waarbij het k° knikpunt van RS{q) optreedt
gx(k) = de hoeveelheid waarmee de putproduktie de hoeveelheid kq(k) -
overschrijdt

t = het talud van de winput
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v = de dikte van de voor de zandwinning niet bruikbare bovenlaag

d = de dikte van de laag winbaar zand
v(k) = de coefficient van qx(k)
A = de maximaal toegestane afwijking {RS(q) - R(q)}

o = de maximaal toegestande relatieve afwijking {RS(q) - R(q)}/R(q)

4. DE KOSTEN VOOR EEN ZANDWINOBJECT

4.1, Algemeen

De kosten worden onderscheiden in vaste en variabele.kosten. Het
onderscheid tussen beide categorieen wordt aan de hand van het vol-
gende voorbeeld duidelijk gemaakt.

Stel er moet een hoeveelheid zand worden getransporteerd van de _
winput naar eén vraagpunt. Voordat met het eigenlijke transport wordt
'begonnen_ﬁordt er een persleiding aangelegd tussen de winput en het

| ‘vraagpunt. De kosten die verbonden zijn aan het aanleggen van de
pijpleiding (met toebehoren) zijn onafhankelijk van de hoeveelheid
zand die getransporteerd moet worden. Dit zijn vaste kosten. Als de
éijpleiding is aangelegd kan met het transport begonnen worden. Met
het transport van.winput naar vraagpunt is nu nog een vast bedrag
{energiekosten) per kubieke meter zand gemoeid. Dit zijn variabele
kosten. Samenvattend kan gesteld worden dat de vaste kosten onafhanke-
1ijk zijn van de'getraﬁsporteerde hoeveelheid zand. De variabele

kosten daarentegen zijn direct gekoppeld aan de getransporteerde hoe-
veelheid zand. | ‘

 Het onderscheid tussen vaste en variabele kosten is van belang Bij.
de formulering van het allocatiemodel. De vaste kosten worden namelijk
in het model opgenomen gekoppeld aan dummievariabelen* en de varia-

bele kosten als coéfficient van de betreffende grootheid. In de vol-~

gende paragrafen wordt aangegeven hoe de voor het onderzoek van belang

*een dummievariabele is een variabele die de waarde @én heeft als een
bepaalde gebeurtenis optreedt en de waarde nul als dit niet het ge-~
val is -

11




zijnde kosten in het model worden ingevoerd.
Aan de berekening van de waarde van de kostenparameters wordt geen
' aandacht besteed. Dit is uitvoerig beschreven in LJKELENSTAM (1980).

4.2. De kosten van aankoop van grond

De aankoopkosten worden bepaald door de oppervlakte van het (aan
te kopen) terrein te vermenigvuldigen met de prijs van de grond. In.
hoofdstuk 3 is de relatie R(q) tussen het voor de winput benodigde
grondopperviak en de putproduktie beschreven. Daarnaast is een Line~

aire benmadering van deze relatie gegeven, te weten:

RS(q) -'R(rq(O))+ R'(xq(0)) . gqx(0) + y(1) qx(1) R v{2) qx(Z)'.+f... "

(3.5)

Vermenigvuldiging van RS(q) met de grondprijs pg geeft de aankoopkos~
ten CAK. De grondprijs kan per put verschillen.

CAK = pg . RS(q) (4.1

In de vergelijkingen (4.2) tot en met (4.5) is weergegeven hoe

de aankoopkosten (per winput) in het allocatiemodel zijn opgenomen*.

CAK = PS . {R(I’Q(O) - IQ(O)' . R'.(rq(O))} d1 + PE . R'(rq(O)} . g+ |
| -+ Z rg . v(k) . qx(k) ' (4.2)
k . :

.ST**

q-QA.dléo' (4.3)

q = qx(l) - kq(k) d4(k) 20 k=1, 2, ... (4.4)

ax(k) - Q(k) d4(k) < O k=1, 2, ...
q, qx(k), d1, d4(k) > 0 ; d1, d4(k) nul-&&n variabelen

*bij de afleiding van (4.2) is gebruik gemaakt van de gelijkheid
qx(0) = max{0,q - rq(0)] en van het gegeven dat dl = 0 als q = O en
dl = 1 als q > 0. Dit geeft: qx(0) =-dl{q - rq(O)} = q -~ dl rq(0)

**S$T = 'subject to' dat wil zeggen onder de voorwaarde dat

12
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Hierbij is: CAK
. pg =
R{q)

' rﬁ(O)
dl =

d4(k)

qx(k) =

kq(k) =

It

v (k)

QA =
Q(k) =

Deze formulering is

qx(k) = max{0,q

de aankoopkosten van de grond (per winput)
de grondprijis
het werkelijk benodigd grondoppervlak als functie

-van. de putproduktie

de vraag naar zand voor het betreffende zandwin-
object (de putproduktie is gelijk aan de vraag)
de minimaal te winnen hoeveelheid zand in het
geval dat de winput in produktie wordt genomen
de dummievariabele die aangeeft of de winput al
dan niet in produktie wordt genomen *

de dummievariabele die aangeeft of de ﬁutproduk—
tie al dan niet groter is dan kq(k)

de hoeveelhéid zand die meer wordt gevraagd dan
kq(k). Er geldt: gx{(k) = max {0,q - kq(k)}

de hoeveelheid zand waarbij het ké_knikpunt van

RS(q) optreedt
een constante. Er geldt:
y(k) = R'(rq(k)) - R'(rq(k - 1)) < 0

de totale vraag naar zand in het studlegebied

.een constante. Er geldt: Q(k) = QA - kq(k)

nodig omdat, volgens vergelijking (3.8), geldt:

- kq(k)} | | .(3.8)

Aan (q ~ kq(k)) moet dus een dummievariabele worden gekoppeld die de

waarde &&n aanneemt als g > kq(k) en de waarde nul als dit niet het

geval is. Dit is de variabele d4(k). Dit geeft*:

qx(k) = {q - kq(x)} . da(x) S (4.6)

Dat aan de gestelde voorwaarden is voldaan kan als volgt worden aan-

getoond:

L

als vergelijking (4.6) in de doelstellingsfunctie wordt gesubstitueerd

wordt de lineariteit van de doelstellingsfunctie aangetast doordat
het produkt van twee variabelen, q . d4(k), niet lineair is. Dit maakt
een constructie als de gehanteerde noodzakelijk
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Ohdat-qx(k)-nét een negatieve coefficient in de doelstellingsfﬁnc-
ttie‘vau een minimaliseringsprobleem voorkomt (minimalisering totale
: kqsten)liai qx(k) gemaximaliseerd worden. Met betrekking tot qx(k)
kan het probleem daarom, bij gegeven q, als volgt geformuleerd worden:

_méx éx(k)' ., ' ' ' | . | o (4.7)
st |
ax(k) + k() . 460 £ q | )
) - Q0 . ) ;0. @

' qx(k) '

da(k) ia nu} of één

Er is eenvouﬁig in te zien dat:

- als q~<kq(k) dac dau moet gelden dé(k) =0en
qx(k) = d4(k) . (q - kq(k)) = O, Immers als dé(k) » 1 dan geldt
. fj'qx(k) - q - kq(k) < 0 en dit is niet toegestaan. '
- -'als q 2 kq(k) dat dan geldt dé(k) = 1 en
7_:Qk(k) - dﬂ(k) . (q = kq(k)) = q = kq(k) > 0. In dit geval is ook
“aan (4.5) voldaan omdat geldt Q(k) q - kq(k). Als d4(k) = 0 dan
geldt vplgens vergelijking (é 5); qx(k) - 0 < q - kq(k) zodat doze
- oplossing niet optimaal is,

ﬁ.J.De aanlegkosten"

.De aaﬁlegkosten per zandwinobject omvatten de vaste kosten die
verbonden zijn aan het winklaar maken van het object. Deze kosten
. 2ijn on&fhankelijk van de ufteindelijk gewonnen hoeveelheid zand en
: worden'aileen dan gemaakt als de put in.ptoduktie wordt genomen, De
. aanlegkosten worden met behulp van de ve:gélijkinsen (4.3) en (4.9)
in het gllocatiemodel ingevoerd. | '

GAL = dI . CA | B (4.9)

s‘r'.
920 |

dl is nul of &n

1% -




hierbij is CAL - de aanlegkosten van het betreffende zandwinobject.
Deze zijm nul als het object niet im produktie wordt
genomen (d1 = 0)
CA - de vaste aanlegkosten van het zandﬁinobject
dl - een dummievariabele die aangeeft of het betreffende
7 zandwinobject al dan niet in produktie wordt genomen
QA - de totale vraag naar zand in het gebied

q - de putproduktie

Opgemerkt moet worden dat bij het winklaar maken van het zandwinobject
de voor de zandwinning niet bruikbare bovenlaag moet worden verwijderd. Deze
bovenlaag is vaak bruikbaar als grondstof voor bijvoorbeeld de kera-
mische industrie. Tegenover de kosten verbonden aan het verwijderen
van de bovenlaag staan daarom vaak opbrengsten uit verkoop (of gebruik)
van deze bovenlaag. Het verschil tussen de kosten en de opbrengsten
verbonden aan het verwijderen van de bovenlaag is opgenomen in de

grondprijs.

4.4, De kosten van winning en transport bij tramnsport per

as

De kosten van winning en transport zijn afhankelijk van de hoe-
veelheid, de af te leggen afstand, de kwaliteit van het zand en van
de wijze van transport. Als het transport per as plaats vindt zijn de

onderscheiden kostenfactoren:

- de vaste winningskosten (plaatsing materieel e.d.)
- de variabele winningskosten

- de variabele transportkosten

De vaste winningskosten bij het transport per as verschillen van de
vaste kosten bij het transport per persleiding (zie IJKELENSTAM
(1980)). Dit heeft tot gevolg dat voor het transport per as een aparte
dummievariabele moet worden ingevoerd. De invoer van deze kosten in
het allocatiemcdel vindt.plaats door middel van de vergelijkingen
(4.10), (4.11) en (4.12). ' '
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m ' ' .
CTW = CW , d2 + ) pw(j) . qu(j) : ‘ (4.10)
s _ j+i ' ' :

ST -

qv - QA . d2 <0 - R (4:11)

n _ : : _
I qui) - S (4412)
j=1 . .
qw , qw(i) 2 0
d2 is nul of &é&n

hierbjj isCIW -~ de kosten van winning en transport verbonden aan het
transport per as vanuit het betreffendé zandwinobject
W -de vaste uinningskbsten #oor het betreffende zandwin-
7. object | ' . _
d2 - een dummievariabele die aangeeft of er vanuit het
' betreffende zandwinobject tfanspoft per as plaats
vindt '
'“ﬁw . =de hoeveelheid zand die per as vanuit het zandwin-
object wordt getransporteerd (totaal)
qw(f).-de hoeveelheid zand die per as vanuit het zandwin-
obJect naar bestemming j wordt getranspotteerd
G- 1,'..., m) _
pw(i) -de prijs (per m ) van het transport per as van het

zandwinobject naar vraagpunt j (3= 1y eouym)

4.5, De kosten van winning en transport bij transport per
 persleiding ' ' |

- Een complicerende factor bij de bepaling van de vaste transport-
_kosten is dat bij het transport per persleiding vanuit de winput naar
" meerdere vraagpunten voor een deel van dezelfde leidingen gebruik
‘geméakt kan worden (samenvallende trajectén). Het gevolg hiervan is
dat de vaste kosten niet zonder meer aan de vraagpunten gekoppeld
kunnen worden. Een tussenstap is vereist.

Bepaal voor elk zandw1nobject het persleidingennet voor het geval
dat het betreffende obJect alle vraagpunten van zand voprziet en er
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geen transport per as plaats vindt. Dit persleidingennet bevat een
aantal samenvallende en een aantal niet samenvallende trajecten*.
Nummer de trajecten (per zandwinobject) van | tot en met S, ongeacht
of het een samenvallend of een niet samenvallend traject betreft. -
Bepaal.vervolgens voor ieder vraagpunt j welke trajecten gebruikt
werden bij het transport vanuit de winput. Geef de coefficiént

coef(s, j) de waarde &&n als traject nr s gebruikt wordt bij het
transport van delwinput naar vraagpunt j en de waarde nul als dit niet
het geval is.

De kosten verbonden aan de aanleg van het traject zijn evenals de winning~
en transportkosten afhankelijk van de korreldiameter van het zand. Inde ver-
gelijkingén (4.13) tot enmet (4.15) is aangegeven hoe de kosten in het allocatie-
model worden ingevoerd. De coéfficiénten in deze vergelijkingen zijn mede

afhankelijk van de korreldiameter,

S m :
CTB = J§ CT(s) d3(s) + J pWj) qb(j) (4.13)
5= j=1
ST
m .
Y coef(s, i) . gb(i) - QB(s) . d3(s) <0 s=1, ..., § (4.14)
je] .
m
QB(s) = ] coef(s, j) . a(j) (4.15)
j=] .
gb(j) > 0
d3(s) is nul of één
Hierbij is: CTB - de kosten van winning en transport bij transport

per persleiding
CT(s) - de vaste kosten verbonden aan traject nr s
d3(s) — de dummievariabele die aangeeft of traject nr s

al dan niet aangelegd (gebruikt) wordt

*onder een traject wordt verstaan een deel van het persleidingennet
dat geen aftakkingen bevat en dat loopt van de winput of van een
aftakpunt naar een aftakpunt of naar een vraagpunt
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pb(}) - de variabele winning en transportkosten bij
transport per persleiding van de winput naar

_ vraagpunt j
qb(j)

- de hoeveelheid zand die per persleiding van-
uit de winput naar vraagpunt j getranspor-
teerd wordt - : '

é(j) - de vraag naar zand in vraagpunt j

QB(s) - de maximale hoeveelheid zand die door het

traject met nummer s getransporteerd wordt

coef(s, j) - de coéfficiént die aangeeft of bij transport
per persleiding vanuit de winput naar vraag-

punt j gebruik gemaakt wordt van traject nrs

Bij deze formulering is ervan uitgegaan dat voor het transport per

. persleiding vanuit de winput naar vraagpunt j altijd dezelfde trajec-

~ _ten gevolgd worden, onafhankelijk van de wijze waarop aan de andere

' - vraagpunten wordt geleverd. Voorts is verondersteld dat bij het
transport van zand vanuit verschillende zandwinbbjecten»verschillende
.parsleidingen gebruikt worden. De mogelijkheid om bij transport per
péréleiding_#auuit verschillende zandwinobjecten hetzelfde traject

‘te gebruiken kan eventueel in het model worden ingevoerd.
4,6. De totale kosten

Voor een zandwinobject geldt dat de kosten van dit object afhan-
" kelijk zijn van de putproduktie. Uitgaande van de in dit onderzoek
onderscheiden kostencategorieén kunnen de totale kosten voor een

. zandwinobject worden weergegeven als in vergelijking (4.16):
TC = CAK + CAL + CTW + CIB (4.16)

Substitutie van de vergelijkingen (4.2), (4.9), (4.10) en (4.13)

in vergelijking (4.16) geeft voor de totale kosten per zandwinobject:

TC = PS{R(rq(O))' rq(0) R'(rq(0)} d1 + pg R'(rq(0)) g+ ) pg . v(k) . gx(k) +

$CA . dl +CW . d2+ ] pu(§) qu(i) +]CT(s) d3(s) + | pb(3) . ab(i)
. 3 8 3

(4.17)
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Hierbij geldt:

q =] abG) + ] aw(d)
] ]

Definieer de volgende kostenparameters:

A = pg{R(rq(0)) - rq(0) R'(rq(0))} + CA

B = CW
E(s) = CT(s8)
F(j) = pg . R'(rq(0)) + pw(j)

G{(j) = pg . R'(xq(0)) + pb(j)

H(k} = pg . v{k) (< 0)

(4.18)

(4.19)
(4.20)
(4.21)
(4.22)
{a.23)

(4.24)

Door substitutie van deze kostenparameters in vergelijking (4.17)

TC=A . dl + B .

-]

ST

Hab(i) + qw(i} - 04 . d1 <
]

I aw(j) - QA . a2
i

Z coef(s, j) qb(j) - QB(s)
]

Z{qb(j) + qu(i} - ax(k) -
j

qx(k) - Q(k) d4(k) 0

fiA

| v
<o

qb(j), qw(i), qx(k)

dl, d2, d3(s), d4(k)€ D

d2 + } E(s) d3(s) + } F(j)

volgende wijze in het allocatiemodel worden ingevoerd:

]

+ ] H(k)
k

. qx{k)

A
o

I~
o

d3(s) = 0 S = l, 1.0y 8

kq(k) d4(k) >

Y
o
=~

[
[

. qu(i) + § 6(§)

J

en met aénvulling van de beperkingen kunnen de totale kosten op de

. qb(j) +

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(D is de verzameling dummievariabelen).
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5. HET KOSTENMODEL ALS MINIMALISERINGSPROBLEEM

5.1. Model formulering

~ In hoofdstuk 4 zijn de onderscheiden kostencategorieen en de
totale kosten voor &én zandwinobject beschreven. De totale kosten
voor het gehele gebied worden gevonden door sommering over de zand-

winobjecten

166 = ] TC(i) | EERCRY
1

waarbij: TCG = de totale kosten voor het gehele gebied
' TC(i) = de totale kosten voor zandwinobject nummer i als

gedefinieerd in hoofdstuk 4

Als het probleem als minimaliseringsprobleem wordt geformuleerd moet
aan de in hoofdstuk 4 gegeven voorwaarden een tweetal beperkingen

worden toegevoegd:

- de voorwaarde dat voor ieder vraagpunt j(j = 1, .., m) aan de vraag
wordt voldaan.,
Dit geeft*

Hab(i, ) + qw(i, D} =ad  j=1, .oum (5.2)
1

-~ de eis dat als een zandwinobject i (1 = 1, .., n) in produktie
wordt genomen, minimaal een hoeveelheid rq(i, 0) moet worden gewon-

nen. Dit geeft:
Hav(, §) + qwli, D} - zq(i, 0) 41 20 i=1, .., n (5.3)

)

Combinatie van deze voorwaarden met vergelijking (5.1) en met het
in par. 4.6 beschreven model met betrekking tot de totale kosten van
&&n zandwinobject geeft het volgende minimaliseringsprobleem (het

allocatieprobleem):

*de variabele i geeft het nummer van de winput (het zandwinobject); de
variabele j geeft het nummer van het vraagpunt ‘
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min TCG = § A(i) . di1(i) + ) B(i),d2(i) + ] } E(i, s) . d3(i, s) +
i i is

+ 3 ¥ F(i, D.gwli, i) + J )G, gb(i, i)+ F ) H, k) qx(i, k)
ij ij ik

(5.4)
ST 7

Mab(i, i) + qu(i, D} = ald) j=1,2, .., m (5.2)
1

Y{gb(i, i) + qw(i, )} - ra(i, 0) di(i) <0 i=1,2, .., n
j (5.3)
Y{qb(i, 3)

+ quw(i, )} -Qa . dI(i) <0 i=1,2, .., n (5.5)
3
T qw(i, j) - Qa . d2(i) <0 i=1,2, .., n (5.6)
j
} coef(i, s, j) qb(i, j) - QB(i, s) d3(i, s) 20 i=1, 2, .., n}
j
s=1, .., § (5.7)
I{ab(i, ) + qw(i, 3} - ax(i, k) - kq(i, k) . d4(i, k) 20
J
i=1,2, ..,n3 k=1, .., K (5.8)

qx(i, k) - Q(i, k) d4(i, k) <0 i=1,2, ..,n3 k=1, .., K
(5.9)

d1(i), d2(i), d3(i, s), d4(i, k), qw(i, j), qb(l,j), C[x(i, k) 2 0

Y.

i, i, k, s

d1(i), d2(i), d3({i, s), d4(i, k)€ D Y.
1, 8, k
Waarbij: TCG = de totale kosten
A(L) = de kostenparameter die de vaste kosten geeft

die samenhangen met het in produktie nemen
van zandwinobject 1 (i =1, .., n)

B(1) = de kostenparameter die de vaste kosten geeft
die samenhangen met het transport per auto
vanuit zandwinobject i

E(i, s) = de kostenparameter die de vaste kosten geeft
die samenhangen met het persleidingtraject

nummer s bij zandwinobject i
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F(i, 1)

G(i, j)
H(i, k)

d1(i)
d2(i)

d3{i, s)

db(i, ¥

qw(i, j)

ab(i, §)

Tqx (i, k)

a(j)
rq(i, 0)

QA

QB(i, s)
Q(i, k)

de kostenparameter die de variabele kosten
geeft voor het zand dat vanuit winput i naar
vraagpunt j per auto wordt getransporteerd
idem voor tranéport per ﬁersleiding

de kostenparameter die de reductie in de
variabele kosten geeft als de putproduktie
van zandwinobject i de hoeveelheid kq(i, k)
overschrijdt

de dummievariabele die aangeeft of zandwin-
object i al dan niet in produktie wordt
genomen

de dummievariabele die aangeeft of vanuit
zandwinobject i al dan niet transport pef
auto plaats vindt

de dummievariabele die aangeeft of bij het
transport vanuit zandwinobject i gebruik
gemaakt wordt van het (persleiding) traject
nummer s

de dummievariabele die aangeeft of de putpro-
duktie van zandwinobject i de hoeveelheid
kq{i, k) overschrijdt

de hoe§ee1heid zand die per auto van zandwin-
object i naar vraagpunt j wordt getranspor-
teerd ' '

de hoeveelheid zand die per persleiding van
zandwinobject i naar vraagpunt j wordt
getransporteerd

de hoeveelheid waarmee de produktie van zand-
winobject i de hoeveelheid kq(i, k) over-
schrijdt

de vraag naar zand in vraagpunt j

(G=1, .., m)

de minimaal te winnen hoeveelheid zand als
winput 1 in produktie wordt genomen

de totale hoeveelheid zand die gewonnen moet

worden. Er geldt: QA =) a(j)
j
Yy coef(i, s, i) . a(j)

J
QA - kq(i, k)



I

kgq(i, k) hulpvariabele samenhangend met de vereiste

nauwkeurigheid van de benadering van de aan

te kopen grond |

coef(i, s, j) = dummieconstante die aangeeft of er bij het
transport per persleiding van zandwinobject
i naar vraagpunt j gebruik gemaakt wordt
van traject nummer s

D = de verzameling dummievariabelen

Dit is een gemengd geheeltallig lineair programmeringsprobleem met, voor
het studiegebied ongeveer 1850 gewonen en 1750 dummievariabelen*.
Door de omvaﬁg van het probleem geeft het oplossen met behulp van
~ €8n van de gebruikelijke oplossingsalgorithmes moeilijkheden. Het
aantal iteraties dat nodig is om het optimum te bereiken is dan name-
1ijk te groot. Er moet worden gezocht naar een algorithme, toegespitst
op de modelstructuur van het allocatiemodel, dat een kleiner aantal
iteraties nodig heeft. In hoofdstuk & is een algorithme geformuleerd
dat mogelijk aan deze voorwaarde voldoet. Of dit inderdaad het geval
is moet nog nader onderzocht worden. .
Bij de oplossing van het minimaliseringsprobleem wordt in de
plaats van de gelijkheid (5.2) gebruik gemaakt van de in (5.10) gege-

ven ongelijkheid.

[{ab(i, i) + qu(i, D} 2 ald) (5.10)
1 .

Dit is toegestaan omdat de variabelen qb(i, j) en qw(i, j) met
een positieve coéfficiént in de doelstellingsfunctie van een minima-
liseringsprobleem voorkomen (verg. (5.4)). Hierdoor zullen de varia-
belen een zo klein mogelijke waarde hebben in de optimale situatie
zodat toch aan (5.2) voldaan is. Wanneer de minimale oplossing gevon-
den is moet worden gecontroleerd of aan (5.2) is voldaan. Als dit
niet het geval is moet vergelijking (5.11) aan de beperkingen worden
toegevoegd en moet opnieuw geminimaliseerd worden. (Uitgaande van

het gevonden minimum).
*exclusief de slackvariabelen
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Plab(i, 3) + qu(i, )} < a(i) (5.11)
1

De bepaling van de kostenparameters is beschreven in IJKELENSTAM
(1980) .Door de waarde van de kostenparameters te variéren kan de
gevoeligheid van de optimale oplossing voor veranderingen in bepaalde
kostencategorieen (b.v. energie) worden onderzocht.

Een uitbreiding van het kostenmodel door de invoering van extra
kostencategorieen is mogelijk. Onder bepaalde voorwaarden is het
mogelijk deze kosten in de kostenparameters op te nemen waardoor

" het kostenmodel niet verandert. Dit geldt voor onder andere:

- kosten dié'proportioneel zijn met de hoeveelheid zand die per as
(qw) of per persleiding (qb) van zahdwinobject naar vraagpunt wordt
getransporteerd;

- kosten die proportioneel zijn met de omvang (R(q)) of de produktie
(q) van een zandwinobject; '

- vaste kosten die gekoppeld zijn aan het al dan niet in produktie
nemen van een zandwinobject (dl) of het al dan niet voorkomen van

transport per as (d2).

.Voor andere kostencategorieen geldt dat het model moet worden
aangepast door de invoer van nieuwe variabelen (b.v. mogelijkheid
tot transport per schip of voor de benadering van een niet lineaire
kostenrelatie) en/of extra beperkingen.

Wanneer hierdoor de modelstructuur niet essentieel verandert kan het’

in hoofdstuk 6 geformuleerde oplossingsalgorithme worden toegepast.

5.2, Invoering matrix notatie

Omdat bij de oplossing van het allocatieprobleem gebruik gemaakt
wordt van de Revised Simplex methode (zie par. 6.5) moet de matrix
notatie ingevoerd worden. Schrijf hiertoe het probleem als is weerge-

geven in (5.12).
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min TCG = J{A(i) . d1(i) + B(i) . d2(i) + } E(i, s) d3(i, 8)} +

i

s

+ J{} PG, §) qu(i, ) + ] G(i, i) qb(i, j) + | H(i, k) gx(i, K)}
AY/ J L

1] ]
(5.12)

ST
Haw(i, ) + ab(i, D}2aG)  §=1, ..oy m
1
Yaw(i, iy + ab(i, D} - ra(d, 0) d1(i) 20
] .
- Haw(i, 3) + gb(i, §)} + 0a d1(d) > 0

J

S+ 0ad2(i) 20

- ¥ qw(i, j)
i

- Z coef(i, s, j) qb(i, j) + QB(i, s) d3(i, s) >0 s =1, ...,

]

Haw(i, 1) + ab(i, )} - ax(i, k) + kq(i, k) d4(i,. k) 20 )k = 1,

o J

g

i=1,

s ey K

A1), 420, 43, 9), W, B, qwli, §), b, 3, e, © >0
. ] [ ]

di(i), d2(i}, d3(i, s), d4(i, k)€ D

Dit kan in matrix notatie worden geschreven zoals in (5.13) is weer-

gegeven:

min TCG = c] . d + ¢2
ST

Al ., d+ A2 . q2b

. q (5.13)
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Hierbij is: d - de vector met dummievariabelen

d(1) di1{i)
. d2(i)
. a3(i, 1)
d = . , met d(i) = .
. d3(i,lS)
d(n) da(i, 1)
da(i, K)

cl - de bij d behorende kostenvector
cl = (c1(1), «avy cli{n)) met
c1(i) = (A(i) B(i) E(i,1) ... E(i, s) 0 ... 0)

q - de vector met hoeveelheidsvariabelen

q(1) qw(i, 1)\

: qw(i: m)
qb(i, 1)

. s met q(1) = .
Q(n) qb(l, m)
qx(i, 1)

q-

qx(;, K)

¢2 - de bij q behorende kostenvector
e2 = {c2(1) ... c2{n)) met c2(i) = (F(i, 1) .. F(i, m) G(i, 1) ...
ver G(i, m) H(i, 1) ... H(i, K))

b - het rechter 1lid van de beperkingsvergelijking

~ al .d+A2.q2b
a(lf\

b = 0
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Al en A2 de coefficiéntemmatrix van respectievelijk d en q in het

linkerlid van de beperkingsvergelijking Al . d + A2 ., q > b, met

0 veennins o : AlG, 1) )
AM(, 2
M, . Croarcs AlGi, 3,0 1) 0
‘Al = ‘. 0 , waarbij Al(i) = ..
: , AL, 3, 8
Al (n), 0 AL, & 1)

AL, 4, B

‘opgebouwd uit de vectoren

f= rq(i, 0)
Al(i, 1) = QA 3 AI(d, 2) = (Qa) ; Al(, 3, s) = (QB(i, 8))
en
- kq(i, k)
Al(i, 4, k) = Q(i, k)
en
110 110 A2(i, 1)
‘ AQ(T) m m A2(i, 2)
'.. A2(i, 3, 1)
A2 = d * 0 , waarbij A2(i) = .
" _ A2(i, 3, S)
A2(m) ‘ A2(i, 4, 1)

A2(i, 4, K

opgebouwd uit

A2(i, 1) = -1 .=l =1 ‘ool 0O ... O
A2(i, 2) = (-1 «eoo=1 O ... 0 0O (... O
A2(i, 3, s)=( 0 ,... O —coef(i, s, 1) .., =coef(i, s, m) 0 ... 0)
: 1 .o 171 .00 0O..0010..0
A2(i, 4, k) =
...0 ¢0....0 0..0-10..0

(2m + k)° kolom
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De in (5.!3)gehanteerde schrijfwijze is uitgangspunt voor de rest van

de nota.

6. DE FORMULERING VAN HET OPLOSSINGSALGORITHME

6.1. Enkele opmerkingen over lineaire programmering

In dit hoofdstuk worden de methodische ‘aspecten van de voorgestelde
optimaliseringsprocedure behandeld. Voor een uitgebreide beschrijving
van lineaire en geheeltallige programmering wordt verwezen naar be-
staande teksthoeken. In dit hoofdstuk is volstaan met enkele algemene
" opmerkingen én met een beschrijving van de voorgestelde optimalise-
ringsprocedure (het algorithme)., De toepassing van deze procedure op
het allocatieprobleem wordt beschreven in hoofdstuk 7.

De algemene vorm van een {(lineair) minimaliseringsprobleem is

min z = ¢cx _ (6.1)
X
ST . Ax > b

x20

hierbij is ¢ een (1 x n)-coefficientenvector, b een (m x 1)~-coeffi-
ciéntenvector, A een (m x n)-coefficientenmatrix en x de {(n x 1)-vector
van variabelen. Een probleem dat aan het probleem (6.1) gerelateerd

is, is het probleem (6.2)

max w = ub (6.2}

u
ST . uA <¢
uz<?

waarbij u een (m x 1)-vector van variabelen is. Het probleem (6.2)
wordt het duale probleem ten opzichte van (6.1) gencemd. (6.1) heet
dan het primale probleem. Er geldt dat het duale probleem van een
duaal probleem gelijk is aan het oorspronkelijke primale probleem.
Dat'wil zeggen het duale probleem van (6.2) is (6.1). Tussen het

primale en het duale probleem bestaan een aantal relaties die gebruikt
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kunnen worden bij de bepaling van de optimale oplossing:

1. voor alle toelaatbare oplossingsvectoren x en u van respectieve-

1lijk de problemen (6.1) en (6.2) geldt:
z = cx > uAx > ub = w (6.3)

Dit wil zeggen dat de toelaatbare oplossingen (z) van het minima-
liseringsprobieem altijd groter danof gelijk aan alle toelaatbare
oplossingen van het duale maximaliseringsprobleem zijn;

2. voor de optimale oplossingsvectoren x*, u* van réspectievelijk de
problemen (6.1) en (6.2) geldt:

z* = cx* = u*b = w* | (6.4)

Voorts geldt dat als &én van beide problemen een eindig optimum
heeft dat dan ook het andére probleem een eindig optimum heeft;
3. in het optimum geldt dat of de i® primale (duale) variabele) x(i)
(u(i)) gelijk is aan nul of dat de i€ slackvariabele* uit het
duale (primale) probleem gelijk is aan nul. Dit laatste is ﬁet
geval als voor de i® beperking het '='-teken geldt. Invoering vanm
slackvariabelen, respectievelijk de vectoren y en v, in (6.}) en

(6.2) geeft:

‘min z = ex _ (6.1) max w = ub (6.2)
X u '
8t . Ax -y =b ST uA + v =¢
x,YQO U,V;O

In het optimum (x*, y*) respectievelijk (u*, v*) geldt:
vEx* = y* y* =0

Voor de oplossing van een lineair programmeringsprobleem kan de

Simplex Methode of een hiervan afgeleide methode worden gebruikt

*Slackvariabelen zijn variabelen die ingevoerd worden om de ongelijk-
heden te transformeren in gelijkheden zonder dat de verzameling van
toelaatbare oplossingsvectoren verandert
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(zie o.a. HILLIER and LIEBERMAN, 1967). De Simplex‘methode is een
iteratieve procedure die na iedere iteratie een betere (of even goede)
loplossing voor het lineair programmeringsprobleem geeft zodat na een
eindig aantalniteraties de optimale oplossing wordt bereikt. De
Simplex methode maakt gebruik van het feit dat de toelaatbare oplos-
singsruimte convex is. Dit heéft tot gevolg dat het optimum optreedt
in &&n hoek (of voor een hele zijde) van deze ruimte. Doordat de
Simplex methode hoekpunten genereert en omdat de oplossingsruimte

een eindig aantal hoekpunten heeft kan eenvoudig worden bewezen dat

het optimum wordt bereikt na een eindig aantal iteraties.

6.2. Enkele opmerkingen over gemengd geheeltallige lineaire

programmering

De mogelijkheid bestaat om aan een aantal variaSelen van het pri-
male en/of het duale probleem extra voorwaarden (b.v. geheeltallig-
heid) op te leggen. Echter het opleggen van extra voorwaarden heeft
consequenties voor de relatie tussen het primale en het duale probleem.

Stel dat aan de eerste nr,eleménten van x en aande eerste m,, elementen

1
van u extra voorwaarden worden opgelegd. Dan kunnen de problemen (6.1)

en (6.2) als volgt geschreven worden*:

min z = cx (6.6) en max w = ub ' (6.7)
x u
ST .Ax -y =b ST . uA+ v =c
X, ¥y 20 u, v.;:o
.XIEXI ule Ul
De extra voorwaarden voor xl1 = (xl, cer X ) en ul = (ul, RN )

zijn vastgelegd in respectievelijk X1 enUl . Door de toevoeging %an
de extra voorwaarden vervalt de eigenschap dat in het optimum moet
gelden cx* = u*bh. Nu geldt cx* > u¥*b, Alleen in het geval dat zowel

x16€ X1 als ui® Ul niet effectief is geldt het '='~teken. Het gevolg

*Opgemerkt moet worden dat deze problemen nu niet meer gerelateerd
zijn als primaal en duaal probleem. In het vervolg van deze paragraaf
wordt aangetoond dat, onder bepaalde voorwaarden, de primale en duale
eigenschappen wel gelden
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" is dat er een afwijking ontstaat tussen z* en w*. In BALAS (1970) wordt
een benadering beschreven waarmee, door minimalisering van dit ver-
schil; de dualiteitseigenschappen hersteld worden.

Geprobeerd wordt het verschil (z - w) tot nul te reduceren door

de eerste nl,beperkingen van het duale probleem en de eerstem,, beper-

]!
kingen van het primale probleem los te laten*. De afwijking die hier-
door ontstaaf,_gqneten als de gewogen som ul . vyl respectievelijk_

vl . x| wordt als te minimaliseren grootheid in de doelstellingsfunc~

tie opgenomen. De problemen (6.6) en (6.7) worden vervangen door res-—

pectievelijk:
max min ex - ul . vyl | (6.8)
ul X T
ST All x] + Alz x2 - yl = bl
A%V x1 + 2% %2 - y2 = b2
x2, y2 20
x1€ X1, ul€ Ul
en
min max ub + vl . x1 . : {6.9)
xi u
st ul At 4 w2 a?! v =l
ul A12 + u2 A22 + v2 = ¢2
u2, v2 >0
xl€ X1, ule Ul
. c. . 11 12 11 .
hierbij is: A A met A - (m] X n])-matrlx
A= A2I A22 Alz - (ml x nz);matrix
AZ’ - (m2 X nl)-matrix
22 .
A (m2 X n2)~matr1x

*Loslaten van de beperkingen betekent dat de slackvariabelen
vl = (vl, sevs Vo ) en ¥y = ( Yy oeeee Yy ) negatief mogen worden
1 : 1 :
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X = x2 s c=(cl ec2), y-= .
y2
b1

u= {ul u2), b en v = (vl v2)

b2

Door toevvueégen van de term ul All x! aan beide doelstellingsfuncties
worden, als de coefficientenmatrix A aan bepaalde voorwaarden voldoet,
twee problemen verkregen die eenzelfde relatie hebben als een priﬁaal
en een duaal probleem, Dit kan worden ontleend aan twee in BALAS
(1970) bewezen stellingen. Voor een goed begrip van deze stellingen

zijn de volgende definities noodzakelijk.

Def. 6.1: Stel H:V » E] is een functie. Definieer voor een verzame-
ling § ¢ V de scalair y, met v = sup{h(ﬁ)'WE S}, als het
supremum van h over S als geldt:
{a) v > h{w) voor alle weS en
(b) er een reeks wke S bestaat zodanig dat lim h(wk) = vy,
K + o
Het begrip supremum is een veralgemenisering van makimum. Hetzelfde

geldt voor infinum (inf) ten opzichte van minimum,

Def. 6.2: Stel s], oo s° zijn elementen uit arbitraire vectorruimten.
Een vectorfunctie G(sl, ceas sp) heet s cheidbaar
(separable) met betrekking tot sl als er vectorfuncties
H(s]), onafhankelijk'van 32, Ceey sp, en K(sz, vens sp),
onafhankelijk van s! bestaan zodanig dat

G(sl, ey sPy = H(sl) + K(sz, ceey SP).

| .. . . . . .
Def. 6.3: Stel s, ..., P zijn elementen uit arbitraire vectorruimten.
B . 1 . '
Een vectorfunctie G(s™, ..., sp) heet s cheidbaar
in componenten {componentwise separable) als

iedere component g; van G kan worden geschreven als gi(s])
of als gi(sz, sees sp).

Opnemen van de term ul A]' vl in de ddelstellingsfunctie van de pro~

blemen (6.8) en (6.9) en substitutie* van vl = ¢l - ul All - u2 AZI

*omdat vl en yl onbegrensd zijn kunnen ze worden ditgedrukt als een

. functie van ul en u2 respectievelijkx! enx2. De gebruikte formuleringen
volgen rechtstreeks uit de beperkingen van de problemen :
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en

en

yi = =bl + al! x1 + A'% x2 geefr:

z = max min ex + ul(bl - Alz x2)

u)‘ X
st A%' x1 + %2 x2 ~ y2 = b2
x2, y230

x1 ¢ X! , uleUl

w = min max ob + {c] - u2 . AZI) x1
xl u

ST wul . A2 4 u2 . A22 4 v2 = 2

w2z, v2 >0
xle X1 , ule Ul

De aan BALAS (1970) ontleende stellingen zijn:

(6.10)

(6.11)

Stelling 6.1: Als f(r, s, t) scheidbaar is en G(r, s, t) scheidbaar

in componenten is met betrekking tot r of s dan geldt:

inf sup {£(x, s, t)|6(x, s, t) £ 0} =
5 I, t ' .

= sup inf{sup{f(r, 8, t)]G(r, 8, t) ;,O}}
r s t

(6.12)

Stelling 6.2: Veronderstel dat v2(of y2) scheidbaar in componenten

en

is met betrekking tot ul (of x!). Dan bestaat er, als

het stelsel (6.10) een optimale oploésing (E, ul) heeft,

een u2 zadan'ig dat (G, x1), met u = (ul s 1-12), een optimale

oplossing van het stelsel (6.11) is waarbij geldt:

cx-at. yl+ut AV Rl =ub+ 1L Xl +ulA

w2 . y2=v2 .x2=0

C(e2 - a1 A'%) %2 = q2002 - A% 3

x1

(6.13)

(6.14)

(6.15)

33




Toepassing van Stelling 6.1 op de problemen (6.10) en (6.11) geeft

z = max minfcl . xI + ul . bl + min{(c2 - ul a'?) x2}} (6.16)
ul xI x2 '
st A% x2 - y2 = b2 - A% x
x2, Y220

x1 € X1 , ule U]
en

w = min max{cl . %1 + ul . bl + max{u2(b2 - 22! x1)}} (6.17)
x1 ul u2 ‘

ST u2 A%2 4+ v2 = ¢2 - ut al?

uz, v2 >0
x1€X] , ule U]

Voor gegeven x! en ul zijn de problemen binnen de binnenste accolades
in (6.16) en (6.17) duaal ten opzichte van elkaar. Stelling 6.2

geeft dat hier de dualiteitseigenschappen gelden (verg., (6.14) en
(6.15)). In Stelling 6.2 wordt daarnaast gesteld dat in het optimum
geldt z = w. Dit gaat slechts dan op als de coafficientenmatrix A
aan bepaalde voorwaarden voldoet. Deze voorwaarden worden opgelegd
om te garanderen dat v2 (of y2) scheidbaar in componenten is met

betrekking tot ul (of x1). Deze voorwaarden zijn:

|A!§| ; ]A??[ =0 j=o,*+1, ..., (6.18)
of
A2 . 1A =0 i=m+1, e, m (6.19)

Hierbij is IBi.l de i® rij en lB.jl de j® kolom van de matrix B.

In het geval dat alleen aan x! extra voorwaarden worden opgelegd
{zoals b.v. bij gemengd geheeltallige programmering het geval is)
geldt dat u2 = u en dus dat A21 = @. Hier is dus aan de voorwaarden

(6.18) en (6.19) voldaan. De problemen (6.16) en (6.17) kunmen nu
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geschreven worden als respectievelijk*:

min el . x! + ¢2 . x2 (6.20)
X '

ST A2 . x2- y =Db - Al . xl
. x2, y>0

x] € X|
en

min max ub + (¢l - uAl) x1 = min{cl . xI + max{u(b - LY x1)}}

x1 u xl. u
' - (6.21)
ST uA2 + v2 = c2
.u,'v2 >0
x] 4 Xl

Bij gégeveu waarden voor x1 is (6.20) het dualé.pfobleem van (6.21).

Volgens Stelling 6.2 geldt in het optimum:

el . Xl +¢2.x22=cl .xl+u(b-Al .xi) (6.22)

Dit betekent dat als met behulp van een oplossingsprocedure de opti-~
male oplossing voor het in (6.21) beschreven probleem is bepaald_dat
dan tevens de optimale x| voor het in (6.20) beschreven probleem
bepaald is, Het in (6.21) beschreven gemengd geheeltallige lineair
programmer ingsprobleem wordt-gereduceerditot het in (6.23) gegeven .

lineaire programmeringsprobleem in x2.

min 2 . x2 | (6.23)
x2

ST A2 . x2~- y=b- Al . xl
x2, y>0

*Schrijf Al voor A]‘ en A2 voor A22
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h.3. Formulering van een oplossingsalgorithme

De in de onderhavige nota voorgestelde oplossingsprocedure gaat
uit van het hiervoor beschreven principe. Voor het duale probleem

(6.21) worden achtereenvolgens bepaald:

~ het maximum met betrekking tot u voor gegeven waarden van de elemen-
ten van xi;
- het minimum met betrekking tot x1 voor gegeven waarden van de ele-

menten van u.

Dit wordt herhaald totdat de optimale oplossing is bereikt (en herkend!).
Substitutie van de optimale x| in het primale probleem {(6.23) geeft
een normaal lineair programmeringsprobleem in x2. De procedure, die

voor een deel ontleend is aan HU (1970), is de volgende:

STAP 0: bepaal een toelaatbare oplossingsvector u(i) voor het in
(6.2]1) weergegeven duale probleem. Er moet dus gelden:
u{i) A2 < c2,
Stel i = 0,

STAP 1: bépaal z(i) en x1(i) zodanig dat:

z(i) = min 2 (6.24)
x1 .

ST z2el .xl+u(e)b-Al.xl} t=0, ..., 1
xle X1 (d.w.z. xlj is een nul- &&n variabele)
STAP 2: bepaal u(i + 1), de optimale oplessing van het lineaire pro-—

grammeringsprobleem dat in (6.25) is gegeven. x1{i) is gege-

ven

max u{b - Al . x1(D)} (6.25)
u

ST uA?2 + v2 = c?
u,. v2 >0
Als geldt: z(i) - cl . x1(i) = u(i + 1D{b - A1 . x1(i)} ,
ga naar STAP 4
z(i) = ¢l . xI(i) < u(i + 1){b - Al . x1(i)} ,

ga naar STAP 3
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