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1. INLEIDING 

Dit verslag is het resultaat van een 6-maands doctoraal vak Grond-

bewerking dat ik als LH-student Landbouwtechniek bij het ICW heb 

gedaan. Naar aanleiding van mijn stageperiode bij het ICW heb ik meer 

belangstelling gekregen voor de grondverdichtingsproblematiek. Mede 

dankzij ir. Boels ben ik ertoe gekomen zijn aanzet tot de modelmatige 

benadering van het grondverdichtingsprobleem onder wielen ter hand te 

nemen. 

Hierbij ben ik uitgegaan van een door Boels ontwikkelde eerste 

versie van het bodemverdichtingsmodel COMPAC, dat op tape stond. Dit 

model wordt beschreven in hoofdstuk 3. 

Hoofdstuk 4 beschrijft het programma RUT.FOR, een door mij verbe

terde versie van COMPAC. 

In het programma RUT.FOR daalt bij insporing van een wiel niet het 

maaiveld naast de insporing mee maar wordt een duidelijke insnijding 

op de plaats waar het wiel rijdt verkregen. Uit de vergelijking van 

zowel COMPAC als RUT.FOR met grondbakmetingen van ing. Havinga en 

verder literatuuronderzoek (hfdst. 2) blijkt de moeilijke benaderings

wijze van het model. De beperkingen van het werken met een opgelegde 

insporingsdiepte en verplaatsingen in de grond komen duidelijk naar 

voren. 

Om hieraan enigszins te ontkomen is een eenvoudige benaderings

wijze, zoals die zo'n dertig jaar geleden door Söhne is voorgesteld, 

gekozen om een ander model te formuleren. Dit model SOEHNE wordt in 

hoofdstuk 5 beschreven. Het werkt met een spanningsverdeling in de 

grond en bepaalt daaruit de nieuwe dichtheid en de verplaatsingen 

(spoordiepte). Het gemak waarmee hier ook drie-dimensionaal kan worden 

gewerkt duidt erop dat verdere verbeteringen van de modelmatige 

aanpak van het grondverdichtingsprobleem vooral in deze richting moeten 

worden gezocht. 



Tot slot wordt in hoofdstuk 6 nog aangegeven wat de verschillende 

gebruiksmogelijkheden van een grondverdichtingsmodel kunnen zijn. 

2. LITERATUUROVERZICHT 

2.1. Verschillende theorieën 

In de werktuigkunde worden spanningsberekeningen altijd uitgevoerd 

als er sprake is van een continuum. Grond heeft een deeltjesstructuur 

bestaande uit vaste-, vloeibare- en gasvormige componenten. In de 

strikte zin van het woord is vaste mechanica, spanning naar een punt 

in het medium vertalen, niet echt uitvoerbaar omdat iedere kleinste 

deeltje niet echt representatief is voor de hele grondmassa (drie 

fasen). Alle fasen zijn echter op submicroscopische schaal aanwezig. 

Er is dus wel een kleinste deeltje waarvoor de spanningstheorieën 

nog gelden gezien de macroscopische schaal waarin wordt gewerkt. In 

de grond zijn de deeltjes klein ten opzichte van de opgelegde krachten. 

Er is dus geen reden om aan te nemen dat spanningstheorieën zoals die 

in de werktuigkunde voorkomen niet toegepast mogen worden op grond-

mechanische problemen. Verschillende voorbeelden van theorieën waarop 

ook grondmechanische modellen gebaseerd zijn worden hierna beschreven. 

2.1.1. Elasticiteitstheorie 

Deze theorie gaat ervan uit dat grond zich als een elastisch 

medium gedraagt en dientengevolge oplossingsmethoden uit de elastici

teitstheorie toepasbaar zijn. De elasticiteitstheorie zegt dat het 

medium grond homogeen, isotrcop en lineair of niet-lineair elas

tisch is. Mechanisch gezien wil dit zeggen dat het materiaal zijn 

oorspronkelijke vorm en grootte terugkrijgt na verwijdering van de 

opgelegde krachten. 

Bij grondmechanische problemen wordt er van elastisch gesproken 

met betrekking tot het belasten. Het terugveren van grond na verwij

deren van de belasting wordt meestal buiten beschouwing gelaten. Er 

is dan sprake van een lineaire spannings-vormveranderingsrelatie 

(Stress-strain). Bovendien moet gelden dat de elastische schuifspan

ningen klein zijn vergeleken met de weerstand tegen afschuiven van de 

grond. Grond is van nature niet erg homogeen of isotroop. Zelfs 



onder de meest gunstige omstandigheden is grond alleen voor kleine 

stukjes lineair elastisch. Er is altijd een vorm van irreversibiliteit 

wanneer een grond wisselend belast wordt. In het bodem-wiel contact-

vlak komen hoogst zelden zuiver elastische situaties voor. Gaat men 

er toch vanuit dat de elasticiteitstheorie kan worden gebruikt dan 

moet men dit doen met gebruikmaking van veel randvoorwaarden die con

stant verondersteld worden. Juist deze constant veronderstelde randvoor

waarden zijn maatgevend voor het wiel-grondgedrag in het contactvlak. 

Op grotere diepte zou de grond zich wel meer elastisch gedragen 

(KARAFIATH and NOWATZKI, 1978). 

Fundamentele elasticiteitsformules: 

Wet van Hooke: 

(O 
o 

X 
e x " T 

e = e = • 
y z 

X 

E 
(2) 

Met: e en a = vervorming en spanning in x - r icht ing 
x x 

e en e = vervorming in orthogonale richting 
y z 

E = elasticiteitsmodulus (Modulus of Young) 

y = Poisson's Ratio 

Voor een element wat voldoet aan de Wet van Hooke en waaraan nor

maalspanningen O , a en a worden toegediend geldt: 

e = I[a - \i(o + a )] (3) 
x EL x y z/J 

e = L[a - v(o + a )] (4) 
y E1 y x z 

e - i[a - P(a + <* )] <5> 
z E z x y 

Dit kan worden herschreven tot: 



a = Xe + 2 G e (6) 

a = Xe + 2 G e (7) 
y y 

a = Xe + 2 G e (8) 
z z 

waar in: 

e = e + e + e = Volumetrische vormverandering 
x y z ° 

•v U E , 

À = -T-.—•—r-y-, s—v- = Lame s cons tan te (1 + u)(l - 2y) 

E 
2(1 + y) ^ = ?n i.' ,i\ = = Glijdingsmodulus 

Worden er schuifspanningen aan een grondelementje toegediend dan 

is er vormverandering (y) als gevolg van deze schuifspanningen (T): 

Y = T /G (9) 
xy xy 

Y - T /G (10) 
yz yz 

Y = T /G (11) 
zx zx 

De vergelijkingen 6 tot en met 11 beschrijven de totale spannings-

staat van een drie-dimensionaal element in een elastisch medium. In 

de grond zijn y en E meestal afhankelijk van de belasting. E wordt 

bepaald door het vochtgehalte, de minerale samenstelling, de spannings

geschiedenis en de belasting. 

Uit de vergelijking voor de glijmodulus kan de E worden berekend 

mits y, Poisson's Ratio, bekend is. Absolute waarden voor Poisson's 

Ratio zijn niet strikt toepasbaar in de grond. In het begin van een 

belasting is y laag (0,1-0,3) doordat de deeltjes gerangschikt worden, 

y neemt toe naarmate de grond verder verdicht (tot y = 0,5). 

In het algemeen kan gesteld worden dat voorspellingen met gebruik

making van de elasticiteitstheorie kunnen worden toegepast wanneer de 

verplaatsingen klein zijn. E en y moeten dan wel goed overeenkomen met 

de veldomstandigheden. Wanneer plastische vervorming optreedt, wat in 

de meeste gevallen zo is bij berijding van landbouwgronden, moet 

gezocht worden naar spanningsrelaties afgeleid van de toegediende last. 



2.1.2. Bezwijktheorieën in de conventionele grondmechanica 

Het bezwijken van grond (breuk of afschuiving) wordt meestal 

wiskundig beschreven door een bezwijkcriterium in een stelsel even-

wichtsvergelijkingen in te voeren. Hieruit wordt dan een spannings

toestand verkregen op het moment van bezwijken. In grond wordt de 

vervorming voornamelijk gedefinieerd aan de hand van de Mohr-Coulomb 

theorie met gebruikmaking van statische evenwichtsvergelijkingen. 

De Mohr-Coulomb theorie beschrijft een spanningstoestand waarbij 

grote deformaties kunnen ontstaan voordat echte afschuiving (bezwij

ken) ontstaat. De stelsels van vergelijkingen van deze theorie worden 

dan ook wel de plasticiteitstheorie genoemd. Omdat deze stelsels 

moeilijk op te lossen zijn omder de geldende praktische randvoorwaar

den worden grondstabiliteitsproblemen veelal alleen in het vervormings-

vlak bekeken. 

2.1.3. Enkel vlaksvervormingen 

De grondstabiliteit zoals beschreven door de Mohr-Coulomb vervor-

mingscriteria is voornamelijk afhankelijk van de meetbare grondpara-

meters, hoek van inwendige wrijving (<{>) en de cohesie (c). De relatie 

hiertussen is: 

T = c + o tan (f) (12) 
n 

met: T = schuifspanning 

a = normaal spanning 

Een sprekend voorbeeld voor het gebruik van deze relatie is de 

stabiliteitsberekening van taluds. Hierbij treedt afschuiving volgens 

1 vlak op. Een analyse van het grondlichaam opgedeeld in schillen en 

het krachtenevenwicht wat daarop van toepassing is geeft een resultante 

van de krachten langs het potentiële schuifvlak. Of wel of geen afschui

ving plaats vindt hangt af van de optredende schuifspanningen in dat 

vlak. Fig. 1 is een voorbeeld van een 1-vlaks vervorming. 

Deze vorm van afschuiven treedt veelal op als het aanwezige vocht 

tijd genoeg gehad heeft om zich te verplaatsen. Omdat dit bij de gebrui

kelijke vormen van grondbelasting door wielen niet optreedt is deze 

theorie van weinig belang voor verdere ontwikkelingen van modellen op 

dit gebied. 
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— shear stress along side of slice 
= effective normal stress along 

side of slice 
= shear stress along failure arc 

segment 
= effective normal stress along 

failure arc segment 
U\, UT, C/i = pore water pressures against 

sides of slice and failure arc 
segment respectively 

= «i h 
= Weight of soil 
= Resultant of forces due to 

cohesion 
= Resultant of forces due to 

normal effective stress on arc 
— Resultant of forces due to 

friction 
= Resultant of forces due to 

boundary water pressure 

Fig. 1. Taludstabiliteitsberekening met behulp van schillen 

a. Krachten werkend op een schil 

b. Resultante krachten werkend op het vrije grondlichaam 

Zonevervorming 

Een meer compleet beeld wordt verkregen met de theorie zoals ont

wikkeld door Rankine. Rankine ging ervan uit dat grond kan overgaan 

van een elastische- naar een plastische staat wanneer een beginnende 

afschuiving optreedt langs twee vlakken binnen de gehele grondmassa. 

Deze twee vlakken zijn dan vlakken waarin de maximale- en minimale 



spanningen (a. en a») in alle punten van dat vlak in dezelfde richting 

liggen. De termen actieve- en passieve spanningstoestanden is ontleend 

aan deze theorie. Deze toestanden hebben betrekking op een grondele

ment je zoals getekend in fig. 2 met daarop alleen een verticale span

ning o en een horizontale o . 
Z X 

45'*^>/2 

Fig. 2. Randvoorwaarden die de actieve- en passieve spanningstoestand 

in de grond beschrijven (Rankine) 

Omdat er geen schuifspanningen zijn in de horizontale en verticale 

vlakken zijn a en a hoofdspanningen. Wordt er een vaste grens van 
z X 

het elementje verwijdert dan verandert het elementje en zal O afnemen 

tot vervorming plaats vindt. In dat geval is a = a. en ö = o. en de 

relatie tussen de horizontale en verticale spanning van het actieve 

gedeelte van de cirkel van Mohr wordt verkregen uit de formule: 

o = o = p = o tan2(45° - <j>/2) - 2c tan(45° - <f>/2) (13) 

Wordt echter de steunkracht in het elementje verhoogd doordat een 

vaste grens in de nabijheid van het element komt dan is a = a. en 

x 
a„ en wordt de bovenstaande formule voor het passieve geval: 

x I 
p = O, t a n 2 ( 45° + <|>/2) + 2c t an(45 + <j>/2) 

P 3 
(14) 

Een en ander is in fig. 3 uitgezet in de cirkel van Mohr met daarin 

een actief en een passief belastingsgeval. 



O" »O" 

(ACTIVE) 

(PASSIVE) 

Fig. 3. De cirkels van Mohr voor een actieve en een passieve 

belastingstoestand 

De vlakken waarin afschuiving/vervorming plaats zal vinden zijn 

hierin aangegeven als de stippellijnen. Deze lijnen kunnen direct 

getransformeerd worden naar fig. 2 waar zij de afschuiflijnen in het 

grondvlak aangeven. Het verschil in actief en passief veld wordt ver

klaard doordat o en a. in beide gevallen 90 ten opzichte van elkaar 

gedraaid zijn. De afschuiflijnen geven de gebieden aan waarin de 

spanningstoestanden overeenkomen met die van de beginnende plastische 

vervorming. De richting ervan komt overeen met die van de schuifspan-

ning die de vervorming veroorzaakt. 

2.1.4. Draagkrachtstheorieën 

Voorgaande conventionele grondmechanica theorieën zoals die in de 

cilvieltechniek worden gebruikt worden ook toegepast op berijding van 

grond. Binnen deze theorie wordt veelal gebruik gemaakt van een 

uniform verdeelde druk die de spanning op verschillende punten in de 

grond voorspelt en als gevolg daarvan de draagkracht van het oppervlak. 

Rankine geeft als benadering van de toegestane belasting: 

O = ZY 
u ' 

1 + sin (jH' 
1 - sin <J>J (15) 



Hierin is: Y = droog volumegewicht 

z = kritieke diepte 

<J> = hoek van inwendige wrijving 

Het nadeel van deze benadering is dat de grond niet draagkrachtig 

aan het oppervlak is (z = 0). Dit is het resultaat van de veronderstel

ling dat de breuklijnen zich door de grond rechtlijnig voortplanten. 

Prandtl ontwikkelde een theorie gebaseerd op het indrukken van 

metalen kogeltjes in zachtere, homogene, isotrope metalen. In grond 

is het afschuifvlak hierbij niet lineair maar bestaat uit een actieve 

en een passieve Rankine-zone gesplitst door de radiale schuifzone 

(fig. 4). 

45 - 0/2 

Surface Loading 

0/2 / Surcharge 

Fig. 4. Lijnen met gelijke schuifspanning onder een belasting volgens 

Prandtl 

I = actieve Rankine-zone 

II = radiale schuifzone 

III = passieve Rankine-zone 

(J) = hoek van inwendige wrijving 

Prandtl combineerde Mohr's spanningstheorie met Airy's spannings

functie en verkreeg daaruit een tweede orde differentiaalvergelijking. 

Opgelost levert deze een analytische grootheid voor de draagkracht

berekening van een gewichtsloze, een zuivere cohesieve en voor een 

c-(J) grond. Hij verondersteld dat Rankine's actieve zone direct onder 

het lichaam bestaat, en omlaag beweegt zonder te vervormen. Dit omdat 

hij ervan uitgaat dat er geen wrijving in de vlakken ontstaat (<j> = 90 ). 

Terzaghi verbeterde de Prandtl theorie. Vervorming treedt op wan

neer de wig onder het lichaam zich niet kan handhaven onder de belasting 



(Q). Het verschil met de theorie van Prandtl zit vooral in de vorm 

van de wig. Terzaghi gaat ervan uit dat wrijving optreedt langs de 

grens van de last en de grond. Hierdoor is de basishoek van de wig <j> 

en geen 45 + <|>/2. Dit wil zeggen dat in de wig de aanname van een 

Rankine actieve staat niet opgaat. 

Bovendien veronderstelt Terzaghi dat de zijden van de wig AC en BC 

(fig. 5) afschuifvlakken zijn. Daardoor moet het raakvlak aan de 

spiraalkromme in puntcverticaal zijn omdat de schuifvlakken elkaar 

moeten snijden onder hoeken van 90 + <J>. De vorm van de spiraalkromme 

wordt dan gegeven door: 

r= roexp0 ton$ 

(o) 

r~n 

'ABC 

(b) 

Fig. 5. Draagkrachtstheorie volgens Terzaghi 

a. lijnen met gelijke schuifspanning onder een belasting 

b. krachten zoals die werken op het grondlichaam ABCDD' 

10 



r = r exp(9 tan tj)) (16) 

met: r = afstand van A of B tot een punt op de desbetreffende spiraal-

kromme 

r. = spiraal radius op het wigoppervlak (BC of AC) 

9 = hoek tussen wig ABC en passieve Rankine-zone 

Bij Terzaghi is 6 = (135° - <j>/2). 

In ieder punt van de spiraalkromme (vlgs 16) maakt de radius vanuit 

de oorsprong een hoek <J) met de normaal en de kromme in dat punt. 

De stabiliteit van de afsteuning met breedte b wordt door Terzaghi 

bepaald door het statisch evenwicht van de grondmassa's ABC en ACDD'. 

Dit resulteert in de vergelijking: 

O 2b = 2bc 
u 

K 
2^- + tan (j) 

2A 
cos cp 

K 
+ 2bq 23— + b y tan <j> 

2 
cos q 

K 
PY _ 

2 A 

cos <p 

(17) 

Hierin ziin K , K en K dimensieloze parameters die rekening houden 
J pc' pq pY v 

met de verschillende manieren waarop de cohesie, de belasting en het 

volumegewicht inwerken op de passieve gronddruk. Uit proeven bleek dat 

(17) eenvoudiger te schrijven is als: 

bY O = cN + qN + -^ N 
u c ^ q 2 Y 

(18) 

Met N , N en N als de zogenoemde draagkrachtcoëfficiënten die alleen 

een functie van <j> zijn: 

q = belasting 

c = cohesie 

b = belastingsbreedte 

Y = volumegewicht van het materiaal 

De draagkracht parameters worden berekend met de formules: 

11 



N = c o t <J> 
c 

M ra 

r e 
2 c o s 2 (45° + <j>/2) 

£ 2 

- 1 (19) 

5 - - n ( 2 0 ) 

q 2 cos^(45° + <j>/2) 

Ny = i t an (K p Y /cos 2 <j> - 1) (21) 

Met daarin: K = coëfficiënt van passieve gronddruk voor q = 0, c = 0 

en hoek van inwendige wr i jv ing <{> 

l = exp(3ir/4 - <J>/2) t an <)> 

Terzaghi gaat ervan uit dat de weerstand van de grond tegen vervor

ming onafhankelijk is van de opgelegde belasting. Het vlak waarin ver

vorming optreedt is een interactie tussen de weerstandsfactoren en is 

verschillend voor verschillende combinaties van <|>, y en q« Ondanks 

deze afwijking geeft Terzaghi's theorie goede overeenkomsten met 

experimenten vooral voor 4> < 35 . 

De formule is in de loop van de jaren nog verder verbeterd door er 

vorm-, inclinatie- en dieptefactoren aan toe te voegen: 

a = cN s i d + | ï N s i d + q N s i d (22) 
u c c c c ' 2 Y Y Y Y q q q q 

Met: s . s„ en s = vorm factoren 
c' Y q 

i , i , en i = inclinatie factoren 
c' Y q 

d , d en d = diepte factoren 
c' y q 

2.1.5. Plasticiteitstheorie 

Basis van de plasticiteitstheorie is de aanname dat grond zich 

gedraagt als een vast plastisch materiaal. Dit betekent dat onder 

belasting de grond zich gedraagt zoals in fig. 6 door de getrokken 

lijn wordt weergegeven. 

Het materiaal vervormt afhankelijk van de belastingreeks, spannings

geschiedenis en het belastingniveau totdat het een spanningsconditie 

tegenkomt waarbij afschuiving/breuk optreedt. Dit in tegenstelling 

tot een elastisch-plastisch materiaal wat hersteld van een deformatie 

totdat het breukpunt bereikt is (stippellijn, fig. 6). 

12 



RIGID-PERFECTLY PLASTIC 

•ELASTIC-PLASTIC 

STRAIN 

Fig. 6. Spannings(stress)-vervormings(strain)eigenschappen van 

materialen 

Fig. 7 geeft aan welke spanningen er allemaal op een punt in de 

grondmassa optreden. Spanningsveranderingen binnen het spanningsveld 

bepalen de differentiaalvergelijkingen die de algemene evenwichtstoe-

stand van de grond beschrijven. 

/ B 

Fig. 7. Spanningen op een punt in de grondmassa 

13 



In de x-richting is dit: 

- T dxdz + ( T + - ^ dz) dxdy + ( T + - ^ ; d y ) dxdz 
yz \ zx dz ) J \ yx 9y J ) 

- T dydx - a dydz + ( a + —£- dx ) dydz + X = 0 
ZX X \ X OX / *"~ 

(23) 

Analoog zijn de differentiaalvergelijkingen in y- en z-richting: 

- T dydz + ( T + —^- dz ) dydx + ( T + ~^~ dz ) dydz 
xy \ zy 3z J J \ xy 3x / 

- T dydx - a dzdx + ( a + —J- dy J dzdx + Y = 0 
zy y \ y 3y / -

- T^dydz + (T X Z + -£L dx) dzdy + (xy z + - ^ d y) dxdz 

/ 3a v 
dxdz - a dydx + (a + -rp dz J dydx +_ Z = 0 

(24) 

(25) 

yz 

X is de reactiekracht als gevolg van het grondgewicht (W ) , de bodem-

vochtverplaatsing (-jĵj en traagheden (versnellingen). X, Y en Z zijn 

dan: 

1 - «. • ï (à) • v (i) 
Î5 

v3t 

,2 

- » 2 + *(Ô)-„(£) 

Omdat evenwicht van momenten vereist is geldt T = T , T = T en 
xy yx yz zy 

T = T . Vergelijkingen (23), (24) en (25) worden dan: 
zx xz 
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9a 
X 

9x 

9a 

9T 
__xy 
3y 

9y 

9a 

9x 
y . 25. 

9z 
9T 

9T xz 

9z 

9x 

+ X = O 

zx 

9x 

9T 

z^; Y 

9z 9x 
zy 

9y + Z - O 

(29) 

(30) 

(31) 

Bij het gebruik van de plasticiteitstheorie in grondmechanische 

problemen worden deze evenwichtsvergelijkingen gecombineerd met verge

lijkingen die het grondgedrag bij belasting benaderen. Deze benaderingen 

moeten wel goed met de praktijksituatie overeenstemmen wil enige model

vorming zin hebben. 

Een voorbeeld hiervan is de combinatie met de Mohr-Coulomb theorie: 

s - c + a tan <b n 

Met: s = schuifspanning 

c = cohesie 

o = normaalspanning 

<j> = hoek van inwendige wrijving 

Uitgaande van een bepaalde normaalspanning met bijbehorende maxi

male schuifspanning kan men dan voorspellen of er wel of niet breuk 

optreedt, de combinatie(a , T ) ligt buiten respectievelijk binnen 

de cirkel (fig. 8 ) . 

CIRCLE FOR 
'MAXIMUM SHEAR 
STRESS ON PLANES 
PERPENDICULAR TO 
THE O! -03 PLANE. 

POSSIBLE SHEAR STRESSES 
ELSEWHERE. 

Fig. 8. Schematische voorstelling drie-dimensionale spanningstoestand 

met de cirkels van Mohr 
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T kan uit O. en o, bepaald worden door middel van de 'grafische 
max 1 3 

methode' van de cirkel van Mohr. De normaal- en schuifspanningen in 

een orthogonaal stelsel kunnen berekend worden uit de normaal- en 

schuifspanning in een vlak dat een bepaalde hoek met de onderling lood

rechte vlakken maakt. De spanningen zijn geïntegreerd over de vlakken 

waarop ze werken, er kan dan met de krachten in de respectievelijke 

vlakken gewerkt worden (fig. 9). 

+T , 

(flV«» 

K , rxz> 

(b) 

Fig. 9. Relatie tussen de spanningstoestanden in een grondelement (a) 

en de constructie van de cirkel van Mohr daaruit (b) 
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De som van de krachten loodrecht op AC is: 

a AC = o ÄB sin a + o BC cos a + T (ÄB cos a + BC sin a) 
x z xz 

delen door AC en substitueren van sin a = AB/AC en cos a = BC/AC: 

2 2 
a = a sin a + a cos a + 2 T sin a cos a (32) 

X z xz 

De som van de krachten evenwijdig aan AC is: 

TÄC = ö BC sin a - a AB cos a + T (AB sin a - BC cos a) 
Z X xz 

delen door AC en substitueren als boven: 

2 2 
T = a„ cos a sin a - a cos a sin a + T (sin a - cos a) 

2 x xz 

2 2 
Er geldt sin a cos a = sin 2a/2 en sin a - cos a = - cos 2a. 

Bovenstaande formulering wordt dan: 

o - o 
2 X 

T = = sin 2a - T cos 2a (33) 
2 xz 

o. en a_ kunnen gemakkelijk uit de cirkel van Mohr bepaald worden 

(fig. 10), hierin is: 

afstand OD = grootste hoofdspanning C 

afstand OA = kleinste hoofdspanning a„ 

a = OD = OC + CD 

Öc = ( a + a ) / 2 
z x 

= VCB2
 + CD = V CB~ + FB~2 - V ( Z

 2
 X) + T 2

x 

of a, . - ï ^ - î V U^-S) • ri (34, 

«S-V^Vr-H-S) • 4 (35) 
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De maximale en de minimale waarde voor de schuifspanning zijn dus: 

T = +J 
max —V max 
min 

a - o „ 
z x . 2 

5 + T 

2 zx 

(36) 

<»i 

c 

G 

T 

, 0 
c • cot0 

-^ 

/A -V^N.' I \ 

//Or" \ A\ ' \ 
A l£- a\ I V 2 a \ \ | | °3 ] (°1 " "3>/2 

0 

(o, +o3 ) /2 

"1 

C B D 

r"ï» 

t 
°1 

0 

*— 03 

Fig. 10. Constructie van de cirkel van Mohr 

Hieruit volgt: 

O = OB = OC + CB 
n (-ill!). Ç-1^1) „ 2a (37) 

en T = BF = I s 1 sin 2a -M (38) 

Bij afschuiven geldt: 

T = c + 0 tan * 
n 

Invullen van (37) en (38) levert: 

Cl + °3 
in 2a = c + I = + (-V1) Sin 2a = c + (• 

°1 " a 3 cos 2a ) tan <J> 
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h ie ru i t volgt : 

a„ tan <j> + c 
o~ o. + - r - V * ö (39) 

1 3 s in 2a 2 „ , s cos a tan <p 

Voor o. is minimaal, geldt dat dit het schuifvlak bepaalt, dit is 

I 
2 
1 2 

voor a = 6 en als f « •=• sin 29 - cos 6 tan (j) is maximaal. Dan is 

— = cos 26 + 2 cos 9 sin 6 tan <f> = 0 
do 

cos 26 + sin 26 tan <f> = 0 

Deze vergelijking is opgelost voor: 

29 - 9 0 ° + <|> 

6 = 4 5 ° + j <$> 

Ingevuld geeft dit: 

O = O tan ( 45" + (45° + j (j) J + 2c tan ̂ 45° + -j <H (40) 

De hoek 6 bepaalt de oriëntatie van de vlakken met maximale hoofd

spanningen en de vlakken waarin afschuiving plaats vindt, 'slip-lines' 

die identiek zijn aan de i- en j-lijnen uit de plasticiteitstheorie. 

In de grond verandert de richting van de assen van de hoofdspan

ningen afhankelijk van het punt dat beschouwd wordt. 

Er geldt namelijk: 

3a 3 T 

* + -JE.= X (41) 
9x 3z 

3a 3T 

TÏ
 + -sr - z <42) 

Uit fig. 11 blijkt dan dat X = y si*1 £ en Z = y c°s e. Mohr-Coulomb 

combineren met de differentiaalvergelijkingen voor plastisch even

wicht geeft dan: 
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Horizontal 

Fig. 11. Randvoorwaarden voor plastisch evenwicht 

C-̂ ) 
(ai + a 3 } f°\ ~ a' 

a = s + ' s—-I cos 2a 

(a, + a_) /o. - a 
1 3' fM "3\ 0 

a
z 2 l 2— c o s 2a 

(43) 

(44) 

zx -M sin 2a (45) 

T = - T 
ZX zx 

Gecombineerd met de vergelijkingen uit fig. 10 levert dit: 

EC = (Cfj - 03)/2 

sin 0 = EC/GC 

(ÖJ - a3) /(Oj + a3) 

• ( -2 V 2 

ÖC = GC - GÖ 

+ c.cot <j) J sin (() 

(a, + a,) /(a, + a.) 

2 = V 2 + c'cot §) ~ c « c o t $ 

(46) 
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a • a ( l + s i n <j> cos 2a) - ty 

a » a ( l - s i n 4> cos 2a) - i|> 
z 

T = a s i n d> s i n 2a 
xz 

(46) 

(47) 

(48) 

met; 

(<Jj + a 3 ) 
a = ^ + c . co t 4> 

ip = c . co t <j> 

Deze vergelijkingen geven de breukcondities in ieder punt van de 

grond aan. Zoals in fig. 12 te zien is, is de richting van de bijbe

horende 'slip-lines' in het x-z vlak zo gerangschikt dat 0 de hoek 

tussen het x-vlak en de richting van de grootste hoofdspanning is. De 

sliplijnen maken dan een hoek van +^ y met de grootste hoofdspanning, 

45̂  <j>/2. 

1 t 1 1 1 1 1 1 
c: 

'y/Ly* 
ir 0 

P = T T 

i-CHARACTERISTIC 
SLIP LINE 

j CHARACTERISTIC 
SLIPLINE 

Fig. 12. Oriëntatie van de breuklijnen (slip-lines) in de grond 
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Substitutie van (46-48) in 41 en 42 geeft de basis differentiaal

vergelijkingen van het plastisch grondgedrag onder belasting. Deze 

zijn: 

(1 + sin <i> cos 26) -~— + sin <$> sin 29 -z 2a sin (j) 

sin 26 -r cos 29 •*— ) = y sin e 

(49) 

en s i n cf> s i n 29 -s— + (1 - s i n <}> cos 29) -«— + 2a s i n <f> (50) 

cos 29 TT— + s i n 29 TT—I = 
\ 3x dz / Y cos £ 

Met hierin: e = hoek tussen de x-as en de horizontaal 

9 = hoek tussen de horizontaal en de richting van de 

grootste hoofdspanning 

Deelt men sin(9 +_ y) en (50) door - cos(8 +_ y) dan wordt het 

stelsel: 

/3a - „ .38 sin(e + d>)\ ,„ - „ 
U + 2a t 3 n * 3x" - Y cos cfr j C O s ( e + * + 

ï 2a tan <{> |i - y C O s ( £ * »>) sin(9 Î y) - 0 (51) 

3z cos <p / 

Nu is: 

dz = dx tan(8 + y) (52) 

en da + 2a tan <|> d8 = —ï—r-[sin(e + <)>) dx + cos (e + (J>) dz] (53) 

Dit stelsel beschrijft het gehele stiplijnenveld als een lijn en 

patroon met bepaalde spanningscondities. Hierin komt (+) overeen met de 

de i-lijnen die een hoek tan(9 + y) met de horizontaal maken en (-) 

met de j-lijnen die een hoek tan(9 - y) met de horizontaal maken 

(fig. 12). Dit stelsel kan voor de verschillende evenwichtstoestanden 

nog verder worden afgeleid. 

22 



2.1.6. Theorie van Bekker 

Als een van de eersten heeft Bekker de druk-zakkingsrelaties (p-z) 

voor drukstempels verder ontwikkeld voor gebruik in de terreinvoertuig 

mechanica. De relatie die hij legde is gebaseerd op de formules zoals 

door Bernstein en Gorjatchkin zijn opgesteld: 

Bernstein 

Bekker 

k z 0,5 

Gorjatchkin p = k z 

k 

<T + V z" 

(54) 

(55) 

(56) 

De afmetingen van de stempel worden in Bekker's formule verdis

conteerd. De parameters, 

k = cohesiefactor 
c 

k, = wrijvingsfactor 

n = hellingsfactor 

worden bepaald aan de hand van pénétrâtieproeven met 2 of 3 platen van 

verschillende grootte. De berekening van k , k, en n uit de gemeten 

druk p afhankelijk van de indringingsdiepte z volgt uit de weergave 

in fig. 13. 

U I 

N/cm' 

50 
40 

a 30 

g 20 

1 
2 io 

c i 
5 

V; 
°!2 u 

:Flöcht A,,, 

^^'leT/ 
^^•i/f / 

ÏJ 

J^/fti 

t* « ' l \ 

2 3 4 5 7 10 cm 30 
Eindrtngtwft t 

Fig. 13. Druk P afhankelijk van de indringdiepte z uit penetratie-

proeven dubbel logarithmisch uitgezet 
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De hellingsfactor 

Cohesiefactor 

Wrîjvingsfactor 

n = tan a 

k = 

k, -

(ai - a 2 } blb2 
b 2 " b l 

a2b2 ' albl 
b 2 " b l 

(57) 

(58) 

(59) 

b, en b, zijn de breedten van rechthoekige platen of de diameter 

indien ronde gebruikt worden. De a-waarden zijn verschillend voor beide 

soorten platen. 

Wanneer vergelijking (56) het druk-zakkingsverloop niet goed over 

de gehele diepte beschrijft, en er sprake is van een kromme in plaats 

van een rechtlijnige relatie (dubbellog uitgezet), raadt Bekker aan 

met laagsgewijs verschillende k-waarden en hellingsfactoren te 

werken (fig. 13). 

Uit de aanname dat de rolweerstand van een wiel in losse grond 

ontstaat door verticale bodemvervorming, leidt Bekker uit de arbeid 

nodig voor spoorvorming, de rolweerstand voor een starwiel af. 

R n + 1 
< 

r 3G -

.(3 - n) SB 

A + B k, 

n+f 

-

2n+l 

(60) 

Bij elastische luchtbanden is de rolweerstand door bodemvervorming 

dan: 

*LB = n + 1 ' 

[B(P£
 + Pc)] 

n+1 

(k + B k.) 
c <p 

(61) 

Deze betrekking houdt geen rekening met de diameter van de lucht-

band. Ligt de bandspanning p. boven een zogenaamde kritische waarde 

^krit ̂ a n w o r^t ^e r°lweerstand voor luchtbanden ook met vergelijking 

60 voor een starwiel berekend. 

De kritische druk volgt uit: 
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pkrit 
G(n + 1) 

JVD 
-" P, (62) 

BV D z - z 
s s 

waarbij p een druk is die karkasstijfheid van de luchtband karakteri-
c 

seert; z is de spoordiepte van een starwiel: 

z = 
s 

3G 
-i2n+l 

(3 - n) (kc + B k^) v^ 
(63) 

Bij luchtbanden wordt de rolweerstand door karkasvervorming beïn

vloed en aldus in rekening gebracht: 

»LR-
= G 

D/2 w, (D/2)2 - (i?'l/2)2 _ f 

I T~ 
(64) 

Met de bandafplatting f en de contactlengte Z op een vaste onder 

grond. De totale rolweerstand voor luchtbanden wordt hiermee: 

\ = \B + \ R 
(65) 

Bij getrokken starre wielen of luchtbanden treedt een toegevoegde 

rolweerstand op als gevolg van het zogenaamde bulldozer-effect juist 

voor het wiel in de bewegingsrichting. Deze wordt voor starre wielen 

en luchtbanden met dezelfde formule berekend: 

*B = B 
2 2 f 2N" 

2z(Nc - tan 40 cos <J> + z U — ^ + 1 ) COS (f) (66) 

N en N zijn de door Terzaghi ingevoerde draagkracht parameters voor c y 

een stripbelasting. 

De trekkracht kan berekend worden wanneer de omtrekkrachten op 

een wiel bekend zijn. Hiertoe neemt Bekker de integraal van de schuif-

spanningen in het contactvlak. 

r r 
X dA (67) 
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Om de schuifspanning x afhankelijk van de afgelegde slipweg j te 

bepalen zijn proeven met schuifplaten en -ringen nodig. Voor de beschrij

ving hiervan gebruikt Bekker, een aperiodische gedempte trilling. 

c + a tan 

max 
-£|exp(- K2 + V K2 - 1) Kjj - exp(- K2 -\/ K^ - 1) Kjjj 

(68) 

met y 
max 

exp(- K2 + V K~ • / 1) KjjQ - exp(- K2 -V K - 1) K .'.] 
De slipparameters K. en K„ moeten uit gemeten curven bepaald worden. 

Het beste kan dan gebruik worden gemaakt van regressie-analyse met 

variabele parameters (fig. 14). 

FUNCTION OF KjK2 

FUNCTION OF K 

Fig. 14. Verloop van de schuifspanning T afhankelijk van de slipweg j 

bij een cohesieve en een plastische grond 

Door de cohesie c en het droog volumegewicht Y in te voeren is 

getracht een link te leggen met de geldende druk-zakkingsbetrekkingen 

uit de bouwwereld. 

- - k • y o T "iXf)" (69) 

Deze relatie is door Söhne nog verder aangepast voor landbouw

gronden tot: 
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'-fè-sXt)" (70) 

waarin z de diepte is waarop k en k, betrekking hebben. 

Om precieze waarden te krijgen en voor onderlinge vergelijkbaarheid 

van de uitkomsten wordt een z van 2,5 cm aanbevolen. Voor de span-
D 

ningsverdeling onder een wiel gaat Bekker uit van het beeld zoals in 

fig. 15 getekend. Het vertoont een plotselinge overgang van maximale 

druk naar 0 onder de wielas. Er wordt dus geen rekening gehouden met de 

elastische terugvering van het bovenste laagje grond in het wielspoor. 

^A^O//^/J/ 

/f-M« 

Fig. 15. Verticale spanning onder een starwiel volgens de theorie 

van Bekker 

2.2. Verschillende modellen 

2.2.1. Model van Karafiath en Nowatzki 

KARÄFIATH en N0WATSK1 (1978) werken de verschillende stelsels 

differentiaalvergelijkingen van de plasticiteitstheorie numeriek uit. 

Berekeningen worden uitgevoerd voor ieder willekeurig punt in het 

grondvlak. Er wordt van bepaalde randvoorwaarden uitgegaan en er 

wordt binnen bepaalde gebieden van randvoorwaarde naar randvoorwaarde 

gerekend binnen een raster (met x, z, o en 6 als belangrijke grootheden, 

fig. 16). 
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Fig. 16. Diagram dat de index aangeeft voor de numerieke oplossing 

van de differentiaalvergelijkingen in de verschillende 

punten (de pijlen geven de richting aan waarin de i- en 

j-index toenemen) 

Het grondvlak is zo opgedeeld in een passieve, een radiale en 

een actieve zone overeenkomstig de Prandtl-theorie. 

De grondmassa kan worden opgedeeld in lagen met verschillende bodem

parameters en de spanningsvervormingsrelaties hoeven niet lineair te 

zijn. De benaderingswijze komt dan zeer goed overeen met gevonden 

waarnemingen in het veld. 

Onder een over de grond rijdend wiel treedt vervorming op afhanke

lijk van de belasting en het % slip. Afschuiving vindt plaats volgens 

de sliplijnen. In eerste instantie wordt in het model van Karafiath 

en Nowatzki zo'n passend sliplijnenveld bepaald, uitgaande van twee 

afschuivingsgebieden onder het wiel, een voorwaarts en een achterwaarts 
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gericht. Deze twee gebieden zijn weer opgedeeld in drie gebieden 

afhankelijk van de spanningstoestand, een actieve, een overgangs- of 

radiale en een passieve zone. 

Het wieloppervlak bepaalt de vorm van de actieve zone, daar wordt 

immers de kracht door het wiel op de grond overgebracht. Voor de con

tinuïteit van de spanningsverdeling aan het wieloppervlak is er een 

middenhoek tussen het voorste- en het achterste gebied waar, aan het 

oppervlak, de normaal- en de schuifspanningen in beide gebieden het

zelfde zijn. 

In het wiel-grond contactvlak is de integraal van de schuifspan

ningen gelijk aan het aandrijfmoment, afhankelijk hiervan is het 

% slip van het wiel. Aannamen worden gemaakt voor de wrijvingshoek 

tussen wieloppervlak en de grond en de verschillende contacthoeken 

voor het wiel (ingangshoek a , uitgangshoek OL en overgangshoek a ). 
e K m 

Eerst wordt er een berekening gemaakt van het sliplijnenveld. Als 

inputdata gelden de bodemeigenschappen cohesie (c) en hoek van inwen

dige wrijving (<(>), de contactwrijvingshoek (ô) en de wielparameters 
(R) en de hoeken a_, a en a . Vervolgens wordt een raster van i- en 

R m e 

j-lijnen opgezet overeenkomstig de differentiaalvergelijkingen. De 

variabelen x, z, a en 0 worden berekend voor ieder knooppunt. Dit wordt 

gedaan voor een constant en een variabel aantal i- en j-lijnen 

(fig. 17). 

Het stroomdiagram van deze berekening staat in fig. 18. Eerst 

wordt het achterste gebied berekend uitgaande van a . Daarna wordt 

een a verondersteld waarna berekening van het voorste gebied plaats 

vindt. 

De normaalspanning uit deze beide berekeningen in het overlappings

gebied (bepaald door a ) worden met elkaar vergeleken. De hoek a 

wordt aangepast totdat de normaalspanning binnen bepaalde grenzen valt. 

De numerieke integratie van de contactvlakspanningen levert de belas

ting (normaalspanning), trekkracht en het moment (schuifspanningen). 

De overeenkomstige slip komt uit de contactvlak wrijvingshoek <5. De 

insporingsdiepte wordt bepaald uit de ingangs- en uitgangshoek. 

De spanningsverdeling in het grenscontactvlak komt uit de volgende 

berekeningen (zie ook fig. 19): 
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met (71) 

*U =-r-, Fx'-i.l + a0F*i-i,j-i + a0(2i-i,j-i — *i-i.i) 
1 +a0F 

* U = ^ I - I . J - I + ^(Jfi-i .j-i — *i.j) 
ffi.j = ai-i.j + 2lan9>ffi-i.j(0i,j —OI-I.J) + yC 

a0 = cotan lx(0i,j-i + Oi.j) —i") 

F = tanai-i.j-i 
_ sin(c — q>) , . , cos(c— q>) . . 

COSÇ) COSÇ» 

S. . i s de r i c h t i n g van de g r oo t s t e hoofdspanning in een i , j punt i n 

het con tac tv lak 

<Tn = (cos Ô + j/cos2 <5 — cos2 <p) cos ó • a — y> 
r = (crn + V) tan Ô (72) 

Voor ieder punt moeten zodoende de volgende stelsels vergelijkingen 

worden opgelost. Er wordt vanuitgegaan het het hele vlak onder een 

bepaalde hellingshoek kan staan e en dat de belasting wel of niet 

axiaal symmetrisch is (n = 1 of 0). 

Uit de vergelijkingen 71 en 72 volgen de spanningsvergelijkingen in 

poolcoördinaten voor ieder punt (i, j): 

M/r A 

ai. i — ffi-i.i — 2oi-i.j tan n-i, j (0i,j — fli-i.i) — C + — — — = 0 (73a) 

ffi.j — <H.i-i + 2ffi,,-i tan Pu - i (0|(J — 0I,J-I) — D + JlZhLl— = o (73b) 
/"i, j - i 

met 

A = sin 931-1. j (n, j — ri_i, j) — tan 901-1, j (I — sin 951-1, j) (zi, j — n-i.j) 
B — sin ç»i,j_i (n,j — rij-i) + tan 9»i.j-i (1 —sin 991, j-i) (ri.j — zi.j-i) 

C = cosyi-i [s'nCc — yi-i.j)(rt.j — n-i,j)+cos(e — yi-i.j)(zi.i—zi-i.j)] 

COSÇ>| 
— [sin(c + 95I.J-I)('-|,J —ri,j-i) +cos(c + 95|.j-i)(2i,j—zi.j-i)] 

Wanneer (73a) wordt vermenigvuldigt met (o. . , tan <b. . , ) en 

(73b) met (a-_, • tan $•_, •) dan kunnen de twee vergelijkingen tege

lijk worden opgelost voor o. ..De 9. .-term valt er dan uit zodat: 
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INPULWHEEL PARAMETERS R, B 
SOIL PROPERTIES C. ê. Y 
TERRAIN PARAMETER * 
INTERACTION PARAMETER 8 

ASSUME a 

COMPUTE a 

COMPUTE REAR SLIP LINE 
FIELD SUBROUTINE 1 

DETERMINE q 

ASSUME 

IFQm < Q - e mf mr 

INCREASE 

COMPUTE FORWARD 
SLIP LINE FIELD 

m. m m 

COMPUTE LOAD, 
TORQUE & DRAWBAR 
FROM INTERFACE STRESSES 
SLIP FROM 8 
AND SINKAGEFROM « 

DECREASE 
a _ 

X > X + C 
0 

u>uQ + Ç ai +Ç><i»ai +£ 

x o + f > x > x o - c 

u < w + £ 

DECREASE 8 
DECREASE « . DECREASE 8 

DECREASE 8 
INCREASE « 

u > <"0 + £ 

x > x o - f 

«><"0 + 1 01 +£>«>«!» - { 

INCREASE 8 
DECREASE a INCREASE 8 

<u +£><i»<i»0-£ * » < « - £ 

DECREASE a SOLUTION 
I 

INCREASE a 

w < « 0 + £ 

INCREASE 8 
INCREASE « 

1 
a > a 

r - max 
8 > 8 

- max 
CHECK FOR 
SITUATION 

"NO GO" 

a < a < a 
"min r max 
8 • <8< 8 

m m max 

a < a 
r - m m 

^ 8 m i n 
CHECK FOR HARD 
SURFACE SITUATION 

Fig. 19. Stroomdiagram voor het vinden van een passend sliplijnenveld 

en voor de iteratieve procedure voor het vinden van de ach

terste hoek (dR) en de contactwrijvingshoek (6) voor een 

bepaalde belasting, trekkracht en grondeigenschappen (À = 

berekende/input belasting, co = trekkracht/belasting en 

Ç = tolerantie) 
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ffi.j = [tfi-i.jffi,j-i(tanç>i,j_i +tan9Pi_i,j) —2ffU_ici- i , ]tanç'i- i>j 

tanç>i,]-i (Öi-i.j — OI,J-I) + Cai,j-i tanç>i,j_i + Dcn-i.j tan y>i-i,j -
(A tanç>u_i fitan<pi-i,j)-]/r (74a) 

— wi-i.jtfi.j-ij—r + —p^— |J/lff,,,~1 lan''1'»-1 + 

+ ffi-i.j tanç>i-i,jj 

(73) kan ook d i r e c t worden o p g e l o s t voor 8 . . door o. . t e e l i m i n e r e n . 

0i.j — [ffi.j-i — ffi-i.j + 2 (cri-i.j tan yi-i.jOi-i.j -f CTI.J-I tan9>i,J_i01>J_i) 

_ C + iJ + „{^^-^L£.}l/r2(a1-,Jtanç> l.,J+ <™>> 

+ ffU-itanç)i,J_i)] 

D e v e r g e l i j k i n g v o o r het sliplijnenveld w o r d e n h i e r m e e : 

' i , j — *i-i. j - (n, j — ri-j, j) tan (ô|_i, j — ft) (75a) 
*I.J — Z U - I = (/"ï. j — /"I. j-i) tan (öi.i-i + ft) (75b) 

Met 

ai = tan(fl,,,_i + H) 
a2 = tan{Bl.ltS—fl) 

(76a) 
(76b) 

geven deze de volgende oplossingen voor de vergelijkingen voor z. . 

en R. ., de plaats waar de bovenbeschreven spanningstoestand geldt: 

*i.j = zi-i.j + a2(rij — ri-i,j) (77a) 

° f zu-ZM-i+ai^j-r,,,-,) <77b> 

en 
/"7g\ 

'i. ] = [zi-i. j — n. j-i + ai r,, M — a2 n_i, j] / (ai — a;) 

Iedere sliplijngebied geeft aan waar de grond in plastisch even

wicht is en waar de situatie van beginnende afschuiving heerst. 

Gegeven een bepaalde wiellast dient het model vooral om een voorspel

ling te doen van de te ontwikkelen trekkracht en het draaimoment bij 

een bepaalde slippercentage. Afhankelijk van a en <5 wordt er een 

trekkrachtcoëfficiënt bepaald (to), deze hangt ook weer samen met de 

ladingscoëfficiënt À. In het programma wordt iteratief naar een even-

wichtssituatie toegerekend zodanig dat de berekeningen uit de verschil

lende formuleringen binnen bepaalde grenzen vallen. 
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Summary of Performance Characteristics for Driven Rigid Wheel in Jones Beach Sand 

<p 
(deg) 
41 
36 

Var. 

(5 
(deg) 

15 
15 
15 

<*r 
(deg) 

5 
5 
5 

ac 

(deg) 
23.1 
22.0 
22.0 

W 
(lb) 
9.81 
3.96 
5.34 

DB 
(lb) 
0.61 
0.29 
0.41 

T 
(ft-lb) 
0.85 
0.34 
0.47 

1 
1 
1 
O 

f l 
CO - ' 
a r— 
y— LJJ 

5 3 
<->t 
I t * 

§S 
- J CT 
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s 
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y 
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y 
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s 
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y 
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y 
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/ " ,^-' 

x ^y 

y i • t i i 
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Slip% 

kclnlion*hip or Performance CocrficicnH lo Slip Tor Joncs Beach Sand 

Fig. 20. Uitkomst van het model van Karafiath en Nowatski voor een 

grondsoort (Jones Beach Sand) onder verschillende omstandig

heden (<j) = hoek inwendige wrijving, 6 = wrijvingshoek grond-

-wiel contactvlak, a en a zijn uit- en ingangscontacthoek, 
iL 6 

W = wiellast, DB = trekkracht, T = moment) 
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De diverse grondparameters kunnen per laag gewijzigd worden. Er 

kan ook rekening worden gehouden met de vochtspanning in de grond. Een 

oplossing volgens dit model voor drie verschillende bodemomstandigheden 

wordt in fig. 20 gegeven. Hierbij is de wrijvingshoek in het wiel-grond-

contactvlak (Ô) op 15° en de achterste contacthoek (aR) op 5 gesteld. 

2.2.2. Model van Steiner 

Een leerling van professor Söhne is dr. Steiner. Hij heeft veel 

onderzoek gedaan op het gebied van luchtbanden. Veel metingen zijn 

verricht aan de krachtoverbrenging en vervorming van zowel diagonaal-

al s radiaalbanden in vele maten. Hij geeft een formule die de gemid

delde gronddruk onder een trekkerachterband beschrijft: 

diagonaalband: p = 1,128 + 0,665 p. + 0,009 G - 0,004 D [bar](79) 
m ï 

radiaalband : p = 2,677 + 0,575 p. + 0,011 G - 0,016 D [bar](80) 
m 1 

5 2 
met: p = gemiddelde contactdruk in bar (10 N/m ) 

m 

p. = bandspanning in bar 

G = wiellast in kN (100 kg) 

D = wieldiameter in cm 

Er bestaat een goede overeenkomst tussen de gemeten en berekende 

waarden zoals in fig. 21 tot uiting komt. 

bar 

1.8 

U 

1.0 

08 

Radiait 
C U h N ^ 
1 1 \ ^ ^ 

^jffi0 / \ 
w\ • / 

Jty Rrtltoia6-28AS.«PR 

vv SSSSS owiwtM« 

as to u IJ bar U 0.1 1.0 
Rttfvfflfmvndruck A 

Fig. 21. Vergelijking van de gemeten en berekende gemiddelde contact-

druk in het wiel-grondcontactvlak p afhankelijk van de band

spanning p. bij verschillende wiellasten G voor de banden 

13,6 R 28, 8 PR (radiaal)en 13,6-28, 8 PR (diagonaal) op een 

betonbaan 35 



De vervorming van banden onder belasting, zowel tangentiaal als 

radiaal, is ook onderzocht. Er is speciaal gelet op nokvervorming. 

Dit onderzoek is zowel onder statische belasting als met draaiende 

wielen op een betonbaan en in een grondbak gedaan. Dit in afhanke

lijkheid van de verschillende slippercentages. Zo werd een beschrij

ving verkregen van de cycloïde banen die een willekeurig punt van een 

band maakt. Al deze metingen hebben geleid tot het ontstaan van for

muleringen met betrekking tot de trekkrachtontwikkeling en de rolweer-

stand van de verschillende banden. 

De rolweerstand van een wiel in losse grond wordt voor een groot 

gedeelte door de bodemweerstand veroorzaakt. De energie die verloren 

gaat aan de rolweerstand zit in de bodemvervorming, de verticale 

verplaatsing van het oppervlak resulteert in een spoordiepte 

(+ toeslag voor een gedeeltelijke terugvering). 

Empirisch kan de rolweerstandscoëfficiënt worden benaderd door de 

volgende formules voor radiaal- en diagonaalbanden: 

0 27 1 39 

Diagonaal: pL S = 83,8 ^ ^ 1,82 " °'05 ^ ( 8 , ) 

pi D H 

0,16 6,05 
Radiaal : P L S = 8,0 + 0,05 [%] (82) 

pi D H 

met: p = rolweerstandscoëfficiënt in % 
J_iO 

D, B, H = diameter, breedte en sectiehoogte van de band in cm 

G = wiellast in kg 
2 

pi = bandspanning in N/cm (is 0,1 bar) 

De theoretische benadering is als volgt. De energiebalans in het 

grond-wiel contactvlak is: 

E' = E^ + E[ + E^ (83) 

Hierin is: E' = ingebrachte draai-energie 

E' = trekkracht 

E! = slipverlies 

E' = rolweerstandsverlies 

Bekijkt men dit voor een star wiel met ongelijkmatige spanningsver

deling in de breedte dan is de afgelegde weg per omwenteling: 
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zonder s l i p : s = 2irr r o 

e f f e c t i e f : s = 2irr(l - i ) 
e 

s l ipweg s . = 2irr i 
i 

(84) 

(85) 

(86) 

De aangebrachte d r a a i - e n e r g i e i s : 

s v 
o 2 

r E' T r dv ds = 
t u 

U ds = 2irr U 
u 

(87) 

s=0 v. s=0 

De trekkracht is, 

E ; -

= 

S 

• 

^ 

s=Ü 

s 
e 

J 
s= =0 

V2 
* 

B 

V l 

V2 
• 

B 
. 

V , 

(T„_ sin v - a cos v) r dv ds 
t n 

T. r dv ds = 
h w 

T ds = T(l - i) 2irr (88) 

s=0 

De slipverliesenergie is analoog aan de trekkracht: 

s -s v„ 
o e 2 

E! = 
i 

(T s i n v - o cos v) r dv ds = T i 2iTr (89) 
t n 

s=0 1 

Door de trekkracht en de slipverliesenergie is de totale energie 

in het horizontale vlak in evenwicht. De energie als gevolg van de 

rolweerstand kan daarom onafhankelijk van slip alleen door verticale 

krachten ontstaan. 

Zo is (naar fig. 22) het verticale deel van de arbeid nodig om 

ieder punt van de wielomtrek van het grondoppervlak naar de diepte 

z, of tot hoek v, in de grond te brengen (z, is een fictieve spoor-

diepte, deze houdt rekening met een terugvering van de grond in het 

uitloopgedeelte van het grond-wielcontactvlak): 
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Fig. 22. Krachten, momenten, spanningen, hoeken en afgelegde weg 

bij een trekkracht leverend wiel in losse grond 

ER 

V , 2lT 
4 

B 

v=v. v=0 

(a sin v + T cos v) r dv r dv cos v 
n t 

z, 2ir 
4 

f * r 
! XT 

B | a r dv dz 
J v 

z=0 v=0 

(90) 

Neemt men voor de verticale spanning a op het vlak Br dv een verti 
v 

cale druk p op het vlak Bdx dan wordt de vergelijking: 

s z 
o 4 

E i - p dz dx 

x=0 z=0 

Met p = o = k (—) (spanningsverdeling grond-wielcontactvlak) wordt 

, • B 
dit: 

o 
t 

ER 
B 

a n j j — z dz dx n 
x=0 z=0 B 

n+1 

= B 
k z) 
a 4 
n n + 1 

ZB 

2irr (91) 
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De rolweerstand is dan: 

k zn+I 

«R^nVr (92) 
ZB 

Formule (92) is op de factor k na gelijk aan de door Söhne 

verbeterde formule van Bekker voor de rolweerstand van een star wiel. 

Bekker bekeek alleen het vrij rollende wiel terwijl Söhne ook het 

aangedreven wiel bestudeerde met betrekking tot de rolweerstand. 

Door de k -factor kan met de uit de slipien de indringingshoek a 

resulterende indringingsweerstanden rekening worden gehouden. Hierdoor 

kan de rolweerstand afhankelijk van de insporing als gevolg van slip 

worden berekend. Bij groter wordende slippercentages wordt het glij

den in het contactvlak versterkt. Het verticale aandeel van de wrij

vingskrachten verklaart echter nog steeds de rolweerstand. Treedt 

er geen slip op dan dringt een wiel verticaal in de grond en is de 

vergelijking met een drukstempel mogelijk. Bij geprofileerde lucht-

banden wordt een diepere spoordiepte bewerkt door freeswerking van 

de grond tussen de vakken. De verticale druk die maatgevend is voor 

de bodemverdichting wordt hierdoor niet beïnvloed. De rekenwijze is 

in eerste instantie ontwikkeld voor een star stalen wiel maar kan 

ook gebruikt worden voor een luchtband door een vervangingswiel te 

ontwerpen met een grotere straal. De afplatting van de band wordt 

hiermee dan opgevangen (fig. 23). 

De verschillende hoeken zijn gemakkelijk in elkaar te transfor

meren (zie fig. 24), zo zijn: 

v : de hoek waar de normaal spanning maximaal is: 

(93) 

gA: snijpunt van r van het star wiel en f„ van het vervangingswiel 
A O N 

CA = 1 /cm: 

$A = v2 - 90° + CA(0,8 z2 + 1,5 fN) (94) 
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Fig. 23. Definiëring van de hoeken en maten voor een stalen 

vervangingswiel en een luchtband alsmede de spannings

verdeling onder de band 

v„: uitloophoek: 

r - f» 
v„ = 90 + C„ are cos 

I l r 

(95) 

o N 
C„ are cos wordt bepaald uit de contactvlakhoek van een 

r - f 
O s 

luchtband op een betonbaanla,, = C are cos , met f (= f„) is 
K s r s N 

o 

de afplatting van de band. Deze waarde is ook uit bandentabellen 

te bepalen. 

Zo geldt dat v = 2v - v9 - ß.,waarmee de vorm van het vervangings-

wiel en het stalen wiel vastliggen. 

De normaalspanning onder het wiel wordt als een parabool gezien 

(x - e) 
en heeft als verdeling y = r + d (zie fig. 25). 

zp 

40 



Fig. 24. Maten en hoeken voor de afleiding van een vervangingswiel 

Fig. 25. Normaal parabool 

Bovendien wordt aangenomen dat de parabool asymmetrisch is, dit 

wordt gedaan door p = C_ + C, x te stellen, x is dan de bijbehorende 

lengte van het grond-wielcontactvlak en y is de gezochte normaal

spanning a . De exponent n. wordt als variabel beschouwd zodat er 

verschillende vullingsgraden (curvevormen) mogelijk zijn. 
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De formule voor de spanningsverdeling afhankelijk van de maximale 

naalspanning (a ) en de verschill( 
• ° nmax 

vervangingswiel wordt dan gegeven door: 

normaalspanning (a ) en de verschillende contacthoeken (ô) van het 
• ° nmax 

0 = 0 
n nmax 

1 -
(62-61)|6-6N| 

n. 

(6-6J)(62-ÔN)
 l - (s-apos^ô,) l 

p sin 6 - T cos 6 
n N tN N 

nmax sin ô 
N 

(96) 

Fig. 26. Normaal spanningsverdeling in het grond-wielcontactvlak van 

een luchtband volgens formule (96) met verschillende 

exponenten n 

De integratie van de spanningscomponenten in verticale, horizon

tale en tangentiale richting levert de wiellast G, de trekkracht T 

en het moment M aan de wielas. 

G = B rT 

2 
t 

o sin 6 dô + 
n 

T cos ô dô (97) 
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I = B r , T sin <$ dó - o cos ó dó 
n 

(98) 

M = B r„ T cos(ô-v) r dó + a sin(ô-v) r dó 
n 

(99) 

Hierin zijn a en T ook weer functies van 6 en v zodat de oplossing 

wel numeriek benaderd moet worden en niet meer expliciet is uit te 

schrijven. 

Bij de rekenwijze van Steiner met bandvervormingen en vervangings-

wiel kunnen de verschillende in- en uitloopcontacthoeken tussen 

wiel en grond alleen worden bepaald als de insporingsdiepte bekend 

is. Bij luchtbanden wordt de insporingsdiepte geschat met de door 

Söhne verbeterde formule van Bekker (70). 

Het geheel is in een computermodel verder uitgewerkt waar door 

middel van grond- en wielparameters de rolweerstand, de insporingsdiepte, 

de trekkrachtcoëfficiënt, het omtrekmoment en de werkingsgraad van een 

wiel (band) berekend worden afhankelijk van het % slip. De berekenings

wijze staat samengevat in de stroomdiagrammen, weergegeven in fig. 27 en 28. 

De resultaten die uit dit computermodel komen zijn voor een 

16,9-30 trekkerband bij twee verschillende bandspanningen (0,8 en 

1,6 bar) en een wiellast van 1800 kg bij de verschillende slip-per

centages weergegeven in fig. 29. In fig. 30 is voor dezelfde band 

bij gelijkblijvende bandspanning (1,2 bar) maar bij verschillende 

wiellast (1300 kg en 2300 kg) de uitkomsten van het model van 

Steiner gegeven. p T D = rolweerstandscoëfficiënt door bandvervorming, 

p = totale rolweerstandscoëfficiënt, z = fictieve spoordiepte door 

bodemvervorming, z = totale spoordiepte, y = omtrek moment, x = 

trekkrachtcoëfficiënt, r\ = werkingsgraad. 
K 

Hieruit blijkt dus dat met toenemende wiellasten en gelijkblij

vende bandspanning de insporingsdiepte toeneemt. Het door de druk-

uien ingenomen grondvolume ook. Dit wil zeggen dat er meer grond 

met een hoofdspanning van bepaalde grootte in aanraking komt en er 
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