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ABSTRACT 

Nes, Th.J. van de, 1973. Linear analysis of a physically based model of a 
distributed surface runoff system. Doctoral thesis, Wageningen. ISBN 90 220 
0459 7, (xvi) + 104 p., 5 tbs, 48 figs, 39 refs, Eng. and Dutch summaries. 
Also: Agric. Res. Rep. (Versl. landbouwk. Onderz.) 799. 

As part of a model for the rainfall-run-off relation of a catchment, a 
linear distributed model of surface run-off is presented in this report. 

This model, without internal boundary conditions, consists of a cascade 
of linear conceptual elements. It simulates the complex drainage system by 
a network of overland flow and channel-flow elements. These elements obey 
the one-dimensional equations for unsteady flow in a channel. Simplification 
and linearisation of the dynamic equations lead to diffusion type equations. 
Their solution for suitable boundary conditions yield the impulse response 
functions, which characterize the operation of the elements. Special attention 
is given to the application of the techniques of linear system analysis, such 
as moments and spectra. These techniques produce information on the relative 
importance of the various conceptual elements. Consequently it is possible 
to decide on the necessary detail in the variation in time and space of both 
the inflow and structure of the drainage model. 

Results obtained by using the linear model have been compared with results 
of a more exact non-linear model and have been encouraging. At the end some 
practical applications have been given. 

ISBN 90 220 0459 7 

This thesis will also be published as Agricultural Research Reports 799. 
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No part of this book may be reproduced and/or published in any form, by 
print, photoprint, microfilm or any other means without written permission 
from the publishers. 



STELLINGEN 

1 

Bij hun studies over de neerslag-afvoer relatie in stroomgebieden betrekken 

zowel De Jager als De Zeeuw de keuze van de histogramintervallen van de af-

voerbare neerslag bij de optimalisering van hun modelparameters. Dit duidt 

erop dat de gebruikte modellen de respectievelijke systemen onvolledig be-

schrijven. 

Jager, A.W. de (1965). Hoge afvoeren van enige Nederlandse 

stroomgebieden. Proefschrift Wageningen. 

Zeeuw, J.W. de (1966). Analyse van het afvoerverloop van ge-

bieden met hoofdzakelijk grondwaterafvoer. Proefschrift Wage­

ningen. 

2 

De fysische informatie, welke nodig is om de mate van gedetailleerdheid van 

een afvoermodel met behulp van de lineaire systeemtheorie te bepalen, kan 

wellicht vanuit de geomorfologie worden gesystematiseerd. 

Dit proefschrift. 

3 

Bij de keuze van een model is het zinvol, deze af te laten hangen van de 

doelstellingen en daarnaast van de nauwkeurigheid waarmee de fysische ka-

rakteristieken kunnen worden beschreven en de fysische variabelen kunnen 

worden gemeten. 

4 

Het model O'Meara voor de benadering van de stroming door een kanaal met 

zijdelingse voeding vertoont een fout, welke door een andere keuze van de 

randvoorwaarden kan worden vermeden. 

O'Meara, B.E. (1968). Linear routing of lateral inflow in 

uniform open channel. M. Eng. Science Thesis. Dept. of Civil 

Engineering, Cork, Ireland. 



5 

De benadering van het oppervlakte afvoersysteem door Bravo an Uarley, ge~ 

baseerd op de linearisering van de eendimensionale golfvergelijkingen, 

heeft vergeleken met de vereenvoudigde diffusiebenadering meer nadelen dan 

voordelen. 

Bravo, C.A. et al (1970). A linear distributed model of 

catchment run-off, M.I.T., Hydrodynamics Laboratory. 

Technical Report no. 123. 

Harley, B.M. et al (1970). A modular distributed model of 

catchment dynamics, M.I.T., Hydrodynamics Laboratory. 

Technical Report no. 133. 

6 

Aangezien een Zeer hoog percentage van de totale gebiedsafvoer plaatsvindt 

bij lage debieten, is het voor e e n goed inzicht in de regionale waterhuis-

houding noodzakelijk dat veel meer aandacht wordt besteed aan de nauwkeurig-

heid waarmee deze lage debieten worden gemeten. 

7 

Het regionale grondwaterbeheer in NoHori,^ i •, , 
in Mederland kan slechts worden gediend door 

wiskundige modellen waarin naact- j a „ J 
n waarin naast de grondwaterstroming ook de beweging van 

het bodemvocht en het oppervlaktewat-o-r ,•„ t, J , . 
PperviaKtewater in hun onderlinge samenhang ziin op-

genomen. 

California Dept. of Water Resources, Bulletin .04 (.966) 

Planned utilization of the groundwaters ins of the coastal 

plain of Los Angeles County. 

8 

Bij het plaatsen van stuwen in beken for, ^ 
men rich r- v •, behoeve van peilbeheersing, moet 
men zich realiseren dat daardoor de zuurafofl,,,,- u A-
.„„,,.„ . . J • . zuurstofhuishouding van de beek in on-
gunstige zin kan worden beinvloed. 

Gennep, R.M.P. van, en Uunk, E.J.B (197?^ „ ,. 
. ' a-J-B- U 9 7 2 ) . Reactie patronen 
m de Groenlose Slinge, Rapport AfJ.v 
. ., , , . , * ' K a p p o r t Afdeling der Chemische Gezond-
heidstechmek, Technische Hogeschool Twente ce. 



9 

Het instellen van grote gewesten kan een integraal en efficient milieubeheer 

bevorderen; een dergelijke opzet is in wezen democratischer dan doelcoopera-

ties. 

10 

Het toepassen van wiskundige modellen en technieken ten behoeve van het wa-

terbeheer is alleen zinvol indien de resultaten ook van invloed zijn op de 

besluitvorming. 

11 

De bezwaren die worden opgewekt door het gebruiken van geld als gemeenschap-

pelijke noemer voor het afwegen van belangen, die aan de milieucomponent wa­

ter verbonden zijn, berusten veelal op een aversie tegen geldzaken. 

Locht, L.J. (1970). Plan alternatieven en beoordeling. 

Nota 532, Instituut voor Cultuurtechniek en Waterhuis-

houding. 

12 

Nu de wet op de luchtverontreiniging en de wet op de verontreiniging van het 

oppervlakte water van kracht zijn geworden, zal ook met spoed de bodemveront-

reiniging door de wetgever moeten worden aangepakt. De huidige toestand leidt 

tot het onverantwoord lozen van afvalstoffen op en in de bodem. 

13 

Een goede samenwerking tussen universiteiten en hogescholen enerzijds en ad-

viserende diensten van de verschillende bestuurslagen anderzijds leidt onder 

meer tot een goede motivatie van de studenten. 

14 

In een tijd waarin zoveel problemen otn een oplossing vragen, valt het des te 

erger te betreuren dat zoveel jonge academici werkloos zijn. 



15 

Het is niet duidelijk of bij het ontwerpen van buitenwijken altijd de 

relatie tussen de bevolkingsdichtheid en de noodzaak tot aanleg van een 

rioleringssysteem in de beschouwing is betrokken. 

Proefschrift van Th.J. van de Nes 

Wageningen, 24 mei 1973. 



Accn hies, Antonette en Marjet 



PREFACE 

The research described in this thesis initiated in 1968, is a further develop­

ment of the work on the rainfall-run-off relation in a catchment as it was 

specially done by prof. Dooge of the University of Ireland and prof. Kraijenhoff 

van de Leur, who introduced the systems approach into the field of catchment 

hydrology in the Netherlands. 

Indispensable help was rendered by Mr. Mat. Hendriks in the Department of Mathe­

matics. We have already published most mathematical detail in our joint Report 

No. I of the Laboratory of Hydraulics and Catchment Hydrology. This detail was 

not repeated in this thesis so that the attention could be focussed on the c >n-

cepts behind the mathematical model for the surface run-off system and its 

application in the field. 

The object of this study was to develop a physically based model for a distri­

buted run-off system in a catchment area. Its practical application is not meant 

to be restricted to the direct run-off component of the run-off in a natural 

catchment area but it is also proposed as a tool for the study of run-off from 

urban catchment areas. 

Grateful mention is made of the most helpful kindness of dr. Tamotsu Takahashi 

of Kyoto University who translated the essence of his important publication on 

experimental work in the Kizu River so that his results could be used for 

verification of one of the models. Also thanks are due to dr. R. Kellerhals for 

making his experimental work on Canadian mountain stream available. 

All members of the Department of Hydraulics and Catchment Hydrology and some 

members of the Department of Mathematics have contributed to the results which 

are being presented in this thesis. Since they have all been personally involved 

it is impossible to acknowledge every person's own contribution. I must there­

fore give up any attempt of specification when I express my sincere gratitude 

for their guidance, ideas, criticism and assistance to: 

DEPARTMENT OF HYDRAULICS AND CATCHMENT HYDROLOGY 

Prof.ir. D.A. Kraijenhoff van de Leur 

Ir. J.G. Grijsen (research assistant) 

Ir. C.W.J. Roest (research assistant) 

Miss Ir. T. Reitsma (research assistant) 

Ir. J.N.M. Strieker (research assistant) 

A. Dommerholt (research assistant) 



Miss Jenny Andriese (typist) 

Miss Joke van der Molen (typist) 

Mr. G. Heijnekamp (draughtsman) 

DEPARTMENT OF MATHEMATICS 

Prof.Dr. B. van Rootselaar 

Drs. M.H. Hendrxks 

Staff of the computer centre 

Mrs. Marijke de Laat - Sax (typist) 

CENTRE FOR AGRICULTURAL PUBLISHING AND DOCUMENTATION 

Mrs. E.M. Brouns - Murray (english reviser) 

UNIVERSITY COLLEGE DUBLIN 

Prof. J.C.I. Dooge, M.E., M.Sc. 

Finally I want to thank the Director of the Provincial Waterboard of Gelderland 

for allowing me to use part of my working time for finishing this thesis. 



CURRICULUM VITAE 

De auteur behaalde in 1960 het einddiploma H.B.S.-B. aan het St. Ignatius Colle­

ge te Amsterdam. In hetzelfde jaar begon hij zijn studie aan de Landbouwhoge-

school te Wageningen, alwaar hij in 1967 afstudeerde (hoofdvak cultuurtechniek; 

bijvakken hydraulica en afvoerhydrologie, wiskunde en regionale bodemkunde). 

Vanaf februari 1967 tot 1 januari 1969 was hij als wetenschappelijk assistent 

werkzaam bij de Afdeling Hydraulica en Afvoerhydrologie van de Landbouwhoge-

school, daarna tot 1 november 1972 als wetenschappelijk medewerker bij dezelfde 

afdeling. 

Per 1 november 1972 trad hij in dienst van de Provinciale Waterstaat van Gel-

derland in de functie van projectleider van de Commissie Waterhuishouding 

Gelderland. 



SAMENVATTING 

In de onderhavige studie is voor het oppervlakteafvoersysteem in een 

stroomgebied een wiskundig model ontwikkeld, dat is samengesteld uit een aan-

tal lineaire elementen. Met dit model is het mogelijk om de afvoeren en de wa-

terdiepten in een complex stroomgebied te voorspellen als functie van een, in 

ruimte en tijd verdeeld, neerslag overschot. Dit neerslag overschot is dat ge-

deelte van de neerslag dat niet in de bodem dringt maar direct over de opper-

vlakte tot afstroming komt. Het model kan worden gebruikt voor de afvoervoorspel-

ling in zowel stedelijke als in landelijke stroomgebieden, waar de neerslag-

intensiteit groot is ten opzichte van de infiltratie capaciteit van de bodem. 

Het oppervlakteafvoersysteem wordt beschouwd als een netwerk van verharde 

oppervlakte elementen en kanaal elementen, in analogie met de beschouwingswijze 

van Bravo en zijn medeauteurs (1970). De huidige benadering verschilt echt'er 

van deze laatstgenoemde, doordat thans vijf typen van lineaire elementen worden 

geintroduceerd. Het gedrag van deze elementen wordt benaderd door een gelineairi-

seerde versie van de wat vereenvoudigde hydrodynamische vergelijkingen voor 

eendimensionale stroming in prismatische kanalen met bijbehorende randvoorwaar-

den. Deze benadering leidt tot lineaire partiele differentiaalvergelijkingen 

van het diffusietype. Voor ieder element is onder geeigende rand- en begin-

voorwaarden de impulsresponsie afgeleid, zowel voor de afvoer als voor de wa-

terdiepte. Op deze manier wordt er een verband tot stand gebracht tussen de 

hydrodynamische benadering en de lineaire systeemtheorie. De volgende systeem-

elementen zijn beschouwd: 

a.. Het verhard oppervlakte element. Dit element wordt beschouwd als een oneindig 

breed rechthoekig kanaal, hetgeen onderworpen is aan een uniform verdeelde 

zijdelingse instroming. 

b_. De kanaal elementen, welke worden onderverdeeld naar de wijze waarop de voe-

ding plaatsvindt en wel als volgt: een kanaal met zijdelingse voeding in een 

punt, een kanaal met een zijdelingse voeding over een zekere afstand, een 

kanaal met een zijdelingse voeding over de gehele lengte en tenslotte een 

kanaal dat alleen bovenstrooms wordt gevoed. 

In de systeembenadering van de oppervlakteafvoer, waarbij de model parame­

ters worden uitgedrukt in de fysische karakteristieken van het systeem zijn 

twee typen wiskundige modellen gebruikt. Ten eerste een 2 parameter model voor 

het kanaal met bovenstroomse voeding, waarbij de model parameters P en Q res-



pectievelijk een dimensieloze lengte, de karakteristieke tijd van het systeem 

voorstellen. Ten tweede een 3 parameter model, voor het kanaal met zijdelingse 

voeding, met de modelparameters P, Q en R, waarbij R een dimensieloze maat is 

voor de afstand waarover de zijdelingse voeding plaatsvindt. Voor de zijdelingse 

voeding in een punt is R = 0, terwijl voor de volledige zijdelingse voeding in 

een punt is R = 1. Voor deze speciale gevallen wordt het 3 parameter model ge-

reduceerd tot een 2 parameter model. 

De verschillende modellen, gekarakteriseerd door hun impulsresponsies, 

zijn geklassificeerd, geanalyseerd en vergeleken met behulp van hun vorm facto-

ren en spectra, in navolging van Nash (1959) en Eagleson (1966). 

In dit proefschrift zijn de wiskundige afleidingen zoveel mogelijk achter-

wege gelaten aangezien deze reeds elders zijn gepubliceerd (Van de Nes and Hen-

driks, 1971). 

Met deze technieken is het mogelijk het effect van een met tijd en plaats 

varierende input op de output van het model te bestuderen. Deze effecten leve-

ren naast de.criteria voor de vereiste complexiteit van het beschrijvende model 

tevens criteria voor het meetinterval van de input. 

Aangezien de hydrodynamische benadering gekoppeld is aan de lineaire sy-

steemtheorie, zijn de model parameters tevens uitgedrukt in de fysische karak-

teristieken van het oppervlakteafvoersysteem (kanaallengte, dwarsdoorsnede, 

helling en weerstand coefficient) en een gekozen referentie afvoer of waterdiep-

te. Het effect van deze referentie afvoer of waterdiepte op de output van een 

aantal hypothesische kanaalsystemen is bestudeerd. Hiertoe werd het model on-

derworpen aan cosinusvormige inputs van verschillende duur. Voor een aantal 

gevallen zijn voorts de outputs, berekend met vereenvoudigde gelineairiseerde 

modellen, vergeleken met de outputs van een compleet niet-lineair model. Door 

de kleinste som van de kwadraten van de afwijkingen als criterium te hanteren 

is het mogelijk om dan de referentie afvoer of waterdiepte te optimaliseren. 

Een empirische relatie tussen een gelntroduceerde afvlakkingscoefficient en de 

specifieke afvlakking van de piek waarde van de input kan bij deze optimalise-

ringsprocudure behulpzaam zijn. 

Indien echter voor een subsysteem input en output gegevens bekend zijn, dan 

is het ook mogelijk met behulp van de lineaire systeemtheorie de model parame­

ters af te leiden, zonder enige kennis van de fysische karakteristieken van 

het systeem. Dit kan geschieden door gebruik te maken van de zeer eenvoudige 

relatie die er bestaat tussen zowel de eerste, tweede en derde momenten van 

input, output en impulsresponsie. 

De bovengenoemde theoretische aspecten zijn aan de hand van een aantal 



eenvoudige voorbeelden toegelicht. 

Tenslotte zijn een aantal praktische toepassingen van het model gegeven, ge-

baseerd op experimentele gegevens van een grote rivier in Japan, een bergrivier-

tje in Canada en een laboratoriumproef van de afdeling Hydraulica en Afvoerhy-

drologie van de Landbouwhogeschool. 



CONTENTS 

1. Introduction . 

1.1. Objectives and scope of the study 3 

2. The systems approach 5 

2.1. Linear systems ° 

2.2. Statistical moments and shape factors 7 

2.3. Attenuation coefficient 9 

2.4. Spectra !0 

2.5. Goodness of fit 12 

3. Modelling of the surface run-off 14 

3.1. A distributed geometric catchment model 14 

3.2. Hydrodynamic considerations 16 

3.3. Linearized diffusion type equations 19 

3.4. Boundary conditions 22 

4. Linear conceptual elements 27 

4.1. Infinite channel - Lumped input 27 

4.1.1. Impulse response 28 

4.1.2. Classification 30 

4.1.3. Moments 32 

4.1.4. Attenuation coefficient 32 

4.1.5. Spectra 34 

4.1.6. Summation curves 34 

4.1.7. Response to given waves of inflow 36 

4.1.8. Effect of the reference discharge 36 

4.1.9. Comparison with a complete non-linear solution 38 

4.2. Infinite channel - Distributed input 40 

4.2.1. Impulse response 41 

4.2.2. Classification 42 

4.2.3. Moments 44 

4.2.4. Attenuation coefficient 46 

4.2.5. Spectra 46 



4.2.6. Summation curves 52 

4.2.7. Response to given waves of inflow 54 

4.2.8. Effect of the reference discharge 58 

4.2.9. Comparison with a complete non-linear solution 61 

4.3. Overland flow problem 62 

4.3.1. Impulse response 62 

4.3.2. Classification 63 

4.3.3. Moments 63 

4.3.4. Attenuation coefficient 63 

4.3.5. Spectra 64 

4.3.6. Summation curves 64 

4.4. Semi infinite channel - Lumped input 65 

4.4.1. Impulse response 65 

4.4.2. Classification 66 

4.4.3. Moments 66 

4.4.4. Attenuation coefficient 67 

4.4.5. Spectra 67 

4.4.6. Summation curves 69 

4.4.7. Response to given waves of inflow 69 

4.4.8. Effect of the reference discharge 70 

4.4.9. Comparison with a complete non-linear solution 72 

5. Comparison of the different conceptual elements 74 

5.3. Spectra 

5.4. Specific attenuation 

5.5. Sampling interval 

74 5.1. Response to given waves of inflow 

5.2. Moments '° 

78 

82 

82 

6. A linear distributed model of surface run-off 87 

6.1. Complexity of the system 

6.2. Computer program 

7. Application 

7.1. Kizu River (Japan) 

7.2. Phyllis Creek (Rocky Mountains, Canada) 

7.3. Laboratory experiment 

87 

88 

90 

90 

92 

94 



8. Summary and conclusions 97 

8.1. Summary 97 

8.2. Conclusions 98 

List of symbols 100 

References 102 



1. INTRODUCTION 

In catchment hydrology one can distinguish two broad classifications of 

problems. 

i ) hydrograph forecasting on a short term basis 

ii) discharge frequency prediction on a long term basis 

Two major groups of factors affect the run-off from a catchment: hydrometeoro-

logic factors Rainfall, snow and evapotranspiration) make up one group, and the 

other group consists of physiographic factors (physical characteristics of the. 

catchment). 

The understanding of hydrological processes requires modelling, which is the 

reason why scientific hydrology has always been concerned with mathematical 

modelling. 

Hydrologists usually differentiate between deterministic and stochastic models. 

No final concensies of opinion has however been reached as to which techniques 

belong to the fields of either deterministic or stochastic simulation. Broadly 

stated the two approaches can be discerned as follows: 

A deterministic model is essentially an abstraction of the way a system trans­

forms the input into the output. Both the structure of the model and the choice 

of the parameters should reflect some conception of the system's structure and 

the principal laws that govern the system's transformation. Consequently the 

model parameters are to a certain degree related to physical characteristics 

of the system. Because of the role which the parameters play in the subsequent 

fitting of the model to the observed system's cause-effect relationship the 

deterministic approach is often indicated as "parametric modelling". The de­

terministic model is meant to describe transient responses and it is mainly 

used for the generation of hydrographs from precipitation data either for flood 

forecasting or water management purposes (Schermerhorn and Kuehl, 1968). 

A stochastic model however is meant to generate time series which are statis­

tically indistinguishable from certain measured records. Usually the modelling 

of a cause-effect relationship is not the main object and the parameters or 

coefficients are mainly of a pure statistical nature. Consequently a stochastic 

model is a less appropriate tool for describing actual hydrographs but it can 

generate "equally likely" series of smoothly varying responses .(Fiering, 1967).-

In this report only the deterministic approach is used for hydrograph foire-

casting on a short term basis. The more closely the model approximates the 

physical system, the more accurately does it predict. However an increasing 

complexity of the model makes it also more difficult to handle. Therefore it 



is necessary to compromise between accuracy and simplicity when developing 

models. 

The advent of the digital computer has allowed in all areas of hydrology the 

use of more complex models that are closer to the physical systems. 

In this respect a division can be made into component modelling and integrated 

system modelling (Dawdy, 1969). 

In component modelling the land phase of the hydrologic cycle can be divided 

into several parts (infiltration, evapotranspiration, aquifer response and 

surface streamflow routing). The empirical approach to the mathematical process 

controlling each component is being gradually replaced by a theoretical 

approach, based on the physical laws governing the component, in an attempt to 

make the empirical approximations more equivalent to the theoretical physical 

laws. It must be stressed at this point that even with the theoretical hydro-

dynamic approach many simplifications and approximations have to be made. In 

general for the various flow processes this approach leads to non-linear 

partial differential equations which for given boundary conditions, can be 

solved numerically by a digital computer. The various components will be 

combined in the integrated system modelling. The purpose of developing better 

conceptual models for the individual components is on the one hand to solve 

particular problems in hydrology and on the other to improve the overall model 

of the total system. However the development of the model increases its 

complexity, which to a certain extent limits the use of the better model. The 

difficulty is not lack of understanding of the physical processes but firstly 

not knowing the boundary conditions and their dependence on the interaction of 

the various flow processes, secondly the problem of accurate measurement of 

physical characteristics of the catchment and thirdly the impracticability of 

dealing with detailed variations in time and space. 

In the recent years the systems approach was introduced in hydrology (e.g. Nash 

1959; Dooge, 1959, 1967; Vemuri et al, 1970) with its powerful systems engineer­

ing techniques, so that system analysis has had a strong impact upon the metho­

dology of mathematical modelling. 

This report shows how the techniques of linear system analysis can be used for 

the optimization of parameters in a conceptual model for the surface 

component, consisting of overland flow and channel flow, as a part of a complex 

simulation model of the rainfall-run-off relation for a catchment. 

The approach of Dooge, Harley and O'Meara (1967, 1968), who introduced linear 

conceptual models for the surface run-off based on the hydrodynamics of channel 

flow is also followed in this report. Summarizing it can be stated that a 


